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Äàííàÿ êíèãà íå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâî÷íèêîì èëè íàó÷íîé ìîíîãðàôèåé
(õîòÿ èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ è îêàçàëè íà íåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå),
ýòî � ó÷åáíèê. Ïî ñâîåé îðãàíèçàöèè îíà ñõîäíà ñ óíèâåðñèòåòñêèì
êóðñîì. Îáû÷íî òàêîé êóðñ íà÷èíàåòñÿ ñ êðàòêîãî ââåäåíèÿ � îïèñàíèÿ
êóðñà. Ñ ýòîãî íà÷íåì è ìû.

Îïèñàíèå êóðñà. Ýòà êíèãà ïðåñëåäóåò äâîéíóþ öåëü. Ïðåæäå âñåãî,
ìû õîòåëè äàòü ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ
òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè � òåîðèè, êîòîðàÿ â
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàëàñü è ïðîíèêëà âî ìíîæåñòâî
äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí (òàêèõ êàê òåîðèÿ ãðóïï, äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Îäíàêî,
åñòü åùå îäíà, áîëåå åìêàÿ, öåëü � ñíàáäèòü ÷èòàòåëÿ ýëåìåíòàðíûì
ââåäåíèåì â øèðîêèé êðóã íàèáîëåå ãåîìåòðè÷íûõ ðàçäåëîâ ãåîìåòðèè �
ðàçäåëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ðàññòîÿíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû âêëþ÷èëè
â êíèãó îïèðàþùååñÿ íà ìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ èçëîæåíèå íà÷àë ðèìàíîâîé
è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèé. Ìû ñòðåìèëèñü ïîäõîäèòü ê åñòåñòâåííûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì ïîñðåäñòâîì íàãëÿäíûõ ìåòîäîâ. Èìååòñÿ
áëèçêàÿ ïî òåìå çàìå÷àòåëüíàÿ êíèãà Ì. Ãðîìîâà [Gro3], êîòîðàÿ
îòêðûâàåò øèðîêóþ ïàíîðàìó �ãåîìåòðè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ñ ìåòðè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ�. Ê ñîæàëåíèþ, óïîìÿíóòàÿ êíèãà ñëèøêîì òðóäíà äëÿ
ñòóäåíòîâ è íå ãåîìåòðîâ. Îäíà èç çàäà÷ íàñòîÿùåé êíèãè ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû óñòðàíèòü ðàçðûâ, ñóùåñòâóþùèé ìåæäó ïîòðåáíîñòÿìè
ñòóäåíòîâ è èññëåäîâàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé,
è ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðîé.
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Íåîáõîäèìàÿ ïîäãîòîâêà. Íåîáõîäèìàÿ ïîäãîòîâêà ìèíèìàëüíà. Ìû
ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó ñäåëàòü îñíîâíîé ìàòåðèàë êíèãè äîñòóïíûì
óæå äëÿ àñïèðàíòîâ ïåðâîãî ãîäà îáó÷åíèÿ.1 Îäíàêî, òðåáîâàíèÿ ê
ïîäãîòîâêå ÷èòàòåëÿ ïîñòåïåííî ðàñòóò ïðè ïðîäâèæåíèè âãëóáü êíèãè.
Ìû ñòàðàëèñü ââîäèòü è èëëþñòðèðîâàòü íîâûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû,
èñïîëüçóÿ èõ ïðîñòåéøèå ñëó÷àè è èçáåãàÿ òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, îòâëåêàþùèõ
îò ñóòè äåëà. Íàïðèìåð, íàøå ââåäåíèå â ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ íà÷èíàåòñÿ
ñ ìåòðèê â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, ïðè ýòîì ìû äàæå íå êàñàåìñÿ ïîíÿòèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ. Êîíå÷íî, â ïîñëåäóþùèõ, áîëåå ïðîäâèíóòûõ ðàçäåëàõ,
ìíîãîîáðàçèÿ óæå ïîÿâëÿþòñÿ. Íåêîòîðûå óïðàæíåíèÿ è çàìå÷àíèÿ
ïîäðàçóìåâàþò áîëåå ãëóáîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, ÷åì
îñíîâíîé òåêñò; îíè íåîáÿçàòåëüíû, è ÷èòàòåëü, íå çíàêîìûé ñ íóæíûìè
ïîíÿòèÿìè, âïîëíå ìîæåò èõ ïðîïóñòèòü, îñîáåííî ïðè ïåðâîì ÷òåíèè.
Õîòÿ îáñòîÿòåëüíîå çíàíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êðèâûõ è
ïîâåðõíîñòåé â R3 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïîíèìàíèÿ
êíèãè, ìû íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü âñå-òàêè çíàêîì ñ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèåé, ïîñêîëüêó âðåìÿ îò âðåìåíè â êíèãå ïðîâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
àíàëîãèè è ïðåäëàãàþòñÿ ñâÿçàííûå ñ íåé óïðàæíåíèÿ. Êðîìå òîãî,
ìû îñîáî îòìå÷àåì ìîòèâèðîâêè è íàãëÿäíûå ïðåäïîñûëêè. ×èòàòåëü,
êîòîðûé èìè íå èíòåðåñóåòñÿ, ñìîæåò ïðîïóñòèòü îïðåäåëåííûå ðàçäåëû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ �ëèêáåçîì� ïî ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè; ÷èòàòåëþ,
äîñòàòî÷íî õîðîøî çíàêîìîìó ñ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ìû
ðåêîìåíäóåì ïðîïóñòèòü åå èëè èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íèêà:
÷èòàòü åå, âîçìîæíî, áóäåò ñêó÷íî. Ïîñëåäíèå ãëàâû, ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ, ñîäåðæàò áîëåå ïðîäâèíóòûé ìàòåðèàë è íàïèñàíû
ñóøå.

Ðèñóíêè. Â êíèãå èìååòñÿ íåñêîëüêî ðèñóíêîâ, êîòîðûå ìû ïîìåñòèëè
åäèíñòâåííî ðàäè ýñòåòèêè. Åñëè áû ìû âêëþ÷èëè âñå íåîáõîäèìûå
ðèñóíêè, òî èõ áûëî áû íå ìåíüøå ïÿòè øòóê íà ñòðàíèöó.

•×èòàòåëþ, ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àþùåìó ýòó êíèãó, ïðîñòî íåîáõîäèìî
äåëàòü ðèñóíêè ê êàæäîìó óòâåðæäåíèþ, òåîðåìå è êîíñòðóêöèè!

Óïðàæíåíèÿ. Óïðàæíåíèÿ ñîñòàâëÿþò âàæíóþ ÷àñòü êóðñà. Èç ýòîãî
íå ñëåäóåò, ÷òî ÷èòàòåëü äîëæåí âûïîëíèòü èõ âñå; ïîäõîä çäåñü ñóãóáî
èíäèâèäóàëüíûé. Ïî ñâîåé òðóäíîñòè óïðàæíåíèÿ êîëåáëþòñÿ îò òðèâèàëüíûõ
äî äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ, òðåáóþùèõ îïðåäåëåííîé èçîáðåòàòåëüíîñòè
ïðè èõ ðåøåíèè, à ïî âàæíîñòè � îò çàáàâíûõ ïðèìåðîâ äî óòâåðæäåíèé,
øèðîêî èñïîëüçóþùèõñÿ â êíèãå â äàëüíåéøåì. Ýòî ÷àñòî îãîâàðèâàåòñÿ
â òåêñòå. Ïîëåçíî âîñïðèíèìàòü êàæäîå óòâåðæäåíèå è êàæäóþ òåîðåìó
êàê óïðàæíåíèå. Ìû ñîâåòóåì äîêàçûâàòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî, âîçìîæíî,

1Ðå÷ü èäåò îá àìåðèêàíñêèõ àñïèðàíòàõ (graduate students). Â Ðîññèè ýòîò óðîâåíü
ïîäãîòîâêè ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ñòàðøèì êóðñàì óíèâåðñèòåòîâ.



Ïðåäèñëîâèå xi

âçãëÿíóâ íà ïðèâîäèìîå â êíèãå äîêàçàòåëüñòâî êàê íà ïîäñêàçêó.
Ïðîñòîå ÷òåíèå íàïèñàííîãî äîêàçàòåëüñòâà ãîäèòñÿ ëèøü â êà÷åñòâå
ïîñëåäíåé ìåðû.

Íåîáÿçàòåëüíûé ìàòåðèàë. Óñëîâíî íàøå èçëîæåíèå ìîæíî ðàçäåëèòü
íà äâå ÷àñòè: îñíîâíîé ìàòåðèàë è íåîáÿçàòåëüíûå ðàçäåëû. Íåêîòîðûå
ãëàâû è ðàçäåëû íà÷èíàþòñÿ ñ êðàòêîãî ïëàíà, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
êàê îðèåíòèð ïðè ÷òåíèè. Íà÷àòü ëó÷øå ñ ÷òåíèÿ òîëüêî îñíîâíîãî
ìàòåðèàëà, ìèíóÿ âñå íåîáÿçàòåëüíûå ðàçäåëû (è äàæå ìåíåå âàæíûå
÷àñòè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ). Êîíå÷íî, ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðèõîäèòñÿ
íåðåäêî âîçâðàùàòüñÿ íàçàä ñ òåì, ÷òîáû îòûñêàòü âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå áûëè ñëó÷àéíî ïðîïóùåíû. Òàêîå ÷òåíèå äàñò îáùóþ êàðòèíó
èçëàãàåìîé òåîðèè, ïîìîæåò âûÿâèòü åå îñíîâó è ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå
î åå ëîãèêå. Äàëåå ÷èòàòåëü ÷èòàåò êíèãó ñíîâà, òðàíñôîðìèðóÿ òåîðåòè÷åñêîå
çíàíèå â çíàíèå ïîäëèííîå, äîïîëíÿÿ åãî ïîäðîáíîñòÿìè, îòñòóïëåíèÿìè,
ïðèìåðàìè è îïûòîì � òî åñòü âñåì òåì, ÷òî äåëàåò çíàíèå ïðàêòè÷åñêèì.

Î ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ãðàíèöû ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè
âåñüìà óñëîâíû. Ãåîìåòðèÿ èñòîðè÷åñêè íà÷èíàëàñü ñ î÷åíü �ïðèçåìëåííûõ�
ïîíÿòèé (äàæå â áóêâàëüíîì ñìûñëå). Îäíàêî, íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé
÷àñòè ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ áûëî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî �ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèé�,
ïî ñóòè, ñâåëàñü ê �àíàëèçó íà ìíîãîîáðàçèÿõ�. Ïðèìåíÿåìûå â ãåîìåòðèè
ìåòîäû ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà äèôôåðåíöèàëüíûé àïïàðàò, ÷òî
óãàäûâàåòñÿ äàæå èç íàçâàíèÿ �äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ�. Òåïåðü
ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî îãðîìíàÿ ÷àñòü ãåîìåòðèè, ïî ñóùåñòâó, îòíîñèòñÿ
ê ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à äèôôåðåíöèàëüíûé àïïàðàò äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ ââåäåíèÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà îáúåêòîâ è
ïîëó÷åíèÿ çàãîòîâîê äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ýòî, êîíå÷íî, ïðèìåíèìî
íå êî âñåì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîíÿòèÿì. Äàæå òåíçîð êðèâèçíû ïîêà
îñòàåòñÿ íåèçâåäàííîé ìàõèíîé, à ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë áîëåå èëè
ìåíåå ïîíÿòåí ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ èç åãî ïðîñòåéøèõ ïðîÿâëåíèé
(òàêèõ êàê ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà). Ìíîãèå ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû,
âêëþ÷àþùèå áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè, ïî-ïðåæíåìó íîñÿò àíàëèòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñêëþ÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàòà èç
îïðåäåëåííîé ñôåðû ïîíÿòèé è ðàññóæäåíèé ïðèíåñëî ñóùåñòâåííûå
ïëîäû. Ïðåæäå âñåãî, ýòî óëó÷øèëî ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíèìàíèå êëàññè÷åñêèõ
îáúåêòîâ (òàêèõ, êàê ãëàäêèå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ) êàê èäåîëîãè÷åñêè,
òàê è çà ñ÷åò êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñ ìåòîäîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
âàæíî ïîíèìàòü, íà êàêèå äîïóùåíèÿ îïèðàåòñÿ îïðåäåëåííûé ðåçóëüòàò;
ê ïðèìåðó, â ýòîì ïëàíå íàìíîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå çíàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû îñíîâûâàþòñÿ íà îïðåäåëåííîì
íåðàâåíñòâå äëÿ ðàññòîÿíèé â ÷åòâåðêàõ òî÷åê, ÷åì íà êàêèõ-òî ñâîéñòâàõ
òåíçîðà êðèâèçíû. Çäåñü åñòü áîëüøîå ñõîäñòâî ñ äâóìÿ ñïîñîáàìè
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ðàññìîòðåíèÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà,
åñëè åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà (çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëå-
íèå óæå ïðåäïîëàãàåò ãëàäêîñòü, îòáðàñûâàÿ òàêèå ôóíêöèè, êàê f(x) =
|x|). Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ãëàñèò, ÷òî ôóíêöèÿ âûïóêëà, åñëè åå
íàäãðàôèê (ìíîæåñòâî {(x, y) : y ≥ f(x)}) âûïóêëûé; ýòî âòîðîå îïðå-
äåëåíèå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà f(αx + βy) ≤ αf(x) + βf(y)
äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ α, β, ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì α + β = 1, è
îíî óñòîé÷èâî è íå îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ïðåäåëà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå
óñëîâèå f ′′ ≥ 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óäîáíûé êðèòåðèé âûïóêëîñòè
ãëàäêîé ôóíêöèè.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà â ãåîìåòðèè,
ïðåäñòàâèì, ÷òî òðåáóåòñÿ îöåíèòü íåêóþ âåëè÷èíó ïî âñåì ìåòðèêàì
íà ñôåðå. Íàïðàøèâàåòñÿ èäåÿ èññëåäîâàòü ìåòðèêó, äëÿ êîòîðîé ýòà
âåëè÷èíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, íî, óâû, òàêîé ìåòðèêè ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü â êëàññå ãëàäêèõ ìåòðèê èëè äàæå ìåòðèê, èíäóöèðóþùèõ
òó æå òîïîëîãèþ. Íî, îêàçûâàåòñÿ, îíà âñå æå ìîæåò íàéòèñü, åñëè
ðàñøèðèòü ïîèñê äî êëàññà áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé.

Äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, âñåãäà ëåæàâøèå çà ïðåäåëàìè
âñåõ ìûñëèìûõ ïðèìåíåíèé ãåîìåòðèè, òåïåðü îêàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè
îáúåêòàìè äëÿ ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ, áåðóùèõ ñâîå íà÷àëî â äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè. Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè � êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ
ãðóïï. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè
âûðîñëà äàëåêî çà ïðåäåëû ñâîåé �êîëûáåëè� (òåîðèè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé),
è îõâàòûâàåò á�îëüøóþ ÷àñòü êëàññè÷åñêîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è
ìíîãî÷èñëåííûå îáëàñòè çà åå ïðåäåëàìè. Â òî æå âðåìÿ ìåòðè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ îñòàåòñÿ, âîçìîæíî, îäíèì èç ñàìûõ �ýëåìåíòàðíûõ� ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ. Èìåííî ýòà êîìáèíàöèÿ ïðè÷èí ïîáóäèëà íàñ íàïèñàòü íàñòîÿùèé
ââîäíûé êóðñ �ãåîìåòðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ äëèí êðèâûõ�.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû ñ òåïëîì âñïîìèíàþò ãîñòåïðèèìñòâî è ïðåêðàñíûå
óñëîâèÿ äëÿ ðàáîòû, êîòîðûå îíè âñòðåòèëè âî âðåìÿ ñâîåãî ïðåáûâàíèÿ
â ðàçëè÷íûõ ó÷ðåæäåíèÿõ, âêëþ÷àÿ Ñòðàñáóðãñêèé óíèâåðñèòåò, ÅÒÕ
(Öþðèõ) è Êåìáðèäæñêèé óíèâåðñèòåò. Ýòè íåçàáûâàåìûå âèçèòû âíåñëè
îãðîìíûé âêëàä â íàïèñàíèå êíèãè. Èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ, çíà÷èòåëüíî
ïîâëèÿâøèå íà êíèãó, ÷àñòè÷íî ïîääåðæèâàëèñü Íàöèîíàëüíûì íàó÷íûì
ôîíäîì ÑØÀ, ôîíäîì Ñëîóíà, CRDF, ÐÔÔÈ è ôîíäîì Øàïèðî
óíèâåðñèòåòà øòàòà Ïåíñèëüâàíèÿ. Ìû ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíû èì çà
ýòó ïîìîùü. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü âñåì òåì, êòî îêàçàë
èì ñîäåéñòâèå è ïîîùðåíèå. Îñîáî õîòèì ïîáëàãîäàðèòü Ì.Ãðîìîâà çà
òî, ÷òî îí ïîáóäèë íàñ íàïèñàòü ýòó êíèãó; Ñ.Àëåêñàíäåð, Ð.Áèøîïà è
Ê.Êðîóêà � çà íåëåãêóþ ðàáîòó ïî ÷òåíèþ ðóêîïèñè � èõ ìíîãî÷èñëåííûå
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èñïðàâëåíèÿ, ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ áûëè íåîöåíèìîé ïîìîùüþ; Ñ.Áóÿëî �
çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå ïðåäëîæåíèÿ è çàìå÷àíèÿ ïî äåâÿòîé
ãëàâå; Ê.Øåìÿêà � çà ïîäãîòîâêó áîëüøåé ÷àñòè ðèñóíêîâ; è, íàêîíåö,
ãðóïïó àñïèðàíòîâ óíèâåðñèòåòà øòàòà Ïåíñèëüâàíèÿ, êîòîðûå ïðîñëóøàëè
êóðñ Ìath. 597c, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ó÷åáíèêà íàøó ðóêîïèñü,
è èñïðàâèëè äåñÿòêè îïå÷àòîê è íåáîëüøèõ îøèáîê (õîòÿ ìû óâåðåíû,
÷òî åùå âäâîå áîëüøå èõ îñòàëîñü íà äîëþ ÷èòàòåëÿ).





Ãëàâà 1

Ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ãëàâû � óñòàíîâèòü îáîçíà÷åíèÿ è îñâåæèòü çíàíèÿ
÷èòàòåëÿ î ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ñìåæíûõ âîïðîñàõ òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííîé òîïîëîãèè. Ðàçäåë 1.7 ñîäåðæèò ìèíèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ
î õàóñäîðôîâîé ìåðå è õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè.

Ýòó ãëàâó ìîæíî ïðîïóñòèòü, èñïîëüçóÿ åå â êà÷åñòâå êðàòêîãî
ñïðàâî÷íèêà, èëè æå áåãëî ïðî÷åñòü åå, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå
ïðèìåðû è óïðàæíåíèÿ ïîíÿòíû.

1.1. Îïðåäåëåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ
d : X×X → R∪{∞} íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé íà X, åñëè äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(1) Ïîëîæèòåëüíîñòü: d(x, y) > 0, åñëè x 6= y, è d(x, x) = 0.
(2) Ñèììåòðèÿ: d(x, y) = d(y, x).
(3) Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ ìåòðèêîé

íà íåì. Ôîðìàëüíî, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïàðîé (X, d),
ãäå d � ìåòðèêà íà X. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; ÷èñëî d(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
òî÷êàìè x è y.

Êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé ìåòðèêå èäåò ðå÷ü, ìû îáîçíà÷àåì
ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y òàêæå ÷åðåç |xy|. Åñëè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ
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ðàçëè÷íûå ìåòðèêè íà îäíîì ìíîæåñòâå X, òî âìåñòî �ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî (X, d)� áóäåì ïèñàòü �ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X�, îïóñêàÿ
ÿâíóþ ññûëêó íà ìåòðèêó.

Â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ äàåòñÿ áîëåå óçêîå, ïî ñðàâíåíèþ ñ íàøèì,
îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìåòðèêè ñ êîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó òî÷êàìè. Åñëè ïðè êîíêðåòíîì
ðàññìîòðåíèè áóäåò âàæíî, ÷òî d ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ,
ìû áóäåì óêàçûâàòü (åñëè ýòî íå ÿñíî èç êîíòåêñòà), ÷òî d � êîíå÷íàÿ
ìåòðèêà. Èìååòñÿ ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó êîíå÷íûìè è áåñêîíå÷íûìè
ìåòðèêàìè, à èìåííî, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âîçìîæíû
áåñêîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ, êàíîíè÷åñêè ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà
ñ êîíå÷íûìè ìåòðèêàìè, êîòîðûå îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà áåñêîíå÷íûå
ðàññòîÿíèÿ:
Óïðàæíåíèå 1.1.2. Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå d(x, y) 6= ∞ ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäûé èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,
âìåñòå ñ ñóæåíèåì d íà íåãî, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ
êîíå÷íîé ìåòðèêîé.
Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïóñòü x è y � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñò-
âà. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì
ðàññòîÿíèÿ, åñëè |f(x)f(y)| = |xy| äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X.
Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ, íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.
Äâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ
îäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà äðóãîå.

ßñíî, ÷òî èçîìåòðè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Âñå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèé, îäèíàêîâû
ó èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîëóìåòðèêè.
Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ôóíêöèÿ d : X × X → R+ ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ
ïîëóìåòðèêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì èç îïðåäåëåíèÿ
1.1.1 ìåòðèêè, çà èñêëþ÷åíèåì òðåáîâàíèÿ, ÷òî ðàâåíñòâî d(x, y) = 0
âëå÷åò x = y. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû äîïóñêàåì íóëåâûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè.

Ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîëóìåòðèêîé è ìåòðèêîé, ñîñòîÿùàÿ
â òîì, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê ñ íóëåâûì ðàññòîÿíèåì â ïîëóìåòðèêå
ïðèâîäèò ê îáû÷íîé ìåòðèêå.
Ïðåäëîæåíèå 1.1.5. Ïóñòü d � ïîëóìåòðèêà íà X. Ââåäåì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè Rd íà X, ïîëîæèâ xRdy, åñëè d(x, y) = 0. Ïîñêîëüêó
d(x, y) = d(x1, y1), åñëè xRdx1 è yRdy1, êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ d̂
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ïîëóìåòðèêè d íà ôàêòîðìíîæåñòâî X̂ = X/Rd. Òîãäà (X̂, d̂) ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíî, è ìû îñòàâëÿåì åãî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

Äàëåå ìû áóäåì íåðåäêî ñîêðàùàòü ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è ïèñàòü
(X/d, d) âìåñòî (X/Rd, d̂), çàìåíÿÿ X/Rd íà X/d è èñïîëüçóÿ áóêâó d

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîåêöèè d̂.

Ïðèìåð 1.1.6. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè (x, y), (x′, y′) â
R2 îïðåäåëåíî ôîðìóëîé d((x, y), (x′, y′)) = |(x−x′)+(y−y′)|. Ïðîâåðüòå,
÷òî ýòèì çàäàíà ïîëóìåòðèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî
(R2/d, d) èçîìåòðè÷íî âåùåñòâåííîé îñè.

1.2. Ïðèìåðû
Ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî êóðñà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äëÿ íà÷àëà äàäèì ëèøü
íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ. Äëÿ ìíîãèõ èç íèõ ïðîâåðêà ñâîéñòâ èç
îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 1.2.1. Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X îïðåäåëèì ìåòðèêó
óñëîâèåì

|xy| =
{

0 åñëè x = y,

1 åñëè x 6= y.

Ýòîò ïðèìåð íå îñîáåííî èíòåðåñåí, íî ìîæåò ñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé
äëÿ ìíîãèõ êîíñòðóêöèé.

Ïðèìåð 1.2.2. Âåùåñòâåííàÿ îñü R êàíîíè÷åñêè ñíàáæàåòñÿ ðàññòîÿíèåì
|xy| = |x−y|, è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ ìåòðèê íà R; íàïðèìåð,
dlog(x, y) = log(|x− y|+ 1).

Ïðèìåð 1.2.3. Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü R2 ñî ñòàíäàðòíûì ðàññòîÿíèåì
ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì õîðîøî èçâåñòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî
ðàññòîÿíèå ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà

|xy| = |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

ãäå (x1, x2) è (y1, y2) � êîîðäèíàòû òî÷åê x è y. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
äëÿ ýòîé ìåòðèêè èçâåñòíî èç ýëåìåíòàðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Òàêæå åãî ìîæíî âûâåñòè èç íåðàâåíñòâà Êîøè.
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Ïðèìåð 1.2.4. (Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.) Ïóñòü X è Y � äâà ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà èõ ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè X × Y
ôîðìóëîé

|(x1, y1)(x2, y2)| =
√
|x1x2|2 + |y1y2|2.

Â ÷àñòíîñòè, R× R = R2.

Ïðèìåð 1.2.5. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 1.2.6. Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñò-
âîì Rn � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàáîðîâ
(x1, . . . , xn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîêîìïîíåíòíûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì
íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îíî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ n-êðàòíûì
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì R × · · · × R. Òåì ñàìûì ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî
ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|xy| =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

ãäå x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn).

Ïðèìåð 1.2.7 (èçìåíåíèå ìàñøòàáà). Ýòà ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ àíàëîãè÷íà
ïîëó÷åíèþ îäíîãî ìíîæåñòâà èç äðóãîãî ïîñðåäñòâîì ãîìîòåòèè. Ïóñòü
X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è λ > 0. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-
âî λX � ýòî òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî X, íî ñ ìåòðèêîé dλX , êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì dλX(x, y) = λdX(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ãäå dX �
ðàññòîÿíèå â X. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî λX � ýòî ïðîñòðàíñòâî
X, ðàñòÿíóòîå â λ ðàç (èëè ñ èçìåíåííûì â λ ðàç ìàñøòàáîì).

Ïðèìåð 1.2.8 (ïîäïðîñòðàíñòâà). Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
à Y � åãî ïîäìíîæåñòâî, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòðèêó íà Y êàê ñóæåíèå
íà Y ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà X. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè ïîäìíîæåñòâà Y ïîëàãàåì ðàâíûì ðàññòîÿíèþ ìåæäó òåìè æå
òî÷êàìè â X.

Ñóæåíèå ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì, íî íå åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìåòðèêè íà ïîäìíîæåñòâå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âíóòðåííþþ ìåòðèêó, êîòîðàÿ îáû÷íî
îòëè÷íà îò ñóæåíèÿ ìåòðèêè îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîíÿòèå âíóòðåííåé
ìåòðèêè áóäåò îáúÿñíåíî íèæå, îäíàêî åå èíòóèòèâíûé ñìûñë ìîæíî
ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì ïðèìåðîì âíóòðåííåé ìåòðèêè íà îê-
ðóæíîñòè.

Ïðèìåð 1.2.9. Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü S1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ëåæàùèõ íà ðàññòîÿíèè 1 îò íà÷àëà êîîðäèíàò.
Êàê ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, îêðóæíîñòü íåñåò ñóæåíèå åâêëèäîâîé
ìåòðèêè íà íåå. Ìû îïðåäåëÿåì àëüòåðíàòèâíóþ ìåòðèêó, âçÿâ â êà÷åñòâå
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ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äëèíó ìåíüøåé èç äâóõ äóã îêðóæ-
íîñòè ìåæäó íèìè. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè
òî÷êàìè îêðóæíîñòè ðàâíî π. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü) ðàâíî 2π/n.

Óïðàæíåíèå 1.2.10. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ äóãà îêðóæíîñòè äëèíû
íå áîëüøå π, ñíàáæåííàÿ âûøåóïîìÿíóòîé ìåòðèêîé, èçîìåòðè÷íà îòðåçêó
ïðÿìîé.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿ îêðóæíîñòü ñ òàêîé ìåòðèêîé íå èçîìåòðè÷íà
íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó ïëîñêîñòè (ñ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì, ñóæåííûì
íà ýòî ïîäìíîæåñòâî).

1.2.1. Íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 1.2.11. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî1. Ôóíêöèÿ
| · | : V → R íàçûâàåòñÿ íîðìîé íà V , åñëè äëÿ âñåõ v, w ∈ V è k ∈ R
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(1) Ïîëîæèòåëüíîñòü: |v| > 0 åñëè v 6= 0, è |0| = 0.
(2) Ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü: |kv| = |k||v|.
(3) Ñóáàääèòèâíîñòü (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà): |v+w| ≤ |v|+|w|.
Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî� ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

íà íåì. Êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà òàêæå íàçûâàþò
ïðîñòðàíñòâàìè Ìèíêîâñêîãî. Ðàññòîÿíèå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
(V, | · |) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

d(v, w) = |v − w|.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ òàêèì ðàññòîÿíèåì
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Íîðìà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ìåòðèêå
ïðîñòî êàê ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, îïèñàííîå â ïðèìåðå 1.2.6, ÿâëÿåòñÿ
íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

|(x1, . . . , xn)| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n.

Êîíå÷íî, â Rn ñóùåñòâóþò è äðóãèå åñòåñòâåííûå íîðìû.

Ïðèìåð 1.2.12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
1 êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñ

íîðìîé ‖ · ‖1, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì
‖(x1, . . . , xn)‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn|,

(ãäå | · | � ýòî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà).

1Ó íàñ âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâà íàä R.
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Ïðèìåð 1.2.13. Ïðîñòðàíñòâî Rn∞ � ýòî Rn ñ íîðìîé ‖ · ‖∞, ãäå

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|}.
Óïðàæíåíèå 1.2.14. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) R2
1 è R2∞ èçîìåòðè÷íû;

(á) Rn
1 è Rn∞ íå èçîìåòðè÷íû íè ïðè êàêîì n > 2.

Ïðèìåð 1.2.15. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî `∞(X) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f : X → R. Îíî, î÷åâèäíî,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñòàíäàðòíàÿ íîðìà
‖ · ‖∞ íà `∞(X) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖f‖∞ = sup
x∈X

|f(x)|.

Óïðàæíåíèå 1.2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî Rn∞ = `∞(X) äëÿ ïîäõîäÿùåãî
ìíîæåñòâà X.

Ïîäñêàçêà. Ôîðìàëüíî íàáîð (x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, íå
òàê ëè?

1.2.2. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñò-
âî. Íàïîìíèì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà X � ýòî îòîáðàæåíèå F : X ×
X → R, êîòîðîå ëèíåéíî ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà F
ñèììåòðè÷íà, åñëè F (x, y) = F (y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Ñèììåòðè÷íóþ
áèëèíåéíóþ ôîðìó F ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ñîîòâåòñòâóþùåé åé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìå Q(x) = QF (x) = F (x, x), íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå 4F (x, y) =
Q(x + y)−Q(x− y).

Îïðåäåëåíèå 1.2.17. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà F , ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, òî åñòü F (x, x) > 0 äëÿ âñåõ x 6= 0. Åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå.

Ðàçëè÷íûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü 〈· , ·〉.
Îïðåäåëåíèå 1.2.18. Íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈· , ·〉, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé |v| =

√
〈v, v〉. Íîðìà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé,

åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà êàêèì-ëèáî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíàÿ íîðìà â Rn ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈x, y〉 =

∑
xiyi, ãäå x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn).
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Óïðàæíåíèå 1.2.19. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû,
èíäóöèðîâàííîé ëþáûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïîäñêàçêà. Âî-ïåðâûõ, ñâåäèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ê íåðàâåíñòâó
〈v, w〉 ≤ |v| · |w| äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v è w. Çàòåì ðàñêðîéòå íåðàâåíñòâî
〈v − tw, v − tw〉 ≥ 0 è âûïîëíèòå ïîäñòàíîâêó t = 〈v, v〉 / 〈w, w〉. Äðóãîé
ñïîñîá äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà � ñêîìáèíèðîâàòü ïðåäëîæåíèå
1.2.22 è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ Rn.

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
íîðìîé, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü êàê íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî ñ åâêëèäîâîé íîðìîé. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå äàåò ÿâíóþ
õàðàêòåðèçàöèþ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñðåäè âñåõ íîðìèðîâàííûõ.
Óïðàæíåíèå 1.2.20. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà |·| íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|v + w|2 + |v − w|2 = 2(|v|2 + |w|2)
äëÿ âñåõ v, w ∈ V .
Óïðàæíåíèå 1.2.21. Ïîêàæèòå, ÷òî Rn

1 è Rn∞ íå ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè
ïðîñòðàíñòâàìè ïðè n > 1.

Äâà âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,
åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.Îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð�
ýòî íàáîð åäèíè÷íûõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ. Âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî
ðåïåðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû (äîêàæèòå ýòî!). Îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìåòîäîì
ñòàíäàðòíîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà.

Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ. Ïóñòü dimV = n è ïóñòü {e1, . . . , en} � òàêîé áàçèñ. Êàæäûé
âåêòîð x ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ

∑
xiei íåêîòîðûõ xi ∈ R. Ïîñêîëüêó âñå ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ei èçâåñòíû, ìû ìîæåì íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ëþáîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, à èìåííî〈∑

xiei,
∑

yiei

〉
=

∑
xiyi.

Îòñþäà ñëåäóåò:
Ïðåäëîæåíèå 1.2.22. Êàæäîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî
Rn. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : Rn →
V , ÷òî 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉 äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn. Â ÷àñòíîñòè, âñå
åâêëèäîâû n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì f((x1, . . . , xn)) =
∑

xiei, ãäå {ei}� îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ. ¤
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Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýëåìåíòàðíóþ åâêëèäîâó
ãåîìåòðèþ ê îáùèì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâàì. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó
ëþáîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíî
R2, ëþáîå óòâåðæäåíèå, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò òîëüêî äâà âåêòîðà è èõ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ìîæíî àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíåñòè ñî ñòàíäàðòíîé
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà âñå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.
Óïðàæíåíèå 1.2.23. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ
îòîáðàæåíèå îäíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà äðóãîå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì
îòîáðàæåíèåì, òî åñòü êîìïîçèöèåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê.
Óïðàæíåíèå 1.2.24. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ v, w ∈ V òàêèõ, ÷òî |v| = |w|, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ f : V → V , ÷òî f(v) = w.

1.2.3. Ñôåðû.
Ïðèìåð 1.2.25. n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn � ýòî ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ
â Rn+1, òî åñòü Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}. Óãëîâàÿ ìåòðèêà íà Sn îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

d(x, y) = arccos 〈x, y〉 .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå � ýòî åâêëèäîâ óãîë ìåæäó
åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè. Îí ðàâåí äëèíå êðàò÷àéøåé äóãè áîëüøîãî
êðóãà, ñîåäèíÿþùåãî íà ñôåðå x è y. Äðóãàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòîé ìåòðèêè:

d(x, y) = 2 arcsin
|x− y|

2
.

Ìåòðèêà íà êðóãå, îïèñàííàÿ â ïðèìåðå 1.2.9, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ýòîãî ïðèìåðà.

1.3. Ìåòðèêà è òîïîëîãèÿ
Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X
è r > 0. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî x ìåíüøå r,
íàçûâàåòñÿ (îòêðûòûì ìåòðè÷åñêèì) øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì x.
Îáîçíà÷èì ýòîò øàð ÷åðåç Br(x). Àíàëîãè÷íî, çàìêíóòûé øàð B̄r(x)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ íà ìåíüøåì èëè ðàâíîì r
ðàññòîÿíèè îò x.
Óïðàæíåíèå 1.3.2. Ïóñòü x1 è x2 � òî÷êè íåêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à r1 è r2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) åñëè |x1x2| ≥ r1 + r2, òî øàðû Br1(x1) è Br2(x2) íå ïåðåñåêàþòñÿ;
(á) åñëè |x1x2| ≤ r1 − r2, òî Br2(x2) ⊂ Br1(x1);
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(â) îáðàòíûå äëÿ (à) è (á) âûñêàçûâàíèÿ íå âñåãäà âåðíû (ïðèâåäèòå
êîíòðïðèìåðû).

Òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ìíîæåñòâî U â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0,
÷òî Bε(r) ⊂ U .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì,
à çàìêíóòûé øàð � çàìêíóòûì (òî åñòü åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî).
Èç ïåðâîé ÷àñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäñòàâèìî êàê îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ øàðîâ (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî èõ ìíîæåñòâà).

Óïðàæíåíèå 1.3.3. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X.
Äîêàæèòå, ÷òî äâå ñëåäóþùèå òîïîëîãèè íà Y ñîâïàäàþò: òîïîëîãèÿ,
èíäóöèðîâàííàÿ ñóæåíèåì ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà X íà Y è òîïîëîãèÿ íà
Y , èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà X (â êîòîðîé ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäñòàâèìî êàê
ïåðåñå÷åíèå Y ñ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì X).

Óïðàæíåíèå 1.3.4. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 òî÷åê
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n0, ÷òî xn ∈ U äëÿ
âñåõ n ≥ n0. Îáîçíà÷åíèå: xn → x (ïðè n → ∞). Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå xn → x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|xnx| → 0. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå âåðíî ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.6. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà

(1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X íå ìîæåò èìåòü áîëüøå îäíîãî
ïðåäåëà.

(2) Òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà S ⊂ X
(òî åñòü ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà S) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn}∞n=1, ÷òî xn ∈ S äëÿ âñåõ n è xn → x. Â ÷àñòíîñòè,
S ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ñîäåðæèò ïðåäåëû âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåðæàùèõñÿ
â S.
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(3) Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî â òî÷êå x ∈ X òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f(xn) → f(x) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}, ñõîäÿùåéñÿ ê x.

Äîêàçàòåëüñòâà ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïðîñòûõ óïðàæíåíèé.

1.4. Ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå C ≥ 0, ÷òî
|f(x1)f(x2)| ≤ C|x1x2| äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X. Ëþáîå ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå
C íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ f . Ìèíèìàëüíàÿ êîíñòàíòà
Ëèïøèöà íàçûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì f è îáîçíà÷àåòñÿ dil f . Ðàñòÿæåíèå
íå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ïîëàãàåì ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè.

Îòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 1 íàçûâàåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì.

Óïðàæíåíèå 1.4.2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà
S � ýòî ÷èñëî infy∈S |xy|; ýòî ðàññòîÿíèå îáîçíà÷àåì ÷åðåç dist(x, S).
Äîêàæèòå, ÷òî dist(·, S) ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùåé ôóíêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.3. (1) Âñå ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè.

(2) Åñëè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → Z � ëèïøèöåâû, òî
g ◦ f � òîæå ëèïøèöåâî, è dil(g ◦ f) ≤ dil f · dil g

(3) Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé (è, áîëåå
îáùî, ìíîæåñòâî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé èç ìåòðè÷åñêîãî â
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Äëÿ ëþáûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé f , g è ÷èñëà λ ∈ R
èìååì dil(f + g) ≤ dil f + dil g, dil(λf) = |λ| dil f .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X
èìååò îêðåñòíîñòü U òàêóþ, ÷òî f |U � ëèïøèöåâî. Ðàñòÿæåíèå f â
òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dilx f = inf{dil f |U : U � îêðåñòíîñòü x}.
Óïðàæíåíèå 1.4.5. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî dil f = supx∈R dilx f äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : R → X. Äîêàæèòå
òî æå ñàìîå óòâåðæäåíèå, çàìåíèâ â íåì R íà S1 ñ ìåòðèêîé, îïèñàííîé
â óïðàæíåíèè 1.2.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî íåâåðíî äëÿ S1 ñ ìåòðèêîé,
ñóæåííîé èç R2 .
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Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ áèëèïøèöåâûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû c è C, ÷òî

c|x1x2| ≤ |f(x1)f(x2)| ≤ C|x1x2|
äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç.
Îïðåäåëåíèå 1.4.7. Äâå ìåòðèêè d1 è d2 íà îäíîì ìíîæåñòâå X
íàçûâàþòñÿ ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû c è C, ÷òî

c · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ C · d1(x, y)

äëÿ âñåõ x, y ∈ X.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåòðèêè d1 è d2 ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèëèïøèöåâûì îòîáðàæåíèåì
èç (X, d1) íà (X, d2). ßñíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå � ýêâèâàëåíòíîñòü íà
ìíîæåñòâå ìåòðèê, çàäàííûõ íà X. Ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè
îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.
Óïðàæíåíèå 1.4.8. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äâóõ ìåòðèê íà îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿþùèõ îäíó è òó æå òîïîëîãèþ, íî íå
ÿâëÿþùèõñÿ ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè.
Óïðàæíåíèå 1.4.9. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå,
÷òî ñëåäóþùèå òðè ìåòðèêè íà X × Y ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû.

1. Ìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ â ïðèìåðå 1.2.4.
2. d1((x1, y1), (x2, y2)) = |x1x2|+ |y1y2|.
3. d∞((x1, y1), (x2, y2)) = max{|x1x2|, |y1y2|}.

Óïðàæíåíèå 1.4.10. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ èç ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ìåòðèê íà
X ×X ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé íà X ×X,

Ýòîò ðàçäåë ìû çàâåðøèì ñëåäóþùåé âàæíîé òåîðåìîé î íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.
Òåîðåìà 1.4.11. 1. Äâå íîðìû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþò
îäíó è òó æå òîïîëîãèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ
ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè.

2. Âñå íîðìû íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ
ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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1.5. Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè |xnxm| → 0
ïðè n,m → ∞. Òî÷íûé ñìûñë ýòîãî ñëåäóþùèé: äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî |xnxm| < ε äëÿ âñåõ n ≥ n0 è m ≥ n0.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì êàæäàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë.

Êàê èçâåñòíî èç àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [Ru]) R � ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ âñåõ
n. Ïðèìåðîì íåïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèòR\{0}; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ â R, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, íå èìåþùåé
ïðåäåëà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. (Çàìåòèì, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.)

Óïðàæíåíèå 1.5.2. Äîêàæèòå, ÷òî áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò
ïîëíîòó. Â ÷àñòíîñòè, ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè � îäíîâðåìåííî
ïîëíûå èëè íåïîëíûå.

Óïðàæíåíèå 1.5.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëíîòà íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ñâîéñòâîì, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ãîìåîìîðôíûå ìåòðè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà X è Y , ÷òî X � ïîëíîå, à Y � íåïîëíîå.

Óïðàæíåíèå 1.5.4. Äèàìåòð ìíîæåñòâà S â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì diam(S) = supx,y∈S |xy|. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè {Xn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, Xn+1 ⊂ Xn äëÿ âñåõ n è diam(Xn) → 0
ïðè n → 0, òî âñå ìíîæåñòâà Xn èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå diam(Xn) → 0 ñóùåñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.5. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è Y ⊂
X. Òîãäà

(1) Åñëè Y � ïîëíîå, òî Y çàìêíóòî â X.
(2) Åñëè X � ïîëíîå è Y çàìêíóòî â X, òî Y � òîæå ïîëíîå.

Äâà ñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿ ñëóæàò õîðîøèì ïîäñïîðüåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïîëíîòû ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Óïðàæíåíèå 1.5.6. Ïóñòü {xn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) åñëè {xn} ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî îíà
ñõîäèòñÿ.
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(b) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn} ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ÷òî |ynyn+1| <
εn äëÿ âñåõ n.

Óïðàæíåíèå 1.5.7. Ïóñòü {xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ðÿä

∑∞
n=1 |xnxn+1| ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî {xn}

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Óïðàæíåíèå 1.5.8 (Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå). Ïóñòü ïðîñòðàíñò-
âî X � ïîëíîå, 0 < λ < 1 è ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → X óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ |f(x)f(y)| ≤ λ|xy| äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x0 ∈ X òàêàÿ, ÷òî f(x0) = x0.

Ïîäñêàçêà. Ïîñòðîéòå x0 êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ãäå
òî÷êà x1 ïðîèçâîëüíà, è xn+1 = f(xn) äëÿ âñåõ n ≥ 1.

Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ýòîé êíèãå.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.9. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à X ′ �
âñþäó ïëîòíîå â íåì ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü, äàëåå, f : X ′ → Y �
ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî Y � ïîëíîå. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : X → Y òàêîå,
÷òî f̃ |X′ = f . Áîëåå òîãî, f̃ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì è dil f̃ = dil f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ f . Äëÿ êàæäîãî
x ∈ X ïîñòðîèì òî÷êó f̃(x) ∈ Y ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1, ÷òî xn ∈ X ′ äëÿ âñåõ n, è xn → x ïðè
n → ∞. Çàìåòèì, ÷òî {f(xn)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè
â Y . Äåéñòâèòåëüíî, èìååì |f(xi)f(xj)| ≤ C|xixj | äëÿ âñåõ i, j è
|xixj | → 0 ïðè i, j → ∞, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ;
Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ; òåïåðü îïðåäåëèì f̃(x) =
limn→∞ f(xn).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f̃ : X → Y .
Äàëåå, íåðàâåíñòâî |f̃(x)f̃(x′)| ≤ C|xx′| ïðè x, x′ ∈ X ñïðàâåäëèâî êàê
ïðåäåë àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ f . Â ñàìîì äåëå, åñëè x = limxn,
x′ = limx′n, f̃(x) = lim f(xn), f̃(x′) = lim f(x′n), òî

|f̃(x)f̃(x′)| = lim
n→∞ |f(xn)f(x′n)| ≤ C lim

n→∞ |xnx′n| = C|xy|.

Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì (â ÷àñòíîñòè, îíî íåïðåðûâíî),
è dil f ≤ C.

Åäèíñòâåííîñòü f̃ òðèâèàëüíà: åñëè äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ
ñîâïàäàþò íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå, òî îíè ñîâïàäàþò âñþäó. ¤
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Ïîïîëíåíèå. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ,
ïîçâîëÿþùàÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëó÷èòü çàìêíóòîå. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà îïðåäåëÿåò ñõîäíóþ îïåðàöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èç íåïîëíîãî.

Òåîðåìà 1.5.10. Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X̃, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
â X̃ è âñþäó ïëîòíî â íåì. Ïðîñòðàíñòâî X̃ åäèíñòâåííî â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: åñëè X̃ ′ � äðóãîå ïðîñòðàíñòâî ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ f : X̃ → X̃ ′ òàêàÿ, ÷òî f |X = id.

Îïðåäåëåíèå 1.5.11. Ïðîñòðàíñòâî X̃ èç òåîðåìû 1.5.10 íàçûâàåòñÿ
ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5.10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè â X. Ðàññòîÿíèå â X îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

d({xn}, {yn}) = lim
n→∞ |xnyn|.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè {xn} è {yn} ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
Êîøè, òî {|xnyn|} ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè (âåùåñòâåííûõ
÷èñåë) èëè |xnyn| = ∞ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäåë, ñòîÿùèé â âûíîñíîé ôîðìóëå âûøå, âñåãäà ñóùåñòâóåò. ßñíî,
÷òî d ÿâëÿåòñÿ ïîëóìåòðèêîé íà X. Ïîëîæèì X̃ = X/d (ñìîòðèòå
òåîðåìó 1.1.5 è ñëåäóþùåå çà íåé çàìå÷àíèå).

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â X̃, ïðè
êîòîðîì òî÷êå x ∈ X ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X̃, ïðåäñòàâëåííàÿ
ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {x}∞n=1. Ïîñêîëüêó ýòî îòîáðàæåíèå
ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü X ñ åãî îáðàçîì â X̃
(ôîðìàëüíî, íàäî èçìåíèòü îïðåäåëåíèå X̃, çàìåíèâ òî÷êàìè èç X èõ
îáðàçû). Ïðè ýòîì X ñòàíîâèòñÿ ïîäìíîæåñòâîì X̃. Îíî âñþäó ïëîòíî,
ïîòîìó ÷òî òî÷êà èç X̃, ïðåäñòàâëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {xn},
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ðàññìàòðèâàåìîé
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X ⊂ X̃).

Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.5.9, ïðèìåíåííîé ê îòîáðàæåíèÿì
âêëþ÷åíèÿ X â X̃ è â X̃ ′. ¤

Òåîðåìà Áýðà.
Îïðåäåëåíèå 1.5.12. Ìíîæåñòâî Y â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè âíóòðåííîñòü çàìûêàíèÿ Y ïóñòà.

Ýêâèâàëåíòíî, Y ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â X, åñëè âíóòðåííîñòü
ìíîæåñòâà X\Y âñþäó ïëîòíà. Îáðàùàÿñü ê îïðåäåëåíèÿì çàìûêàíèÿ
è âíóòðåííîñòè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå: Y ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå
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ïëîòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U
íàéäåòñÿ øàð, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ Y .

Òåîðåìà 1.5.13 (Òåîðåìà Áýðà). Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-
âî íåëüçÿ ïîêðûòü ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì íèãäå íå ïëîòíûõ â íåì
ïîäìíîæåñòâ. Áîëåå òîãî, îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íèãäå íå
ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò ïëîòíîå äîïîëíåíèå.

Çàìå÷àíèå 1.5.14. Äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå, îïðåäåëåíèå: â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå
ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ âñþäó
ïëîòíû (â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ âñþäó
ïëîòíûõ ìíîæåñòâ) ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì.

Çàìå÷àíèå 1.5.15. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî íàáîðà íèãäå íå ïëîòíûõ
ìíîæåñòâ ìîæåò è íå áûòü íèãäå íå ïëîòíûì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
Q ⊂ R êàê îáúåäèíåíèå îòäåëüíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî è {Yi}∞i=1 � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.
Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ X
íàéäåòñÿ òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ

⋃∞
i=1 Yi. Ïîñêîëüêó Y1 íèãäå íå

ïëîòíî, ñóùåñòâóåò (çàìêíóòûé) øàð B1 ⊂ U , íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ
Y1. Ïîñêîëüêó Y2 íèãäå íå ïëîòíî, ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé øàð B2 ⊂
B1, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ Y2. È òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1 ⊃ B2 ⊃ . . . çàìêíóòûõ øàðîâ, ãäå êàæäûé øàð
Bi íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì Yi. Ðàäèóñû
øàðîâ Bi ìû ìîæåì âûáðàòü ñõîäÿùèìèñÿ ê íóëþ. Òîãäà öåíòðû øàðîâ
îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðèíàäëåæèò âñåì øàðàì è, òàêèì îáðàçîì, íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó
èç ìíîæåñòâ Yi. ¤

1.6. Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà
Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì,
åñëè ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X (òî åñòü ñåìåéñòâî

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîêðûâàþùèõ X) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî,
êîòîðîå òîæå ïîêðûâàåò X. Òåðìèí �êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî� îçíà÷àåò
òàêîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå êîìïàêòíî
îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé íà íåì òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ε > 0.
Ìíîæåñòâî S ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ â X, åñëè dist(x, S) ≤ ε äëÿ
êàæäîãî x ∈ X.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 â X ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.
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Óïðàæíåíèå 1.6.2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y ∈ X è
ε > 0. Ìíîæåñòâî S ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ Y , åñëè dist(y, S) ≤ ε
äëÿ âñåõ y ∈ Y . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü äëÿ Y ,
òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ (2ε)-ñåòü äëÿ Y , ñîäåðæàùàÿñÿ â Y .

Óïðàæíåíèå 1.6.3. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå îãðàíè÷åííûì.
(b) Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî (òî åñòü ìíîæåñòâî, äèàìåòð

êîòîðîãî êîíå÷åí) â Rn ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì.

Óïðàæíåíèå 1.6.4. Ìíîæåñòâî S â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
ε-ðàçäåëåííûì äëÿ ε > 0, åñëè |xy| ≥ ε äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x, y ∈ S. Äîêàæèòå, ÷òî

1. Åñëè ñóùåñòâóåò (ε/3)-ñåòü èç n òî÷åê, òî ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî
íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå, ÷åì n òî÷åê.

2. Ìàêñèìàëüíîå (ïî ÷èñëó òî÷åê) ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ε-ñåòüþ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò ïåðå÷åíü ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé
êîìïàêòíîñòè äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñëåäíåå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
äëÿ íàñ íàèáîëåå âàæíûì.

Òåîðåìà 1.6.5. Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
(2) Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
(3) Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî X èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
(4) X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è âïîëíå îãðàíè÷åííûì.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èçâåñòíû èç îáùåé òîïîëîãèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.6. Ïóñòü X è Y � õàóñäîðôîâû òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

(1) Åñëè S ⊂ X � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî S ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì â X.

(2) Åñëè X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è S ⊂ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
â X, òî S êîìïàêòíî.

(3) Åñëè {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ,
÷òî Xn+1 ⊂ Xn äëÿ âñåõ n, òî

⋂∞
n=1 Xn 6= ∅.

(4) Ìíîæåñòâî â Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.
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(5) Åñëè X êîìïàêòíî è f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
òî f(X) êîìïàêòíî.

(6) Áèåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y êîìïàêòà X
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

(7) Åñëè f : X → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå X, òî f
äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

Ñâîéñòâî, îïèñàííîå äëÿ Rn â ÷åòâåðòîì ïóíêòå, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
êîìïàêòíîñòüþ.
Îïðåäåëåíèå 1.6.7. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò îãðàíè÷åííî
êîìïàêòíûì, åñëè âñå åãî çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà
êîìïàêòíû.
Óïðàæíåíèå 1.6.8. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (âîçìîæíî,
ñ áåñêîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ìåòðèêà êîíå÷íà.
Óïðàæíåíèå 1.6.9. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàæèòå, ÷òî

1. Åñëè ìåòðèêà êîíå÷íà, òî diamX < ∞ .
2. Ñóùåñòâóþò òî÷êè x, y ∈ X, òàêèå ÷òî |xy| = diamX.

Óïðàæíåíèå 1.6.10. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè
A è B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ðàâåíñòâîì dist(A, B) = inf{|xy| : x ∈
A, y ∈ B}. (Ïðåäóïðåæäåíèå: ýòî �ðàññòîÿíèå� íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà!) Äîêàæèòå, ÷òî

1. Åñëè A è B êîìïàêòíû, òî ñóùåñòâóåò òàêèå òî÷êè x ∈ A è y ∈ B,
÷òî |xy| = dist(A,B).

2. Åñëè X = Rn, òî æå ñàìîå áóäåò âåðíî ïðè áîëåå ñëàáîì
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî A � êîìïàêòíî, à B � òîëüêî çàìêíóòî.
Òåîðåìà 1.6.11 (Ëåììà Ëåáåãà). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, à {Uα}α∈A � åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ρ > 0, ÷òî ëþáîé øàð ðàäèóñà ρ â X öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì
èç ìíîæåñòâ Uα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X êîíå÷íà
è íè îäíî èç ìíîæåñòâ Uα íå ïîêðûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ f : X → R ðàâåíñòâîì

f(x) = sup{r ∈ R : Br(x) ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç Uα}.
Òàê êàê {Uα} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì, f(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà
è ïîëîæèòåëüíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì
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îòîáðàæåíèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, f
äîñòèãàåò (ïîëîæèòåëüíîãî) ìèíèìóìà r0. Ïîëîæèì ρ = r0/2. ¤

×èñëî ρ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ëåáåãà ïîêðûòèÿ.
Òåîðåìà 1.6.12. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì
X êîìïàêòíî. Òîãäà êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x1, x2 ∈ X,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |x1x2| < δ, ñïðàâåäëèâî |f(x1)f(x2)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U , ÷òî f(U) ⊂ Bε/2(f(x)); â ÷àñòíîñòè diam(f(U)) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòêðûòûå ìíîæåñòâà U , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ diam(f(U)) < ε,
ïîêðûâàþò X. Îñòàåòñÿ âçÿòü â êà÷åñòâå δ ÷èñëî Ëåáåãà ýòîãî ïîêðûòèÿ.

¤
Óïðàæíåíèå 1.6.13. Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíî ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ëèïøèöåâî.

Èçîìåòðèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû, â
îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà äðóãèõ òåîðåì ýòîé ãëàâû (â çíà÷èòåëüíîé
ìåðå àíàëèòè÷åñêèõ), îòëè÷àþòñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.
Ïåðâàÿ èç ýòèõ òåîðåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîé.
Òåîðåìà 1.6.14. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå ìîæåò
áûòü èçîìåòðè÷íî åãî ñîáñòâåííîìó (òî åñòü îòëè÷íîìó îò íåãî)
ïîäìíîæåñòâó. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè X êîìïàêòíî è îòîáðàæåíèå
f : X → X ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ, òî f(X) = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p ∈ X \ f(X). Òàê êàê ìíîæåñòâî f(X) êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî,
çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Bε(p) ∩ f(X) = ∅. Ïóñòü
n � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê ε-ðàçäåëåííîãî ìíîæåñòâà â X (ñì.
óïðàæíåíèå 1.6.4) è ïóñòü S ⊂ X � ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî èç
n òî÷åê. Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ìíîæåñòâî f(S) òàêæå
áóäåò ε-ðàçäåëåííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dist(p, f(S)) ≥ dist(p, f(X)) ≥
ε è, ñëåäîâàòåëüíî, f(S) ∪ {p} ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçäåëåííûì ìíîæåñòâîì
ìîùíîñòè n + 1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. ¤
Òåîðåìà 1.6.15. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà

(1) ëþáîå íåðàñòÿãèâàþùåå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

(2) Åñëè îòîáðàæåíèå f : X → X òàêîâî, ÷òî |f(x)f(y)| ≥ |xy| äëÿ
âñåõ x, y ∈ X, òî f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ïóñòü |f(p)f(q)| <
|pq| äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê p, q ∈ X. Çàôèêñèðóåì òî÷êè p è q è âûáåðåì
òàêîå ε > 0, ÷òî |f(p)f(q)| < |pq| − 5ε.

Ïóñòü n � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî â X ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû îäíà ε-ñåòü ìîùíîñòè n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N ⊂ Xn âñåõ ε-
ñåòåé â X, ñîñòîÿùèõ èç n òî÷åê êàæäàÿ. Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî â
Xn, ñëåäîâàòåëüíî, îíî êîìïàêòíî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ D : Xn → R
ðàâåíñòâîì

D(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

|xixj |.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà
N. Ïóñòü S = (x1, . . . , xn) � ýëåìåíò èç N, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f � íåðàñòÿãèâàþùàÿ è ñþðúåêòèâíàÿ,
ñîâîêóïíîñòü f(S) := (f(x1), . . . , f(xn)) òàêæå ïðèíàäëåæèò N. Áîëåå
òîãî, D(f(S)) ≤ D(S), òàê êàê |f(xi)f(xj)| ≤ |xixj | äëÿ âñåõ i, j. Íî
D(S) � ìèíèìóì ôóíêöèè D íà N; ñëåäîâàòåëüíî, D(f(S)) = D(S) è
|f(xi)f(xj)| = |xixj | äëÿ âñåõ i, j.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò òàêèå íîìåðà i è j, ÷òî |pxi| ≤ ε è
|qxj | ≤ ε. Äëÿ ýòèõ íîìåðîâ ìû èìååì

|xixj | ≥ |pq| − |pxi| − |qxj | ≥ |pq| − 2ε

è
|f(xi)f(xj)| ≤ |f(p)f(q)|+ |f(p)f(xi)|+ |f(q)f(xj)|

≤ |f(p)f(q)|+ 2ε ≤ |pq| − 3ε.

Òàêèì îáðàçîì, |f(xi)f(xj)| < |xixj |. Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Ïîëîæèì Y = f(X). Òàêîå æå ðàññóæäåíèå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîêàçûâàåò, ÷òî Y ïëîòíî â X. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå g = f−1 : Y → X. Òàê êàê g � íåðàñòÿãèâàþùåå è Y
ïëîòíî â X, ìîæíî ïðîäîëæèòü g äî íåðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
g̃ : X → X. Ïî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû, g � èçîìåòðèÿ. Çíà÷èò, Y = X è
f � èçîìåòðèÿ. ¤

1.7. Ìåðà Õàóñäîðôà è õàóñäîðôîâà
ðàçìåðíîñòü

1.7.1. Îáùåå ïîíÿòèå ìåðû. Ïîíÿòèå ìåðû îáîáùàåò ïîíÿòèÿ äëèíû,
ïëîùàäè è îáúåìà. Ãðóáî ãîâîðÿ, ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå X � ýòî
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì êëàññå ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà X è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè: ýòî çíà÷èò,
÷òî ìåðà îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå
ìåð ýòèõ ìíîæåñòâ. Íà ñàìîì äåëå, ÷òîáû ñäåëàòü ìåðû äåéñòâèòåëüíî
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ïîëåçíûìè, ê íèì ïðåäúÿâëÿþò áîëåå ñòðîãîå òðåáîâàíèå ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè (èëè σ-àääèòèâíîñòè), ñì. îïðåäåëåíèÿ íèæå.

Õîòÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ãîâîðèòü î ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû
è îá îáúåìå ïðîñòðàíñòâåííîãî òåëà, äàòü îïðåäåëåíèå ýòèì ïîíÿòèÿì
íå òàê ëåãêî. Íà ñàìîì äåëå òàêîå âûñêàçûâàíèå êàê �êàæäîå ìíîæåñòâî
èìååò îáúåì� íåâåðíî, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäóþùèé ôàêò (ïîäðîáíåå
îá ýòîì [GO], ñòð. 215). Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â R3 ñ óäàëåííûì
öåíòðîì. Òîãäà B ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà è ïåðåãðóïïèðîâàòü èõ (ñ ïîìîùüþ âðàùåíèé) òàê, ÷òî
ïîëó÷àòñÿ äâå êîïèè B. Åñëè áû äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ÷àñòåé (êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ �äèêèìè� ìíîæåñòâàìè) áûë îïðåäåëåí îáúåì, òî B è îáúåäèíåíèå
åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîïèé èìåëè áû ðàâíûå îáúåìû, èç ÷åãî ñëåäóåò
ðàâåíñòâî íóëþ îáúåìîâ âñåõ ìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèòñÿ
îãðàíè÷èâàòü êëàññ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí îáúåì (ëèáî
äðóãàÿ ìåðà). Êëàññ ìíîæåñòâ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ìåðà (ìíîæåñòâà
ýòè íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè), äîëæåí áûòü σ-àëãåáðîé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:
Îïðåäåëåíèå 1.7.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî A ïîäìíîæåñòâ X íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ∅ è X ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A;
(2) åñëè A, B ∈ A, òî A\B ∈ A;
(3) îáúåäèíåíèå

⋃
i∈I Ai êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà {Ai}i∈I

ýëåìåíòîâ A òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A.
Çàìå÷àíèå 1.7.2. Èç ôîðìóëû

⋃
(X\Ai) = X\⋂

Ai ñëåäóåò, ÷òî σ-
àëãåáðà ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáîðà åå ýëåìåíòîâ.
Îïðåäåëåíèå 1.7.3. Ìåðîé íà σ-àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ µ : A →
R+ ∪ {+∞}, ÷òî

(1) µ(∅) = 0; è
(2) åñëè {Ai} � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç A, è

ìíîæåñòâà Ai ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî µ(
⋃

Ai) =
∑

µ(Ai).

Âòîðîå óñëîâèå è åñòü σ-àääèòèâíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå∑
µ(Ai) ïðåäñòàâëÿåò ëèáî êîíå÷íóþ ñóììó, ëèáî ðÿä; ñóììà ýòîãî ðÿäà

êîððåêòíî îïðåäåëåíà (íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ åãî ÷ëåíîâ),
òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû.
Óïðàæíåíèå 1.7.4. Ïóñòü µ � ìåðà. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) ïóñòü {Ai}∞i=1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,
÷òî Ai ⊂ Ai+1 äëÿ âñåõ i. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µ(Ai)}� íåóáûâàþùàÿ
è limµ(Ai) = µ(

⋃
Ai).
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(á) Ïóñòü {Ai}∞i=1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,
÷òî Ai ⊃ Ai+1 äëÿ âñåõ i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(A1) < ∞. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µ(Ai)}� íåóáûâàþùàÿ è limµ(Ai) = µ(

⋂
Ai).

(â) Ñäåëàííîå â (á) ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî µ(A1) < ∞, ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà S ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ S (äîêàæèòå ýòî!); îíà
íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé S. Åñëè X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ åãî òîïîëîãèåé (òî åñòü ìíîæåñòâîì
âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ), íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ýëåìåíòû áîðåëåâñêîé àëãåáðû íàçûâàþò áîðåëåâñêèìè
ìíîæåñòâàìè. Ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà áîðåëåâñêîé àëãåáðå, íàçûâàåòñÿ
áîðåëåâñêîé ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå X.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëóæèò ôóíäàìåíòîì òåîðèè ìåðû â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 1.7.5 (Òåîðåìà Ëåáåãà). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áîðåëåâñêàÿ
ìåðà mn íà Rn, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
è íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî mn([0, 1]) = 1.

Ìåðà mn íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâîé ìåðîé èëè ìåðîé Ëåáåãà. Òà ÷àñòü
äàííîé òåîðåìû, ÷òî óñòàíàâëèâàåò åäèíñòâåííîñòü, îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ
èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íàRn, ïðèíèìàþùàÿ
êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà êóáå, îòëè÷àåòñÿ îò mn òîëüêî êîíå÷íûì ïîñòîÿííûì
ìíîæèòåëåì.

Óïðàæíåíèå 1.7.6. Äîêàæèòå, ÷òî
(à) ìåðà Ëåáåãà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èçîìåòðèé â Rn;
(á) åñëè L : Rn → Rn � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî mn(L(A)) =

|det L| ·mn(A) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Rn. Â ÷àñòíîñòè,
ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì C óìíîæàåò ìåðó Ëåáåãà íà Cn.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü óòâåðæäåíèåì î åäèíñòâåííîñòè ìåðû èç
òåîðåìû 1.7.5.

1.7.2. Ìåðû Õàóñäîðôà. Äëÿ ìîòèâàöèè îïðåäåëåíèÿ ìåð Õàóñäîðôà
âñïîìíèì îñíîâíóþ ëèíèþ ðàññóæäåíèé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.7.5.
Îíà íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà êëàññà �ïðîñòûõ� ìíîæåñòâ (òàêèõ êàê øàðû
èëè êóáû). Äàëåå ìíîæåñòâî (èç ñîîòâåòñòâóþùåé σ-àëãåáðû) ïîêðûâàåòñÿ
ïðîñòûìè ìíîæåñòâàìè; çàòåì ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
èíôèìóì ïî âñåì ïîêðûòèÿì ñóìì ìåð ìíîæåñòâ â òàêîì ïîêðûòèè.
Ãîâîðÿ î �ñóììå ìåð ìíîæåñòâ�, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòûì ìíîæåñòâàì
óæå ïðèñâîåíû îïðåäåëåííûå ìåðû.
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×òîáû îïðåäåëèòü n-ìåðíóþ ìåðó Õàóñäîðôà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ñëåäóåò âûïîëíèòü òàêèå æå äåéñòâèÿ: ïîêðûòü ìíîæåñòâî òàêèìè
ìåòðè÷åñêèìè øàðàìè, ÷òî èõ ðàäèóñû ìåíüøå, ÷åì ε > 0. Äëÿ êàæäîãî
øàðà ðàññìîòðåòü åâêëèäîâ øàð òîãî æå ðàäèóñà è ñëîæèòü îáúåìû
ýòèõ åâêëèäîâûõ øàðîâ. Ýòî è áóäåò ñóììàðíàÿ ìåðà ïîêðûòèÿ. Âçÿâ
èíôèìóì ïî âñåì ïîêðûòèÿì è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì
âåðñèþ õàóñäîðôîâîé ìåðû ìíîæåñòâà. Âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ îáúåìîâ
åâêëèäîâûõ øàðîâ òîãî æå ðàäèóñà ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ñëîæèòü
ðàäèóñû øàðîâ èç ïîêðûòèÿ, âîçâåäåííûå â n-óþ ñòåïåíü � ðåçóëüòàò
áóäåò òåì æå ñàìûì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Îäíàêî,
êàê îêàçàëîñü, ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûå
ìíîæåñòâà è èõ äèàìåòðû óäîáíåå, ÷åì ìåòðè÷åñêèå øàðû è ðàäèóñû.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1.7.7. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è d �
íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Äëÿ êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ïîêðûòèÿ {Si}i∈I ïðîñòðàíñòâà X (òî
åñòü òàêîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ÷òî X ⊂ ⋃

Si), îïðåäåëèì åãî d-âåñ
wd({Si}) ôîðìóëîé

wd({Si}) =
∑

i

(diamSi)d.

Â ñëó÷àå d = 0 çàìåíèì â ôîðìóëå êàæäîå ñëàãàåìîå 00 (åñëè òàêîâûå
èìåþòñÿ) íà 1.

Äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì µd,ε(X) ðàâåíñòâîì
µd,ε(X) = inf

{
wd({Si}) : diam(Si) < ε äëÿ âñåõ i

}
.

Çäåñü èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì X
ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà < ε; åñëè òàêèõ ïîêðûòèé íå ñóùåñòâóåò, òî
ïîëàãàåì èíôèìóì ðàâíûì +∞.

d-Ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

µd(X) = C(d) · lim
ε→0

µd,ε(X),

ãäå C(d) � ïîëîæèòåëüíûé íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ýòîò ìíîæèòåëü
C(d) ââîäèòñÿ ïî åäèíñòâåííîé ïðè÷èíå: äëÿ öåëîãî d óäîáíî âûáðàòü
C(d) òàê, ÷òîáû d-ìåðíàÿ õàóñäîðôîâà ìåðà åäèíè÷íîãî êóáà â Rn

ðàâíÿëàñü 1. Ôàêòè÷åñêè îò çíà÷åíèÿ C(d) ïî÷òè íè÷åãî íå çàâèñèò.
Âîçìîæíî, èç îïðåäåëåíèÿ íå âïîëíå ÿñíî, êàêîâî çíà÷åíèå µd(∅).

Ìû ïîëàãàåì µd(∅) = 0 äëÿ âñåõ d ≥ 0.

ßñíî, ÷òî µd,ε(X) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò ε. Ïîñêîëüêó
òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë ïðè ε → 0, µd(X)
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êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Îíà
ìîæåò áûòü èëè íåîòðèöàòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, èëè +∞.

Ìû îïðåäåëèëè õàóñäîðôîâó ìåðó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ
ïîäìíîæåñòâà B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà åãî õàóñäîðôîâà ìåðà åñòü,
ïî îïðåäåëåíèþ, õàóñäîðôîâà ìåðà B êàê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñò-
âà ñ ìåòðèêîé, ÿâëÿþùåéñÿ ñóæåíèåì ìåòðèêè îáúåìëþùåãî ïðîñò-
ðàíñòâà íà B. (Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ìîæíî áûëî èñòîëêîâàòü è
áóêâàëüíî, èáî åñëè X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì á�îëüøåãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, òî íå âàæíî, ñîäåðæàòñÿ ëè â X âñå ìíîæåñòâà Si èç
ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêðûòèé.)

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñóììèðóåò ñâîéñòâà õàóñäîðôîâîé ìåðû,
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå èç îïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1.7.8. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à
A è B � ïîäìíîæåñòâà X. Òîãäà

(1) Åñëè A ⊂ B, òî µd(A) ≤ µd(B).
(2) µd(

⋃
Ai) ≤

∑
µd(Ai) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà

ìíîæåñòâ Ai ⊂ X.
(3) Åñëè dist(A,B) > 0, òî µd(A ∪B) = µd(A) + µd(B).
(4) Åñëè f : X → Y � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà C, òî µd(f(X)) ≤ Cd · µd(X).
(5) Åñëè f : X → Y � C-ãîìîòåòèÿ, òî åñòü |f(x1)f(x2)| =

C|c1x2| äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, òî µd(f(X)) = Cd · µd(X).

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàðàòåîäîðè ([Fe], 2.3.1(9)), ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè 1-3 èç
ïðåäëîæåíèÿ 1.7.8, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.7.9. Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîãî
d > 0 ìåðà Õàóñäîðôà µd ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ
ïîäìíîæåñòâ X.
Óïðàæíåíèå 1.7.10. Äîêàæèòå, ÷òî 0-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà
ðàâíà åãî ìîùíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, µ0(X) ðàâíà êîëè÷åñòâó òî÷åê â
X, åñëè X êîíå÷íî, è µ0(X) = ∞, åñëè X áåñêîíå÷íî.
Óïðàæíåíèå 1.7.11. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à
f : X → Y � ëîêàëüíî ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ ðàñòÿæåíèåì ≤ C.
Äîêàæèòå, ÷òî µd(f(X)) ≤ Cd · µd(X), åñëè X êîìïàêòíî èëè åñëè X
èìååò ñ÷åòíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ áàçó.

1.7.3. Ìåðà Õàóñäîðôà â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I èíòåðâàë [0, 1]
÷èñëîâîé îñè R. Òîãäà In = [0, 1]n íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì êóáîì â Rn.
Òåîðåìà 1.7.12. 0 < µn(In) < ∞.
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Óïðàæíåíèå 1.7.13. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò C(n) â
îïðåäåëåíèÿ õàóñäîðôîâîé ìåðû. À èìåííî, âûáåðåì C(n) òàê, ÷òî
µn(In) = 1. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êîýôôèöèåíòà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.7.12.
Òîãäà èç òåîðåìû 1.7.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ Rn õàóñäîðôîâà ìåðà µn

ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì îáúåìîì mn.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñòèííîå çíà÷åíèå C(n) íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Îäíàêî, èíòåðåñíî, ÷òî C(n) ðàâíÿåòñÿ îáúåìó åâêëèäîâà n-ìåðíîãî
øàðà åäèíè÷íîãî äèàìåòðà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.7.14 (Òåîðåìà Âèòàëè î ïîêðûòèè). Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî â Rn, è ïóñòü B � òàêîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ øàðîâ â
Rn, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
øàð B ∈ B, ÷òî x ∈ B è diam(B) < ε. Òîãäà B ñîäåðæèò êîíå÷íîå èëè
ñ÷åòíîå ïîäñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ
{Bi}, ïîêðûâàþùèõ X ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû 0 (òî åñòü
òàêèõ, ÷òî Bi ∩Bj = ∅, åñëè i 6= j, è µn(X \⋃

i Bi) = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé øàð B ∈ B ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç X, è èñêëþ÷èòü øàðû ñ ðàäèóñàìè áîëüøå 1.
Òîãäà âñå øàðû ñîäåðæàòñÿ â 2-îêðåñòíîñòè X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé îáúåì. Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Bi}∞i=1 øàðîâ. À èìåííî, åñëè øàðû B1, . . . , Bm óæå ïîñòðîåíû, âûáåðåì
ñëåäóþùèé øàð Bm+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Bm � ìíîæåñòâî
òåõ øàðîâ ñåìåéñòâà, êîòîðûå íå ïðåñåêàþòñÿ íè ñ îäíèì èç øàðîâ
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B1, . . . , Bm. Åñëè Bm ïóñòî, òî B1 ∪ · · · ∪ Bm

ïîêðûâàåò X è äîêàçàòåëüñòâî íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ (ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïîêðûòà øàðàìè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ðàäèóñîâ).
Åñëè Bm íå ïóñòî, âûáåðåì â êà÷åñòâå Bm+1 ëþáîé òàêîé ýëåìåíò èç Bm,
÷òî

(1.1) diam(Bm+1) >
1
2

sup{diam(B) : B ∈ Bm}.

Ïî ïîñòðîåíèþ, øàðû Bi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî
îíè ïîêðûâàþò X ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû 0. Çàôèêñèðóåì
ε > 0. Òàê êàê øàðû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â ìíîæåñòâå
êîíå÷íîãî îáúåìà, èìååì

∑∞
i=0 µn(Bi) < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

òàêîé íîìåð m, ÷òî
∑∞

i=m+1 µn(Bi) < ε. Ïóñòü x ∈ X\⋃i Bi, à B � ëþáîé
øàð èç íàøåãî ñåìåéñòâà, ñîäåðæàùèé x è íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ øàðàìè
B1, . . . , Bm. Çàìåòèì, ÷òî B äîëæåí ïåðåñåêàòüñÿ ñ

⋃
i Bi, ïîñêîëüêó

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå B ∈ Bm äëÿ âñåõ m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
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µn(Bi) → 0. Ïóñòü k � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî B ∩Bk 6=
∅. Òîãäà B ∈ Bk−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, diam(Bk) > 1

2 diam(B). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò x äî öåíòðà øàðà Bk ïðåâîñõîäèò ðàäèóñ
øàðà Bk íå áîëåå, ÷åì â 5 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, x ïðèíàäëåæèò øàðó ñ
òåì æå öåíòðîì, ÷òî ó Bk, è â 5 ðàç á�îëüøèì ðàäèóñîì. Îáîçíà÷èì ýòîò
øàð ÷åðåç 5Bk.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \ ⋃
i Bi

ïðèíàäëåæèò øàðó 5Bk äëÿ íåêîòîðîãî k > m. Ñëåäîâàòåëüíî X \⋃
i Bi ⊂

⋃∞
i=m+1(5Bi); îòñþäà

µn(X \
⋃

i

Bi) ≤
∞∑

i=m+1

µn(5Bi) = 5n
∞∑

i=m+1

µn(Bi) < 5nε.

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µn(X \⋃
i Bi) = 0. ¤

Ñëåäñòâèå 1.7.15. Íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò äëÿ n-ìåðíîé ìåðû
Õàóñäîðôà ðàâåí îáúåìó åâêëèäîâà n-ìåðíîãî øàðà äèàìåòðîì 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Cn � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò, î êîòîðîì
øëà ðå÷ü â òåîðåìå. Òîãäà îáúåì åâêëèäîâà n-ìåðíîãî øàðà ðàâåí
Cndn, ãäå d � äèàìåòð øàðà. Ïóñòü µ′n � n-ìåðíàÿ õàóñäîðôîâà ìåðà ñ
íîðìèðóþùèì êîýôôèöèåíòîì Cn. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî µ′n = µn, òî
åñòü, ÷òî µ′n(In) = 1.

1. Äîêàæåì, ÷òî µ′n(In) ≤ 1. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó 1.7.14
ê ìíîæåñòâó B âñåõ çàìêíóòûõ åâêëèäîâûõ øàðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ
â In. Ýòî ïðèâîäèò ê òàêîìó ñ÷åòíîìó ñåìåéñòâó {Bi} øàðîâ, ÷òî
ìíîæåñòâî Y = In \⋃

Bi èìååò íóëåâóþ ìåðó. Îòñþäà µ′n(In) ≤ µ′n(Y )+∑
Cn diam(Bi)n = 0 +

∑
mn(Bi) ≤ mn(In) = 1.

2. Äîêàæåì, ÷òî µ′n(In) ≥ 1. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâó
Áèáåðáàõà (ñì., íàïðèìåð, [BZ], òåîðåìà 11.2.1) åâêëèäîâ øàð èìååò
ìàêñèìàëüíûé îáúåì ñðåäè ìíîæåñòâ ñ òàêèì æå äèàìåòðîì. Ñëåäîâàòåëüíî,
mn(S) ≤ Cn diam(S)n äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà S ⊂ Rn.
Òåïåðü, åñëè {Si}∞i=1 ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì êóáà In, òî 1 = mn(In) ≤∑

mn(Si) ≤
∑

Cn diam(S)n. ¤

1.7.4. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äåìîíñòðèðóåò,
êàê õàóñäîðôîâà ìåðà ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè.
Êîðîòêî ãîâîðÿ, ìåðà èëè ðàâíà íóëþ èëè áåñêîíå÷íà äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé,
êðîìå îäíîé. Åñëè òî÷íåå, òî ñóùåñòâóåò �êðèòè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü�,
íèæå êîòîðîé ìåðà áåñêîíå÷íà è âûøå êîòîðîé ìåðà ðàâíà íóëþ. Ýòà
ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïðåäóïðåæäåíèå: äëÿ
êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò èìåòü ìåñòî âñå òðè âîçìîæíîñòè (ìåðà
ðàâíà íóëþ, ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó èëè +∞).
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Òåîðåìà 1.7.16. Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò
òàêîå d0 ∈ [0, +∞], ÷òî µd(X) = 0 äëÿ âñåõ d > d0, è µd(X) = ∞ äëÿ
âñåõ d < d0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì d0 = inf{d ≥ 0 : µd(X) 6= ∞}. Î÷åâèäíî,
÷òî µd(X) = ∞ äëÿ âñåõ d < d0. Åñëè d > d0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
d′ < d, ÷òî µd′(X) = ∞. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîêðûòèå {Si} ïðîñòðàíñòâà X, ÷òî diamSi < ε äëÿ âñåõ i è∑

(diamSi)d′ < 2M . Òîãäà
∑

(diamSi)d ≤ εd−d′ ·
∑

(diamSi)d′ ≤ 2εd−d′M.

Îòñþäà µd,ε(X) ≤ 2εd′−dM . Ïîñêîëüêó εd′−d → 0 ïðè ε → 0, òî èìååì
µd(X) = 0. ¤
Îïðåäåëåíèå 1.7.17. Âåëè÷èíà d0 èç òåîðåìû 1.7.16 íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâîé
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ dimH(X).
Çàìå÷àíèå 1.7.18. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
öåëûì ÷èñëîì.

Âîò íåñêîëüêî ñâîéñòâ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè, ëåãêî ñëåäóþùèõ
èç îïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1.7.19. (1) Åñëè Y ⊂ X, òî dimH(Y ) ≤ dimH(X).

(2) Åñëè X ïîêðûòî êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì åãî ïîäìíîæåñòâ,
òî dimH(X) = supi dimH(Xi).

(3) Åñëè f : X → Y � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, òî dimH(f(X)) ≤
dimH(X). Â ÷àñòíîñòè, ëèïøèöåâî�ýêâèâàëåíòíûå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà èìåþò ðàâíûå õàóñäîðôîâû ðàçìåðíîñòè.

(4) dimH(Rn) = dimH(In) = n.
Óïðàæíåíèå 1.7.20. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à
f : X → Y � òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî |f(x1)f(x2)| ≤ C · |x1x2|α äëÿ âñåõ
x1, x2 ∈ X è íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ C è α. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà dimH(f(X)) ≤ 1

α dimH(X).
Óïðàæíåíèå 1.7.21. Äîêàæèòå, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñòàíäàðòíîãî
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ðàâíà log3 2. Áîëåå îáùî, ïóñòü X � êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà n ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xn,
ïîëó÷åííûõ èç X ïîñðåäñòâîì ðàñòÿæåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè c1, . . . , cn,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî d = dimH(X) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ∑

cd
i = 1. (Ïðåäóïðåæäåíèå: êîìïàêòíîñòü çäåñü ñóùåñòâåííà!)

Óïðàæíåíèå 1.7.22. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
(à) íåñ÷åòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

êîòîðîãî ðàâíà íóëþ;
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(á) ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ dimH(X) = 1 è µ1(X) = 0;
(â) ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ dimH(X) = 1 è µ1(X) = +∞.





Ãëàâà 2

Âíóòðåííèå ìåòðèêè

2.1. Ôóíêöèîíàëû äëèíû
Ïðåæäå âñåãî ìû õîòèì �íà ïàëüöàõ� ðàçúÿñíèòü îñíîâíóþ èäåþ ýòîé
ãëàâû. Äîïóñòèì, âû ñïðàøèâàåòå ìàòåìàòèêà: �Êàêîå ðàññòîÿíèå îò
Íüþ-Éîðêà äî Ñèäíåÿ?� Âîçìîæíî, îí îòâåòèò: �Îêîëî 8 òûñÿ÷ ìèëü�.
Ýòî ôîðìàëüíî âåðíî è òåì íå ìåíåå ñîâåðøåííî áåñïîëåçíî � ýòî
ðàññòîÿíèå âäîëü ïðÿìîëèíåéíîãî òóííåëÿ ñêâîçü Çåìëþ. Àíàëîãè÷íî,
êàæäûé àëüïèíèñò çíàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå â ãîðàõ îáìàí÷èâî; åñëè
âû èçìåðÿåòå åãî îïòè÷åñêèìè ïðèáîðàìè, âû ïîëó÷àåòå ðàññòîÿíèå
�âäîëü ïòè÷üåãî ïîëåòà�. Äëÿ ïòèö ýòî, ìîæåò áûòü, è èìååò ñìûñë,
íî ïðèâÿçàííûå ê çåìíîé ïîâåðõíîñòè áåñêðûëûå ñóùåñòâà âðîäå íàñ
âûíóæäåíû äîëãî èäòè â îáõîä, äâèãàÿñü òî ââåðõ, òî âíèç (ñì. ðèñ. 2.1).

A
B

PSfrag replacements
A
B

Ðèñ. 2.1: Ïòèöà ìîæåò ëåòåòü âäîëü îòðåçêà AB; äëÿ ïåøåõîäà ïóòü íàìíîãî
äëèííåå

Ýòî ìàëåíüêîå ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå ñîäåðæèò âïîëíå ÿñíóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîðàëü: âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü èñõîäíûì
ïîíÿòèåì äëèíó ïóòè, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå.

29
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Ñôîðìóëèðóåì ýòî íàáëþäåíèå áîëåå òî÷íî. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
íà ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè) ìîæíî èçìåðèòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Âìåñòî
ýòîãî ìû ââîäèì íîâîå ðàññòîÿíèå, èçìåðåííîå âäîëü êðàò÷àéøåãî
ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ýòè äâå òî÷êè. Îáîáùàÿ ýòó èäåþ, ìû íàçûâàåì
ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì
ïóòåì, èõ ñîåäèíÿþùèì. (Òî÷íåå, îíî äîëæíî áûòü ðàâíî èíôèìóìó
äëèí ïóòåé ìåæäó òî÷êàìè � êðàò÷àéøåãî ïóòè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.)

Åñëè äëèíû ïóòåé � íàøå èñõîäíîå ïîíÿòèå, òî ñëåäóåò ñïðîñèòü,
êàêîâî åãî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå, ãäå âîçíèêàþò òàêèå ñòðóêòóðû è
êàêîâû èõ ñâîéñòâà. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ýòèìè âîïðîñàìè íà ïðîòÿæåíèè
âñåé êíèãè.

2.1.1. Ôóíêöèîíàëû äëèíû. Ãîâîðÿ íåñòðîãî, ôóíêöèîíàë äëèíû
çàäàåòñÿ êëàññîì äîïóñòèìûõ ïóòåé, äëèíû êîòîðûõ ìû ìîæåì èçìåðÿòü,
è ñîáñòâåííî äëèíîé� ñîîòâåòñòâèåì, êîòîðîå ïðèïèñûâàåò íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî êàæäîìó ïóòè èç ýòîãî êëàññà. Êàê êëàññ, òàê è ñîîòâåòñòâèå
äîëæíû îáëàäàòü íåñêîëüêèìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè; âî âñåõ ðàçóìíûõ
ïðèìåðàõ (â ÷àñòíîñòè, âî âñåõ ïðèìåðàõ â ýòîé êíèãå) ýòè ñâîéñòâà
âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ñëîâî ïóòü âñåãäà îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå
èíòåðâàëà, à èìåííî, ïóòü γ â (òîïîëîãè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå X �
ýòî (íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå γ : I → X, îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå
I ⊂ R. Ïîä èíòåðâàëîì ìû ïîíèìàåì ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îíî ìîæåò áûòü îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì,
îãðàíè÷åííûì èëè íåîãðàíè÷åííûì; ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé
òî÷êè, òàêæå ñ÷èòàåòñÿ èíòåðâàëîì. Ïîñêîëüêó ïóòü � ýòî îòîáðàæåíèå,
ìîæíî ãîâîðèòü îá îáðàçå ïóòè, î åãî ñóæåíèè è ò.ä.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàí ôóíêöèîíàë
äëèíû, åñëè âûáðàí íåêîòîðûé êëàññ A äîïóñòèìûõ ïóòåé, ñîäåðæàùèéñÿ
â ìíîæåñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ ïóòåé â X, è íà íåì çàäàíà ôóíêöèÿ
L : A → R+ ∪ {∞}, íàçûâàåìàÿ äëèíîé ïóòè.

Êëàññ A äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
(1) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñóæåíèé: åñëè γ : [a, b] → X �

äîïóñòèìûé ïóòü è a ≤ c ≤ d ≤ b, òî ñóæåíèå γ|[c,d]
ïóòè γ

íà èíòåðâàë [c, d] � òàêæå äîïóñòèìûé ïóòü.
(2) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïóòåé: åñëè ñóæåíèÿ γ1

è γ2 ïóòè γ : [a, b] → X íà [a, c] è [c, b] îáà äîïóñòèìû, òî
äîïóñòèì è ïóòü γ. (Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå γ íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ïóòåé γ1 è γ2, îáîçíà÷åíèå: γ = γ1 · γ2.)
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(3) Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî (ïî êðàéíåé ìåðå) ëèíåéíûõ çàìåí
ïàðàìåòðà: äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïóòè γ : [a, b] → X è ëþáîãî
ãîìåîìîðôèçìà ϕ : [c, d] → [a, b] âèäà ϕ(t) = αt + β êîìïîçèöèÿ
γ ◦ ϕ(t) = γ(ϕ(t)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïóòåì.

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Äëÿ êàæäîãî åñòåñòâåííîãî êëàññà ïóòåé èìååòñÿ
ñâîé ñîáñòâåííûé êëàññ äîïóñòèìûõ çàìåí ïàðàìåòðà. Íàïðèìåð, äëÿ
êëàññà âñåõ íåïðåðûâíûõ ïóòåé ýòî ãîìåîìîðôèçìû, äëÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ
ïóòåé � äèôôåîìîðôèçìû. Ìû òðåáóåì òîëüêî òîãî, ÷òîáû êëàññ
äîïóñòèìûõ çàìåí ïàðàìåòðà âêëþ÷àë âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ êëàññîâ: âñå íåïðåðûâíûå ïóòè,
êóñî÷íî ãëàäêèå ïóòè (íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ), ëîìàíûå â Rn. Äàëåå
ïîÿâÿòñÿ è äðóãèå ïðèìåðû.

Ôóíêöèÿ äëèíû L äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
(1) Äëèíà ïóòè àääèòèâíà, òî åñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ [a, b]

ñïðàâåäëèâî: L(γ|[a,b]
) = L(γ|[a,c]

) + L(γ|[c,b]
).

(2) Äëèíà ÷àñòè ïóòè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ýòîé ÷àñòè. Áîëåå
ñòðîãî, ïóñòü γ : [a, b] → X � ïóòü êîíå÷íîé äëèíû. Îáîçíà÷èì
÷åðåç L(γ, a, t) äëèíó ñóæåíèÿ ïóòè γ : [a, b] → X íà îòðåçîê
[a, t]. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ L(γ, a, ·) áûëà íåïðåðûâíîé.
(Çàìåòèì, ÷òî L(γ, a, a) = 0 èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.)

(3) Äëèíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà, òî åñòü L(γ◦ϕ) = L(γ)
äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ϕ.

(Íà ñàìîì äåëå âñå åñòåñòâåííûå ôóíêöèîíàëû äëèíû èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ëþáûõ çàìåí ïàðàìåòðà: L(γ ◦ ϕ) = L(γ) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ϕ, åñëè ïóòè γ è γ ◦ ϕ îáà
äîïóñòèìû. Îäíàêî, íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðÿòü ýòî ñ ñàìîãî
íà÷àëà.)

(4) Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëèíû áûëè ñîãëàñîâàíû ñ òîïîëîãèåé ïðî-
ñòðàíñòâà X â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ux

òî÷êè x äëèíû ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ x ñ òî÷êàìè äîïîëíåíèÿ Ux,
îòäåëåíû îò íóëÿ, òî åñòü

inf{L(γ) : γ(a) = x, γ(b) ∈ X \ Ux} > 0.

Â ýòîì êóðñå âñòðåòÿòñÿ íåñêîëüêî âàæíûõ òèïîâ ôóíêöèîíàëîâ
äëèíû. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ÷èòàòåëü, âñòðåòèâøèñü ñ íèìè, âåðíóëñÿ ê
ýòîìó îïðåäåëåíèþ è ïðîâåðèë, ÷òî âñå îíè óêëàäûâàþòñÿ â ýòó îáùóþ
ñõåìó.

Îáîçíà÷åíèÿ. Ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü óæå ââåäåííîå âûøå
îáîçíà÷åíèå L(γ, a, b). À èìåííî, åñëè γ : I → X � (äîïóñòèìûé) ïóòü
è [a, b] ⊂ I, ãäå a ≤ b, òî ÷åðåç L(γ, a, b) îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ñóæåíèÿ
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ïóòè γ íà [a, b], òî åñòü L(γ, a, b) = L(γ|[a,b]). Êðîìå òîãî, ïîëîæèì
L(γ, b, a) = −L(γ, a, b). Èç ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî L(γ, a, b) =
L(γ, a, c) + L(γ, c, b) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ I (ïðîâåðüòå ýòî).

2.1.2. Ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Èìåÿ ôóíêöèîíàë
äëèíû, ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðèêó (ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ), èíäóöèðîâàííóþ
ýòîé ñòðóêòóðîé. Ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X, íà êîòîðîì çàäàí ôóíêöèîíàë äëèíû, ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì.
Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè êàê
èíôèìóì äëèí âñåõ äîïóñòèìûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè:

dL(x, y) = inf{L(γ); γ : [a, b] → X, γ ∈ A, γ(a) = x, γ(b) = y}.
Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, êàêîé ôóíêöèîíàë äëèíû ïîðîæäàåò ìåòðèêó
dL, ìû êàê ïðàâèëî áóäåì îïóñêàòü áóêâó L â îáîçíà÷åíèè dL.
Óïðàæíåíèå 2.1.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî (X, dL) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòðèêà dL íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íà. Íàïðèìåð, åñëè X
íåñâÿçíî, òî íèêàêîé íåïðåðûâíûé ïóòü íå èäåò èç îäíîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè â äðóãóþ, è ïîýòîìó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èç ðàçíûõ
êîìïîíåíò áåñêîíå÷íû. Äàæå åñëè íåïðåðûâíûå ïóòè ìåæäó äâóìÿ
äàííûìè òî÷êàìè ñóùåñòâóþò, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå îíè èìåþò
áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êè x, y ∈ X ïðèíàäëåæàò
îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå äîñòèæèìîñòè, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
ïóòåì êîíå÷íîé äëèíû.
Óïðàæíåíèå 2.1.3. 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñîåäèíèìîñòü ïóòÿìè êîíå÷íîé
äëèíû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññóæäåíèå
äîëæíî èñïîëüçîâàòü àääèòèâíîñòü äëèíû è òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äîïóñòèìûõ
ïóòåé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïóòåì.

2. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîíåíòû äîñòèæèìîñòè ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè
êîíå÷íîñòè äëÿ dL.

3. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîíåíòû äîñòèæèìîñòè ñîâïàäàþò êàê ñ êîìïîíåíòàìè
ñâÿçíîñòè, òàê è ñ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà
(X, dL).

Çàìåòèëè ëè âû, ÷òî âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì ôàêòîì?
Óïðàæíåíèå 2.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî äîïóñòèìûå ïóòè êîíå÷íîé äëèíû
íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî (X, dL).

Â ýòîì óïðàæíåíèè ðå÷ü èäåò î òîïîëîãèè, îïðåäåëÿåìîé ìåòðèêîé
dL, à íå î èñõîäíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû,
â êîòîðûõ ýòè òîïîëîãèè è â ñàìîì äåëå ðàçëè÷íû, ÷óòü ïîçæå ìû
ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.
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Óïðàæíåíèå 2.1.5. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòðèêîé
dL, ìîæåò áûòü ðàçâå ëèøü òîíüøå, ÷åì òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X, òî
åñòü ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è â (X, dL).
Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè îíà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì èç êàêîãî-íèáóäü ôóíêöèîíàëà
äëèíû.

Íå âñÿêàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Äàæå åñëè ìåòðèêà d
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé íà ïðîñòðàíñòâå X, åå ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî
A ⊂ X ìîæåò íå áûòü âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ðàññìîòðèòå â êà÷åñòâå
ïðèìåðà îêðóæíîñòü êàê ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè.

Áîëåå òîãî, íå âñÿêàÿ ìåòðèçóåìàÿ òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà
âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Óïðàæíåíèå 2.1.7. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó ïðîñòðàíñòâó ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ãðàôèêà {(x, y) : y = sin(1/x), x > 0}
è y-îñè (ñ èíäóöèðîâàííîé èç R2 òîïîëîãèåé) íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó
ïðîñòðàíñòâó ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Áûâàþò è áîëåå òîíêèå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ìîæåò íå áûòü ãîìåîìîðôíûì íèêàêîìó ïðîñòðàíñòâó ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Óïðàæíåíèå 2.1.8. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ñåãìåíòîâ

∞⋃

i=1

[(0, 0), (cos
1
i
, sin

1
i
)] ∪ [(0, 0), (1, 0)]

íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 2.2.

Ðèñ. 2.2: Ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé, óíàñëåäîâàííîé èç R2, è íå
ãîìåîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Ýòî ìíîæåñòâî (ïîõîæåå íà âååð, ñîñòàâëåííûé èç îòðåçêîâ) ìû
ðàññìàòðèâàåì ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé (òî
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åñòü ñ òîïîëîãèåé ñóæåíèÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè íà ýòî ìíîæåñòâî).
Äîêàæèòå, ÷òî ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó
ïðîñòðàíñòâó ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Â êà÷åñòâå ïîäñêàçêè ê ýòîìó óïðàæíåíèþ (íî íå òîëüêî äëÿ ýòîãî)
ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ.
Óïðàæíåíèå 2.1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, òî åñòü êàæäàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ëèíåéíî ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü.

Â îïðåäåëåíèè dL âìåñòî ïðîñòîãî ìèíèìóìà èñïîëüçóåòñÿ èíôèìóì,
ïîñêîëüêó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, åâêëèäîâó ïëîñêîñòü ñ óäàëåííûì îòêðûòûì
îòðåçêîì. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó êîíöàìè ýòîãî
îòðåçêà (êàê ðàç îí-òî è óäàëåí). Òåì íå ìåíåå, åãî äëèíó ìîæíî
ñêîëü óãîäíî õîðîøî ïðèáëèçèòü äðóãèìè ïóòÿìè, ñîåäèíÿþùèõ ýòè
òî÷êè. Òàêèå ñèòóàöèè ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â �ðåàëüíûõ� ïðèìåðàõ; â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíè èñêëþ÷àþòñÿ óñëîâèÿìè òèïà ïîëíîòû è
êîìïàêòíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ÷àñòî áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì ïîëíûõ ôóíêöèîíàëîâ äëèíû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Ôóíêöèîíàë äëèíû L íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùèé èõ äîïóñòèìûé
ïóòü, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà dL(x, y); äðóãèìè ñëîâàìè ôóíêöèîíàë
äëèíû � ïîëíûé, åñëè ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè.

Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ïîëíûì ôóíêöèîíàëîì äëèíû,
íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííåé.

2.2. Ïåðâûå ïðèìåðû ôóíêöèîíàëîâ äëèíû
×òîáû íàïîëíèòü íàøè ñõåìû íåêîòîðûì ñîäåðæàíèåì, ïîçíàêîìèìñÿ
ñ íåêîòîðûìè ïðèìåðàìè ôóíêöèîíàëîâ äëèíû è âíóòðåííèõ ìåòðèê.
Ìû íå èññëåäóåì èõ çäåñü ïîäðîáíî, íî ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ äåðæàòü èõ â
ãîëîâå è ïðîâåðÿòü íà íèõ äàëüíåéøèå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ ñàìî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà, ïðè ýòîì åñòü äâà ñïîñîáà èçìåíèòü ñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó
äëèíó: ìû èëè èçìåíÿåì êëàññ äîïóñòèìûõ ïóòåé, èëè èçìåíÿåì ñàìî
ïîíÿòèå äëèíû (èëè è òî, è äðóãîå).
Ïðèìåð 2.2.1 (�Äâèæåíèå ïî Ìàíõåòòåíó�). Ïðîñòðàíñòâî çäåñü �
åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, è äëèíû ïóòåé èçìåðÿþòñÿ êàê îáû÷íî. Åäèíñòâåííîå
îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåì êëàññ äîïóñòèìûõ ïóòåé. À
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Ðèñ. 2.3: Ìåòðè÷åñêèå øàðû íà íåâûïóêëîì îñòðîâå

èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ëîìàíûå, çâåíüÿ êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû
êîîðäèíàòíûì îñÿì. (Êðèòè÷åñêè íàñòðîåííûé ÷èòàòåëü âîçðàçèò, ÷òî
ïóòè äîëæíû áûòü îòîáðàæåíèÿìè, à ëîìàíûå � ýòî ìíîæåñòâà! Îí
àáñîëþòíî ïðàâ, è ôîðìàëüíî ìû èìååì â âèäó ïóòè, îáðàçû êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ëîìàíûìè.) Ïîïðîáóéòå íàðèñîâàòü øàð â ñîîòâåòñòâóþùåé
âíóòðåííåé ìåòðèêå. (Îí íå áóäåò âûãëÿäåòü êðóãëûì, ó âàñ äîëæåí
ïîëó÷èòñÿ ðîìá.)

Ïðèìåð 2.2.2 (�Ìåòðèêà íà îñòðîâå�). Çäåñü ïðîñòðàíñòâî � ýòî
ñâÿçíàÿ îáëàñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ îáû÷íûìè äëèíàìè ïóòåé.
Äîïóñòèìûå ïóòè � âñå (êóñî÷íî ãëàäêèå) ïóòè, ñîäåðæàùèåñÿ â äàííîé
îáëàñòè. Åñëè îáëàñòü âûïóêëà, òî ýòîò ôóíêöèîíàë äëèíû ïîðîæäàåò
îáû÷íîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî îáëàñòü �
ýòî îñòðîâ, à ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ ñóùåñòâîì, íå óìåþùèì ïëàâàòü.
Ðèñîâàíèå øàðîâ âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì âíóòðåííåé ìåòðèêè ìîæåò
áûòü âåñüìà çàáàâíûì, ñì. ðèñ. 2.3. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ìåòðèêà ñòðîãî
âíóòðåííåé? À åñëè ðàññìàòðèâàòü çàìûêàíèå îáëàñòè?

×èòàòåëü ìîæåò îáîáùèòü ýòîò ïðèìåð íà ñëó÷àé ïîäìíîæåñòâà
ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì çàäàí ôóíêöèîíàë äëèíû. Êîíå÷íî,
ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïðè ðàçóìíîì âûáîðå
ïîäìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ñóæåíèå åâêëèäîâîé äëèíû èç R2 íà îê-
ðóæíîñòü ïðèâîäèò ê óãëîâîé ìåòðèêå. Áîëåå îáùî, ñóæàÿ îáû÷íóþ
äëèíó èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ñòàíäàðòíóþ ñôåðó, ìû ïîëó÷èì
ñôåðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóæàÿ ñòàíäàðòíóþ äëèíó
èç R íà ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, ìû ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî,
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â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà äîñòèæèìîñòè ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
òî÷êè.
Ïðèìåð 2.2.3 (èíäóöèðîâàííàÿ äëèíà). Ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå ýòîãî
ïðèìåðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñò-
âî Y , íà êîòîðîì çàäàí ôóíêöèîíàë äëèíû. Îïðåäåëèì èíäóöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë äëèíû íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóòü â X ñ÷èòàåì äîïóñòèìûì,
åñëè åãî êîìïîçèöèÿ ñ f äîïóñòèìà â Y . Äëèíó äîïóñòèìîãî ïóòè â X
îïðåäåëèì êàê äëèíó åãî êîìïîçèöèè ñ f (â ïðîñòðàíñòâå Y ).

(Íà ñàìîì äåëå ýòà êîíñòðóêöèÿ ìîæåò è íå îïðåäåëÿòü ôóíêöèîíàëà
äëèíû, òàê êàê äëÿ íîâîé äëèíû ìîæåò íàðóøàòüñÿ ÷åòâåðòîå óñëîâèå
èç ïàðàãðàôà 2.1.1. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �èíäóöèðîâàííûé
ôóíêöèîíàë äëèíû� òîëüêî åñëè îí äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì
äëèíû.)

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òàâòîëîãèåé.
Îäíàêî ñâîéñòâà èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè ìîãóò êîðåííûì îáðàçîì
îòëè÷àòüñÿ îò ñâîéñòâ èñõîäíîé ìåòðèêè. Òàê, áàçîâûé ïðèìåð èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêè, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ (òî åñòü ïîãðóæåíèåì f : Ω ⊂
R2 → R3 äâóìåðíîé îáëàñòè â R3), ñëóæèë äëÿ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
îñíîâíûì ïðèìåðîì è ìîòèâèðîâêîé íà ïðîòÿæåíèè áîëåå ÷åì ñòîëåòèÿ.
Äëÿ ÷èòàòåëÿ, êîòîðûé óæå çíàêîì ñ ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè, óïîìÿíåì
òàêæå, ÷òî (õîòÿ â ýòî òðóäíî ïîâåðèòü è íåëåãêî äîêàçàòü) ôóíêöèÿ
äëèíû ëþáîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè â Rn ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíà èç
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû îòîáðàæåíèåì f : Rn → Rn (îáû÷íî íåãëàäêèì è
èìåþùèì ìàññó ñêëàäîê).
Ïðèìåð 2.2.4 (�Ïåðåõîä ÷åðåç áîëîòî�: êîíôîðìíàÿ äëèíà). Çäåñü
ïðîñòðàíñòâî � ýòî åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, à äîïóñòèìûå ïóòè � âñå
(êóñî÷íî ãëàäêèå) ïóòè. Ïóñòü f : R2 → R � íåïðåðûâíàÿ (èëè äàæå
L∞) ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì äëèíó ïóòè γ : [a, b] → R2 ðàâåíñòâîì

L(γ) =
∫ b

a
f(γ(t)) · |γ′(t)|dt.

Ýòîò ôóíêöèîíàë äëèíû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê âçâåøåííîå
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå. Íàïðèìåð, ïóòåøåñòâåííèê, êîòîðûé èçìåðÿåò
äëèíó (=âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ïðîõîæäåíèå) íåêîòîðîãî ìàðøðóòà,
î÷åâèäíî, ïðèïèøåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà òåððèòîðèÿõ,
êîòîðûå òðóäíî ïðåîäîëåâàòü (íàïðèìåð, íà áîëîòå èëè â ãîðíîé ìåñòíîñòè).
Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî � ïåðâûé ïðèìåð ðèìàíîâîé äëèíû,
êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà äàëåå â ãëàâå 5; ñëîâî �êîíôîðìíûé� â
íàçâàíèè ïðèìåðà îòðàæàåò òî, ÷òî òàêèå ðèìàíîâû ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ
êîíôîðìíî ïëîñêèìè.
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Ïðèìåð 2.2.5 (Ôèíñëåðîâà äëèíà). Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäûäóùèé ïðèìåð
êàê ôóíêöèîíàë äëèíû äëÿ ïóòåøåñòâåííèêà, êîòîðûé ïðèïèñûâàåò
ðàçëè÷íûå âåñà ðàçíûì ÷àñòÿì ñâîåãî ïóòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çäåñü
íå îòðàæåíà îäíà âàæíàÿ ÷åðòà ðåàëüíîãî ïóòåøåñòâèÿ. À èìåííî,
òðóäíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ìåñòíîñòè çàâèñèò íå òîëüêî îò ñàìîé ìåñòíîñòè,
íî òàêæå îò íàïðàâëåíèÿ ìàðøðóòà; âûáèðàÿ íàïðàâëåíèå âäîëü îñíîâíûõ
äîëèí, ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïóòåøåñòâèå. ×òîáû ó÷åñòü ýòó
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ f äâóõ ïåðåìåííûõ,
â êîòîðóþ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ïîäñòàâëÿþòñÿ òî÷êà ïóòè γ è åãî
ñêîðîñòè γ′ â ýòîé òî÷êå. Òîãäà äëèíà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(γ) =
∫ b

a
f(γ(t), γ′(t)) dt.

(Ñâåäóþùèé â ôèçèêå ÷èòàòåëü ïîéìåò, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äåéñòâèå.) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå áûëî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðà, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ f(x, kv) = |k|f(x, v) äëÿ âñåõ ÷èñåë
k, òî÷åê x è âåêòîðîâ v (ïðîâåðüòå ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ íà çàìåíó
ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå). Îáû÷íî íà f íàëàãàåòñÿ áîëåå
ñòðîãîå òðåáîâàíèå, èìåííî: äëÿ ëþáîé òî÷êè x ôóíêöèÿ f(x, ·) äîëæíà
áûòü íîðìîé. Ýòî òðåáîâàíèå áóäåò îáîñíîâàíî â ïàðàãðàôå 2.4.2.
Ôóíêöèîíàëû äëèíû, ïîëó÷åííûå òàêîé êîíñòðóêöèåé, íàçûâàþòñÿ ôèíñëåðîâûìè.

Çàìå÷àíèå 2.2.6. ×èòàòåëü, ñåðüåçíî ñîïîñòàâëÿþùèé íàøè îïðåäåëåíèÿ
ñ íóæäàìè ïóòåøåñòâåííèêîâ è àëüïèíèñòîâ, çàìåòèò, ÷òî íåêîòîðûå
ìîìåíòû âñå æå óïóùåíû. Íàïðèìåð, òî, ÷òî ñïóñê ïî ñêëîíó ìîæåò
áûòü ëåã÷å, ÷åì ïîäúåì, íåâîçìîæíî îòðàçèòü â ôóíêöèîíàëå äëèíû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíî
áûòü ñèììåòðè÷íûì, íàì ïðèøëîñü ïîòðåáîâàòü ñîõðàíåíèÿ äëèíû ïðè
âñåõ çàìåíàõ ïåðåìåííîé, â òîì ÷èñëå èçìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, êàê,
íàïðèìåð, t 7→ −t. Ìîæíî èçìåíèòü îïðåäåëåíèÿ òàê, ÷òîáû äîïóñêàëèñü
íåñèììåòðè÷íûå ôóíêöèîíàëû äëèíû è ìåòðèêè. Âñÿ ýòà ãëàâà ìîæåò
áûòü àäàïòèðîâàíà ê òàêîé îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå; îäíàêî ýòî ëèøåíî
ñìûñëà äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êíèãè.
Ïðèìåð 2.2.7 ( �Ïàóòèíà� è �áëîêíîò�). Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ è ñêëåèì ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûå èç èõ
êîíöîâ. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò âûãëÿäåòü êàê ïàóòèíà â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííî îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë
äëèíû. Âñå íåïðåðûâíûå ïóòè äîïóñòèìû. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòàâëåíî
èç îòðåçêîâ è ìû çíàåì, êàê èçìåðÿòü äëèíó ïóòè, ïîêà äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò âíóòðè îäíîãî îòðåçêà. ×òîáû íàéòè äëèíó âñåãî ïóòè,
ðàçîáüåì èñõîäíûé èíòåðâàë íà ó÷àñòêè (áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîå èõ ÷èñëî)
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òàê, ÷òîáû îáðàç êàæäîãî ó÷àñòêà ñîäåðæàëñÿ â îäíîì îòðåçêå, è ñëîæèì
äëèíû ñóæåíèé ïóòè íà ýòè ó÷àñòêè. Ýòî ïåðâûé ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî
ãðàôà; ïîñòðîåíèå ýòîé äëèíû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñêëåèâàíèÿ,
êîòîðîå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.1.

Äðóãîé ïðèìåð òîãî æå òèïà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç íåñêîëüêèõ
ýêçåìïëÿðîâ çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè ïóòåì ñêëåèâàíèÿ èõ âìåñòå
âäîëü ãðàíè÷íûõ ïðÿìûõ. Ýòî � ïðèìåð ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå (è ðåàëèçîâàòü) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:
îí âûãëÿäèò êàê îòêðûòàÿ êíèãà. Ïîïðîáóéòå ìîäèôèöèðîâàòü îï-
ðåäåëåíèå äëèíû íà ïàóòèíå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïðåäîñòåðåæåíèå: íà
ïàóòèíå ìîæíî áûëî ïðåíåáðåãàòü ÷àñòÿìè ïóòè, ñîäåðæàùèìèñÿ â
êîíöàõ îòðåçêîâ (óçëàõ ïàóòèíû), òàê êàê îíè èìåëè íóëåâóþ äëèíó,
íî äëÿ îáùåãî ðåáðà ïîëóïëîñêîñòåé ýòî óæå íå òàê.

2.3. Äëèíû, èíäóöèðîâàííûå ìåòðèêàìè

2.3.1. Äëèíà êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âñïîìíèì
íàø íàâîäÿùèé ïðèìåð èç ñàìîãî íà÷àëà ãëàâû. Ìû íà÷àëè ñ íåêîòîðîé
ìåòðèêè (åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå �ïòè÷üåãî ïîëåòà�). Ýòà ìåòðèêà íàñ
íå óäîâëåòâîðÿëà, ïîñêîëüêó ìîãëî íå áûòü ïóòåé, ðåàëèçóþùèõ ýòî
ðàññòîÿíèå. Ãîâîðÿ ýòî, ìû óæå ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî íàì èçâåñòíû
äëèíû ïóòåé, è ýòè äëèíû ïîëó÷åíû íåêîòîðûì îáðàçîì èç åâêëèäîâà
ðàññòîÿíèÿ!

Â ñàìîì äåëå, âî ìíîãèõ îñíîâíûõ ïðèìåðàõ ôóíêöèîíàëû äëèíû
èíäóöèðîâàíû ìåòðèêàìè. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ïóòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
âñå íåïðåðûâíûå ïóòè; äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ äëèíà ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
Èíîãäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå êëàññ ëèïøèöåâûõ ïóòåé, òî åñòü êëàññ òàêèõ
îòîáðàæåíèé γ : [a, b] → X, ÷òî dX(γ(t), γ(t′)) ≤ C|t − t′| äëÿ âñåõ
t, t′ ∈ [a, b], ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Êàê ìû îïðåäåëÿåì äëèíó ïóòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? Ìû
ïðèáëèæàåì ïóòü ëîìàíûìè è îïðåäåëÿåì äëèíó ïóòè êàê ïðåäåë
èõ äëèí. Âåðøèíû êàæäîé ëîìàíîé ïðèíàäëåæàò (îáðàçó) ïóòè è
óïîðÿäî÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè èì çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà. Ïîñêîëüêó
âñå, ÷åì ìû íà ñàìîì äåëå ïîëüçóåìñÿ, � ýòî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
âåðøèíàìè, ìû ìîæåì ïåðåíåñòè ýòî îïðåäåëåíèå íà îáùåå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñàìûì ïðÿìîëèíåéíûì ñïîñîáîì (ñðàâíèòå òàêæå ñ ðàçäåëîì 2.4.12).

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, γ �
ïóòü â X, òî åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [a, b] → X. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå Y ïðîìåæóòêà [a, b], òî åñòü òàêîé êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê
Y = {y0, ..., yN}, ÷òî a = y0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yN = b.
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Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóìì

Σ(Y ) =
N∑

i=1

d(γ(yi−1), γ(yi))

ïî âñåì ðàçáèåíèÿì Y íàçûâàåòñÿ äëèíîé ïóòè γ (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè
d) è îáîçíà÷àåòñÿ Ld(γ). Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè åå äëèíà
êîíå÷íà.

Ôóíêöèîíàë äëèíû, èíäóöèðîâàííûé ìåòðèêîé d, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âñå íåïðåðûâíûå ïóòè (ïàðàìåòðèçîâàííûå çàìêíóòûìè èíòåðâàëàìè)
äîïóñòèìû, è äëèíîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ Ld.

Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, êàêàÿ ìåòðèêà d èíäóöèðóåò äëèíó L, òî ìû
êàê ïðàâèëî áóäåì îïóñêàòü áóêâó d â îáîçíà÷åíèè Ld.

Ôîðìàëüíî ýòî îïðåäåëåíèå ïðèìåíèìî ê ëþáîìó ìåòðè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó, íî îñìûñëåííûå ïðèìåðû ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðè
ðàçóìíîì âûáîðå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; íàïðèìåð, åñëè ìû èñõîäèì
èç äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî íåïîñòîÿííûõ íåïðåðûâíûõ ïóòåé
âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.

Òðàäèöèîííîå �åâêëèäîâî� îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíû çâåíüåâ ëîìàíûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñëåäóþùåå
óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íèêàêîé ðàçíèöû çäåñü íåò.
Óïðàæíåíèå 2.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè maxi{|yi − yi+1|} → 0, òî
Σ(Y ) → L(γ).
Óïðàæíåíèå 2.3.3. Äîêàæèòå, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå äëèíû ñîãëàñîâàíî
ñ ïðèíÿòûì â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. À èìåííî, åñëè (V, | · |) �
êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è îòîáðàæåíèå
γ : [a, b] → V äèôôåðåíöèðóåìî, òî L(γ) =

∫ b
a |γ′(t)| dt.

2.3.2. Ñâîéñòâà èíäóöèðîâàííîé äëèíû. Âñå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëîâ
äëèíû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ýòîé äëèíû, êðîìå òîãî, ýòà äëèíà ïîëóíåïðåðûâíà.
Ïðîâåðèì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ.
Ïðåäëîæåíèå 2.3.4. Ôóíêöèîíàë äëèíû L = Ld, èíäóöèðîâàííûé
ìåòðèêîé d, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: L(γ) ≥ d(γ(a), γ(b)).
(ii) Àääèòèâíîñòü: åñëè a < c < b, òî L(γ, a, c) + L(γ, c, b) = L(γ).

Â ÷àñòíîñòè, L(γ, a, c) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò c.
(iii) Åñëè γ ñïðÿìëÿåì, òî ôóíêöèÿ L(γ|[c,d]) = L(γ, c, d) íåïðåðûâíà

ïî c è d.
(iv) Ôóíêöèîíàë L ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé ïðîìåæóòêà [a, b] â X îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè
è, êàê ñëåäñòâèå, îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé (ò. å. C0-) òîïîëîãèè.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïðÿìëÿåìûõ ïóòåé
γi (ñ îäíîé è òîé æå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ [a, b]) òàêîâà, ÷òî äëÿ
êàæäîãî t ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γi(t) ñõîäèòñÿ ê γ(t) ïðè i →∞,
òî lim inf L(γi) ≥ L(γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Â ñàìîì äåëå, èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî Σ(Y ) ≥ d(γ(a), γ(b)) äëÿ âñåõ Y , è íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ïåðåõîäå ê ïðåäåëó.

(ii) Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè Y ′ ïîëó÷åíî èç Y ïðèñîåäèíåíèåì
îäíîé òî÷êè, òî Σ(Y ′) ≥ Σ(Y ) (ïî òîìó æå íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà).
Äîáàâëÿÿ òî÷êó c ê ðàçáèåíèþ Y ïðîìåæóòêà [a, b] è çàòåì ðàçäåëÿÿ
ýòî ðàçáèåíèå íà äâà ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêîâ [a, c] è [c, b], ìû ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå.

Ïîâòîðèì åùå ðàç, ÷òî ÷èòàòåëü äîëæåí îòíîñèòñÿ ê òàêèì ëåììàì
êàê ê óïðàæíåíèÿì è ïûòàòüñÿ äîêàçàòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî. Åñëè æå
ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê íàïèñàííûì äîêàçàòåëüñòâàì, òî îáÿçàòåëüíî
íóæíî íàðèñîâàòü êàðòèíêó ñî âñåìè îáîçíà÷åíèÿìè!

(iii) Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü L ïî d, ãäå a < d ≤ b, ñëåâà (îñòàëüíûå
ñëó÷àè àíàëîãè÷íû è îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ). Âîçüìåì ε > 0 è çàôèêñèðóåì
òàêîå ðàçáèåíèå Y , ÷òî L(γ)−Σ(Y ) < ε. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî yj−1 < d =
yj . Òîãäà

L(γ, yj−1, d)− d(γ(yj−1), γ(d)) < ε,

è òî æå ñàìîå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ êàæäîé òî÷êè c òàêîé,
÷òî yj−1 ≤ c ≤ d.

(iv) Ïóñòü ïóòè γj ñõîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íî ê γ. Âîçüìåì ε > 0 è
çàôèêñèðóåì òàêîå ðàçáèåíèå Y äëÿ γ, ÷òî L(γ)−Σ(Y ) < ε. Òåïåðü äëÿ
ïóòåé γj ðàññìîòðèì ñóììû Σj(Y ), ñîîòâåòñòâóþùèå òîìó æå ðàçáèåíèþ
Y . Âûáåðåì j ñòîëü áîëüøèì, ÷òî íåðàâåíñòâî d(γj(yi), γ(yi)) < ε
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ yi ∈ Y . Òîãäà

L(γ) ≤ Σ(Y ) + ε ≤ Σj(Y ) + ε + (N + 1)ε ≤ L(γj) + (N + 2)ε.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, òî îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (iv). ¤

Çàìå÷àíèå 2.3.5. Âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèîíàë L íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Íà ðèñóíêå 2.4 ïîêàçàí íàïîìèíàþùèé ëåñòíèöó êîíòðïðèìåð.

2.3.3. Èíäóöèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà. Êàæäàÿ ìåòðèêà d
èíäóöèðóåò ôóíêöèîíàë äëèíû. Ïîñëåäíÿÿ â ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàåò
âíóòðåííþþ ìåòðèêó (íà êàæäîé êîìïîíåíòå äîñòèæèìîñòè ñïðÿìëÿåìûìè
ïóòÿìè). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê:

(X, d) → (X, d̂),
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A

B

PSfrag replacements
A
B

Ðèñ. 2.4: Ôóíêöèîíàë L íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

ãäå d̂ = dLd
.

Óïðàæíåíèå 2.3.6. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ
ñóæåíèåì åâêëèäîâîé ìåòðèêè íà îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1, ÿâëÿåòñÿ
óãëîâîé ìåòðèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ìîæåò
áûòü î÷åíü ñëàáî ñâÿçàíà ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 2.3.7. Íàéäèòå âíóòðåííþþ ìåòðèêó, èíäóöèðîâàííóþ
ìåòðèêîé

d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+
√
|y1 − y2|

â R2. Êàêîâà òîïîëîãèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé?

Îòâåò.Êîíòèíóóì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîþ ñòàíäàðòíóþ ìåòðèêó.

Óïðàæíåíèå 2.3.8. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ

U =
∞⋃

n=1

[(0, 1), (1/n, 0)] ∪ [(0, 1), (0, 0)] ⊂ R2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(1/n, 0)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (0, 0) â òîïîëîãèè,
óíàñëåäîâàííîé ìíîæåñòâîì U èç R2. Òàê êàê âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè â èíäóöèðîâàííîé (âíóòðåííåé) ìåòðèêå íå ìåíüøå
2, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé
ìåòðèêå. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 2.3.9. Ñîåäèíèâ òî÷êó (0, 1) ∈ R2 ñî âñåìè òî÷êàìè
ñòàíäàðòíîãî êàíòîðîâà ïîäìíîæåñòâà ïðîìåæóòêà [0, 1]×{0} ⊂ R2, ìû
ïîëó÷èì êîìïàêòíîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî â èíäóöèðîâàííîé
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(âíóòðåííåé) ìåòðèêå ýòî ìíîæåñòâî íåêîìïàêòíî, õîòÿ è îñòàåòñÿ
ñâÿçíûì.

Óïðàæíåíèå 2.3.10. Íà÷íåì ñ ïðîñòîé íåñïðÿìëÿåìîé êðèâîé â R2 ⊂
R3 è ïîñòðîèì êîíóñ íàä åå îáðàçîì, âûáðàâ íåêîòîðóþ òî÷êó (âåðøèíó
êîíóñà) â R3 è ñîåäèíèâ îòðåçêàìè âåðøèíó ñî âñåìè òî÷êàìè (îáðàçà)
êðèâîé. Âíóòðåííåå ðàññòîÿíèå â ýòîì êîíóñå, èíäóöèðîâàííîå åâêëèäîâûì
ðàññòîÿíèåì â R3, êîíå÷íî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê, òàê êàê ìîæíî
ïðîéòè îò ëþáîé òî÷êè äî âåðøèíû êîíóñà âäîëü ïðÿìîëèíåéíîãî
îòðåçêà è çàòåì äîáðàòüñÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè, äâèãàÿñü âäîëü äðóãîãî
ñåãìåíòà. Ïîêàæèòå, ÷òî óäàëåíèå âåðøèíû êîíóñà äåëàåò åãî íåñâÿçíûì
â òîïîëîãèè èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè, â òî âðåìÿ êàê îí îñòàåòñÿ
ñâÿçíûì â îáû÷íîé òîïîëîãèè.

Ìîæíî áûëî íà÷àòü ñ ïðîñòîé êðèâîé, ñóæåíèå êîòîðîé íà ëþáîé
íåòðèâèàëüíûé ïðîìåæóòîê, íåñïðÿìëÿåìî (äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ êðèâàÿ
äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò). Â èñõîäíîé òîïîëîãèè ýòîò êîíóñ ãîìåîìîðôåí
äèñêó. Äîêàæèòå, ÷òî â èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêå ýòîò êîíóñ
ãîìåîìîðôåí �áóêåòó� èç êîíòèíóóìà èíòåðâàëîâ (òî åñòü áåðåòñÿ êîíòèíóóì
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ è èõ �íà÷àëà� ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó
ñîáîé).

Óïðàæíåíèå 2.3.11. Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ V,W ∈ R2, ïîëîæèì

d(V, W ) =
∣∣|V | − |W |∣∣ + min(|V |, |W |) ·

√
](V,W ),

ãäå ÷åðåç ](V, W ) îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó V è W . Äîêàæèòå, ÷òî
(i) òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòðèêîé d, � ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà

òîïîëîãèÿ.
(ii) èíäóöèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà d̂ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

d̂(V, W ) =

{∣∣|V | − |W |∣∣, åñëè ](V, W ) = 0,∣∣|V |+ |W |∣∣ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ;

(iii) (R2, d̂ ) ãîìåîìîðôíî áóêåòó èç êîíòèíóóìà ëó÷åé.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äëèíû Lbd, èíäóöèðîâàííûå íîâîé ìåòðèêîé d̂.
Ýòà ñòðóêòóðà â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåò âíóòðåííþþ ìåòðèêó �âòîðîãî
ïîðÿäêà�, è òàê äàëåå. ×èòàòåëü ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàêàÿ ïóòàíèöà
ìîãëà áû âîçíèêíóòü ñ ýòèìè äëèíàìè è ìåòðèêàìè. Îäíàêî ýòîãî íå
ñëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó äëèíû, èíäóöèðîâàííûå ìåòðèêîé d̂, òå æå, ÷òî è
èíäóöèðîâàííûå ìåòðèêîé d. Òî÷íåå:

Ïðåäëîæåíèå 2.3.12. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
d̂ � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d.
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(1) Äëÿ ëþáîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ â ïðîñòðàíñòâå (X, d) èìååì
Lbd(γ) = Ld(γ).

(2) Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d̂, ñîâïàäàåò
ñ d̂. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíäóöèðîâàíèå âíóòðåííåé ìåòðèêè
ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé îïåðàöèåé. 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî äëèíà êàæäîé êðèâîé â (X, d) íå ìåíüøå,
÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó åå êîíöàìè, ñëåäóåò, ÷òî d̂ ≥ d. Îòñþäà íåìåäëåííî
âûòåêàåò, ÷òî Lbd(γ) ≥ Ld(γ). Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ïóòü
γ îïðåäåëåí íà ïðîìåæóòêå [a, b] è Y = {yi} � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå
ýòîãî ïðîìåæóòêà. Çàìåòèì, ÷òî d̂(γ(yi), γ(yi+1)) ≤ Ld(γ, yi, yi+1), òàê
êàê âûðàæåíèå ñëåâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíôèìóì äëèí, îäíà èç êîòîðûõ
ôèãóðèðóåò ñïðàâà. Ïîýòîìó

Σbd(Y ) =
∑

d̂(γ(yi), γ(yi+1)) ≤ Ld(γ).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðàçáèåíèÿ Y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Lbd(γ) ≤
Ld(γ). Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî
ñëåäóåò èç ïåðâîãî. ¤

Çàìå÷àíèå 2.3.13. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êðèâàÿ γ ñïðÿìëÿåìà,
ñóùåñòâåííî, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî èíà÷å îíà ìîæåò íå áûòü íåïðåðûâíîé
â (X, d̂). Êðèâûå, íåïðåðûâíûå â (X, d̂), âîîáùå ãîâîðÿ, îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî
â ìíîæåñòâå êðèâûõ ïðîñòðàíñòâà (X, d), íî ýòî ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò
âñå ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå. Ñì. óïðàæíåíèÿ 2.1.4 è 2.1.5.

2.4. Õàðàêòåðèçàöèÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê
Ìû íàçâàëè ìåòðèêó âíóòðåííåé, åñëè åå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåííîé êîíñòðóêöèè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà,
êîòîðûå îòëè÷àþò âíóòðåííèå ìåòðèêè îò âñåõ îñòàëüíûõ, è êðèòåðèè,
ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü, ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ìåòðèêà âíóòðåííåé èëè íåò.

Õîòÿ ìû äîïóñêàåì ìåòðèêè ñ áåñêîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè, ìíîãèå
óòâåðæäåíèÿ â ýòîì è â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ èìåþò ìåñòî òîëüêî
äëÿ êîíå÷íûõ ìåòðèê. Äàëåå ýòî óñëîâèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ âñþäó. Ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî âíåñòè óòî÷íåíèÿ, íåîáõîäèìûå â
ñëó÷àå ìåòðèê ñ áåñêîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè.

2.4.1. Äðóãîå îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé ìåòðèêè. Âòîðîå óòâåðæäåíèå
ïðåäëîæåíèÿ 2.3.12 äàåò �êîíñòðóêòèâíûé� êðèòåðèé äëÿ îòâåòà íà
âîïðîñ: ìîæåò ëè äàííàÿ ìåòðèêà áûòü èíäóöèðîâàíà ôóíêöèîíàëîì
äëèíû. À èìåííî, ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

1Îïåðàöèÿ f íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, åñëè f ◦ f = f .



44 2. Âíóòðåííèå ìåòðèêè

êîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé åþ ìåòðèêîé. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
îáîáùàåò ýòî óòâåðæäåíèå íà ïðîèçâîëüíûå âíóòðåííèå ìåòðèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ïóñòü (X, d) � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, à d̂ � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d.
Òîãäà d̂ = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìåòðèêà d èíäóöèðîâàíà ôóíêöèîíàëîì äëèíû
L, à Ld � ôóíêöèîíàë äëèíû, èíäóöèðîâàííûé ìåòðèêîé d. Çàìåòèì,
÷òî Ld(γ) ≤ L(γ) äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé êðèâîé γ êîíå÷íîé äëèíû
(ïîâòîðèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.3.12).
Î÷åâèäíî, ìåíüøàÿ äëèíà îïðåäåëÿåò ìåíüøóþ ìåòðèêó; òàêèì îáðàçîì,
d̂ ≤ d. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû óæå çíàåì, ÷òî d̂ ≥ d; ñëåäîâàòåëüíî
d̂ = d. ¤

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî d̂ = d àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò òî, ÷òî ìåòðèêà
d � âíóòðåííÿÿ, ïðîñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ìåòðèêà d̂ � âíóòðåííÿÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëüòåðíàòèâíîå
îïðåäåëåíèå âíóòðåííåé ìåòðèêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, (X, d) ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γ,
ñîåäèíÿþùàÿ x and y, ÷òî Ld(γ) < d(x, y) + ε.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âíóòðåííþþ ìåòðèêó d è íàì íåâàæíî, èç
êàêîãî èìåííî ôóíêöèîíàëà äëèíû îíà ïðîèçîøëà, òî íà îñíîâàíèè
ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî áûëà èìåííî äëèíà,
èíäóöèðîâàííàÿ ñàìîé ìåòðèêîé d è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ
âñåìè ñâîéñòâàìè èíäóöèðîâàííîãî ìåòðèêîé ôóíêöèîíàëà äëèíû, óñòàíîâëåííûìè
â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ.

2.4.2. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèîíàëà äëèíû. Òåïåðü ìû ïîäîøëè
ê îòâåòó íà åùå îäèí åñòåñòâåííûé âîïðîñ, à èìåííî: åñëè çàäàíî ïðîñò-
ðàíñòâî (X, d) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, òî ìîæíî ëè (è êàê) âîññòàíîâèòü
èñõîäíûé ôóíêöèîíàë äëèíû. Íà ñàìîì äåëå âîññòàíîâëåíèå íåâîçìîæíî
áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîñêîëüêó îäíà è òà æå âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà êàê ïðàâèëî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìíîãèõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ
äëèíû.

Óïðàæíåíèå 2.4.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèîíàëà äëèíû íà ïëîñêîñòè,
äëÿ êîòîðîãî âñå íåïðåðûâíûå êðèâûå äîïóñòèìû, ïîëó÷åííàÿ âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé, íî äëèíû íåêîòîðûõ êðèâûõ
îòëè÷àþòñÿ îò èõ åâêëèäîâûõ äëèí.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1 âûäâèãàåò åñòåñòâåííîãî êàíäèäàòà íà ðîëü èñêîìîãî
ôóíêöèîíàëà äëèíû. À èìåííî, äëèíà Ld, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d,
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ïîðîæäàåò ñíîâà èñõîäíóþ ìåòðèêó. Ïîýòîìó ìû ïåðåôîðìóëèðóåì íàø
âîïðîñ òàê: ïðè êàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ L = Ld? Òàêîé âîïðîñ âàæåí
åùå è ïîòîìó, ÷òî âî ìíîãèõ ïðèìåðàõ èñõîäíîå ïîíÿòèå äëèíû èìååò
ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû. Íàïðèìåð, îï-
ðåäåëåíèå ôèíñëåðîâîé äëèíû êàê èíòåãðàëà �ñêîðîñòè� (ñì. ïðèìåð â
ïàðàãðàôå 2.2) ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàñòîÿùèõ äëèí, ÷åì
îáùåå îïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîé äëèíû, ïðèìåíåííîå ê ïîëó÷åííîé
ôèíñëåðîâîé ìåòðèêå. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòè äâå äëèíû ñîâïàäàþò,
ìîæíî êîìáèíèðîâàòü ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà
L ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè äëèí, èíäóöèðîâàííûõ ìåòðèêàìè.

Êîíå÷íî, äâà ôóíêöèîíàëà äëèíû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè ïðîñòî
ïîòîìó, ÷òî îíè çàäàíû íà ðàçíûõ êëàññàõ äîïóñòèìûõ ïóòåé. Ïîýòîìó
ìû áóäåì çàáîòèìñÿ òîëüêî îá èõ çíà÷åíèÿõ íà ïóòÿõ, äîïóñòèìûõ äëÿ
L. Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî âñåõ ñâîéñòâ äëèí, âûòåêàþùèõ èç îïðåäåëåíèÿ,
Ld îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2.3.4). Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåííî ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñíèçó îêàçûâàåòñÿ çäåñü êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 2.4.3. Ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë äëèíû L ñîâïàäàåò
íà âñåõ êðèâûõ, äîïóñòèìûõ äëÿ L, ñ ôóíêöèîíàëîì äëèíû, èíäóöèðîâàííûì
âíóòðåííåé ìåòðèêîé d = dL, òî åñòü L(γ) = Ld(γ).

Êàê îáû÷íî, ïîëóíåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåé γi(t) ê γ(t) âëå÷åò íåðàâåíñòâî lim inf L(γi) ≥
L(γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî Ld(γ) ≤ L(γ) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ
ôóíêöèîíàëîâ äëèíû � ñì. ïðåäëîæåíèÿ 2.3.12 è 2.4.1. Äîêàæåì îáðàòíîå
íåðàâåíñòâî. Ïî ñâîéñòâó 2 ôóíêöèîíàëîâ äëèíû, ôóíêöèÿ L(t) =
L(γ|[a,t]

) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a, b] äëÿ êàæäîé ñïðÿìëÿåìîé
êðèâîé γ : [a, b] → X. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàçáèåíèå a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk+1 = b, ÷òî dL(γ(ti), γ(ti+1)) < ε äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ìåæäó 0 è k. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ dL,
äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, . . . , k ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ σi : [ti, ti+1] → X ñ
êîíöàìè σi(ti) = γ(ti), σi(ti+1) = γ(ti+1), ÷òî L(σi) ≤ d(γ(ti), γ(ti+1)) +
ε/k. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ hε êðèâûõ σi ìû èìååì

L(hε) =
k∑

i=0

L(σi) ≤
k∑

i=0

dL(γ(ti), γ(ti+1)) + ε ≤ Ld(γ) + ε.

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî d(γ(t), hε(t)) ≤ 3ε äëÿ ëþáîãî
t ∈ [a, b]. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî hε(t) → γ(t), ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ,
îïðåäåëÿåìàÿ ìåòðèêîé d, ñèëüíåå èñõîäíîé. Òåïåðü èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè
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L ñëåäóåò
L(γ) ≤ lim

ε→0
inf L(hε) ≤ Ld(γ),

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¤

Ïðèìåð 2.4.4. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó �Ôèíñëåðîâà äëèíà� èç ïàðàãðàôà 2.2.
Òàì ìû âûáðàëè ôóíêöèþ f äâóõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ è îïðåäåëèëè
äëèíó ïóòè γ ôîðìóëîé

L(γ) =
∫ b

a
f((γ(t)), γ′(t))dt.

Âîçüìåì ôóíêöèþ f , íå çàâèñÿùóþ îò îò ïåðâîãî àðãóìåíòà è òàêóþ,
÷òî f(x, (1, 0)) = f(x, (0, 1)) = 1/10 è f(x, (1, 1)) = 1. (Íåçàâèñèìîñòü
f îò ïåðâîãî àðãóìåíòà èíòóèòèâíî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîèìîñòü íàøåãî
ïóòåøåñòâèÿ çàâèñèò òîëüêî îò âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ è íå çàâèñèò îò
íàøåãî ìåñòîïîëîæåíèÿ). Ýòà ôèíñëåðîâà äëèíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé
ñíèçó. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñòóïåí÷àòûõ)
ëîìàíûõ, çâåíüÿ êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñõîäÿùóþñÿ
ê îòðåçêó [(0, 0), (1, 1)]. Ôèíñëåðîâà äëèíà ýòîãî îòðåçêà ðàâíà

√
2, â

òî âðåìÿ êàê ôèíñëåðîâà äëèíà êàæäîé ëîìàíîé ðàâíà 1/5. Ïðè÷èíà
òàêîãî ÿâëåíèÿ â òîì, ÷òî ìû ñäåëàëè äâèæåíèå â äèàãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè
�ñëèøêîì äîðîãèì� ïî ñðàâíåíèþ ñ êîîðäèíàòíûìè íàïðàâëåíèÿìè.

Óïðàæíåíèå 2.4.5. Ïîêàæèòå, ÷òî ôèíñëåðîâ ôóíêöèîíàë äëèíû,
ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x, v) = F (v), ïîëóíåïðåðûâåí
ñíèçó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (v) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ
ïîëóàääèòèâíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.11 íîðìû: F (v + w) ≤ F (v) +
F (w). Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî òàêæå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f(x, v): ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà äëèíû ýêâèâàëåíòíà
ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó f(x, v+w) ≤ f(x, v)+
f(x,w). Èìåííî ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðû îáû÷íî
òðåáóþò, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x, ·) áûëà íîðìîé äëÿ êàæäîãî x.

Óïðàæíåíèå 2.4.6. Ïóñòü d � ôèíñëåðîâà ìåòðèêà (òî åñòü ìåòðèêà,
èíäóöèðîâàííàÿ ôèíñëåðîâûì ôóíêöèîíàëîì äëèíû) â îáëàñòè D ⊂ Rn.
Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d, ñîâïàäàåò ñî
ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé òîïîëîãèåé.

2.4.3. Ñóùåñòâîâàíèå ñåðåäèí.

Îïðåäåëåíèå 2.4.7. Òî÷êà z ∈ X íàçûâàåòñÿ ñåðåäèíîé ìåæäó òî÷êàìè
x, y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d), åñëè

d(x, z) = d(z, y) =
1
2

d(x, y).
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Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî,
÷òîáû ìåòðèêà áûëà ñòðîãî âíóòðåííåé (ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì
îãðàíè÷åíèè ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ è äîñòàòî÷íûì).
Ëåììà 2.4.8. Åñëè d � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê x, y ñóùåñòâóåò ñåðåäèíà z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíà êðàò÷àéøåé γ : [a, b] → X ìåæäó x è y ðàâíà
L(γ) = d(x, y). Îáîçíà÷èì L(t) = L(γ|[a,t]). Òàê êàê ôóíêöèÿ L(t)
íåïðåðûâíà ïî t è L(0) = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî
L(c) = 1

2L(b). Òåïåðü, âûáèðàÿ z = γ(c) è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî äëèíà
ïóòè íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî êîíöàìè, ìû íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì d(x, z) = d(y, z) = 1

2d(x, y). ¤

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè d � ñòðîãî
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, òî (çàìêíóòûå) øàðû Bd(x,y)/2(x) è Bd(x,y)/2(y)
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Óïðàæíåíèå 2.4.9. Ïîêàæèòå, ÷òî, åñëè ìåòðèêà d � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ
è r1 + r2 = d(x, y), òî øàðû Br1(x) è Br2(y) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äëÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.4.10. Åñëè ìåòðèêà d � âíóòðåííÿÿ, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ε è ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ε-ñåðåäèíà, òî åñòü òàêàÿ
òî÷êà z, ÷òî |2d(x, z) − d(x, y)| ≤ ε è |2d(y, z) − d(x, y)| ≤ ε. Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè 2r > d(x, y), òî øàðû Br(x) è Br(y) èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåãî x è y è òàêîãî, ÷òî
L(γ) − d(x, y) ≤ ε, ïîâòîðèì òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû. ¤
Óïðàæíåíèå 2.4.11. Ïóñòü ìåòðèêà d � âíóòðåííÿÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè r1 + r2 > d(x, y), òî øàðû Br1(x) è Br2(y) èìåþò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Â íåêîòîðîì ñìûñëå îíî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ñ ïîìîùüþ
(äîñòàòî÷íî ÷àñòîé) ïóíêòèðíîé ëèíèè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè âìåñòî
òîãî, ÷òîáû èçìåðÿòü åãî, ñîåäèíÿÿ òî÷êè ïóòÿìè. (Ñðàâíèòå òàêæå ñ
îïðåäåëåíèåì 2.3.1).
Ñëåäñòâèå 2.4.12. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è ëþáûõ äâóõ òî÷åê
x, y â ïðîñòðàíñòâå X ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé d ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1 = x, x2, . . . , xk = y, ÷òî
êàæäûå äâå ñîñåäíèå òî÷êè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε-áëèçêè (òî
åñòü d(xi, xi+1) ≤ ε äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k−1) è

∑k−1
i=1 d(xi, xi+1) = d(x, y).
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Äëÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîëæíà
áûòü çàìåíåíà íà ñëåäóþùóþ:

∑k−1
i=1 d(xi, xi+1)− d(x, y) ≤ ε.

Óïðàæíåíèå 2.4.13. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X, d) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X è ÷èñëà r < d(x, y) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
dist(y, Br(x)) = d(x, y)− r. Äîêàæèòå ýòî.
Óïðàæíåíèå 2.4.14. Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì
ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X � âíóòðåííÿÿ, è ïóñòü f : X → Y � ëîêàëüíî
ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà C. Äîêàæèòå, ÷òî f
ëèïøèöåâî ñ òîé æå êîíñòàíòîé.
Óïðàæíåíèå 2.4.15. Ïóñòü A � ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé d. Òîãäà d èíäóöèðóåò íà A
(êîíå÷íóþ) âíóòðåííþþ ìåòðèêó dA. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ òî÷êà p ∈ A
èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U ⊂ A, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê p, q ∈ U ìû
èìååì d(p, q) = dA(p, q).

2.4.4. Ïîëíûå âíóòðåííèå ìåòðèêè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáðàòíîå
ëåììå 2.4.8 óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî: èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñåðåäèí (ñîîòâåòñòâåííî,
ε-ñåðåäèí) â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííåé (ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííåé). Òàêèì îáðàçîì,
ìû èìååì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Òåîðåìà 2.4.16. Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1. Åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ñåðåäèíà, òî
ìåòðèêà d � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ.

2. Åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
ε-ñåðåäèíà, òî ìåòðèêà d � âíóòðåííÿÿ.

Èç ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäñòâèå, êîòîðîå äàåò óäîáíûé
êðèòåðèé âíóòðåííåé ìåòðèêè.
Ñëåäñòâèå 2.4.17. Ìåòðèêà ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε
è ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê x1 = x1, x2, . . . , xk = y, ÷òî ëþáûå äâå ñîñåäíèå òî÷êè â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε-áëèçêè (òî åñòü, d(xi, xi+1) ≤ ε äëÿ âñåõ i =
1, . . . , k − 1) è

∑k−1
i=1 d(xi, xi+1) < d(x, y) + ε.

Ýòî ñëåäñòâèå óòâåðæäàåò, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ε ìîæíî ïîïàñòü èç îäíîé èç ýòèõ òî÷åê â äðóãóþ ïðè ïîìîùè ñåðèè
ïðûæêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ êîðî÷å ε, è ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ äëèíà
ýòèõ ïðûæêîâ íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïëþñ ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.16. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x è y
ñóùåñòâóþò òàêèå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå x è y, ÷òî èõ äëèíû ïðèáëèæàþò
ðàññòîÿíèå d(x, y) ñ ëþáîé çàðàíåå çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Â ñëó÷àå ñòðîãî
âíóòðåííåé ìåòðèêè ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü, äëèíà
êîòîðîãî â òî÷íîñòè ðàâíà d(x, y). Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå äëÿ ñòðîãî
âíóòðåííèõ ìåòðèê; ìîäèôèöèðîâàòü ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ
îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ìû ïîñòðîèì òàêîé ïóòü γ : [0, 1] → X ìåæäó x è y, ÷òî γ(0) = x,
γ(1) = y è L(γ) = d(x, y). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ìû çàäàäèì çíà÷åíèÿ γ
âî âñåõ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ (òî åñòü, â òî÷êàõ âèäà k/2m äëÿ
íàòóðàëüíûõ k, m). Çàòåì ìû ïðîäîëæèì ýòî ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîå
îòîáðàæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè; òîëüêî ýòîò øàã äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåò
ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà (X, d).

Ïóòü ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó
ìåæäó x è y. Ïîñêîëüêó òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèþ òåîðåìû,
âûáåðåì åå â êà÷åñòâå γ(1/2). Òåïåðü ïîìåñòèì γ(1/4) â ñåðåäèíó
ìåæäó x = γ(0) è γ(1/2), à γ(3/4) � â ñåðåäèíó ìåæäó γ(1/2) è
y = γ(1). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû îïðåäåëèì γ äëÿ âñåõ äâîè÷íî
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê èç [0, 1].

Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê t è t′ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(2.1) d(γ(t), γ(t′)) ≤ |t− t′| · d(x, y).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå γ, îïðåäåëåííîå íà
ìíîæåñòâå äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì. Òàê êàê
X � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî è ìíîæåñòâî äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê
ïëîòíî â ïðîìåæóòêå [0, 1], òî ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
íà âåñü ïðîìåæóòîê [0, 1] (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.5.9). Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷èëè ïóòü γ : [0, 1] → X, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y. Òåïåðü èç (2.1)
ñëåäóåò, ÷òî L(γ) = d(x, y). ¤

Â ñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ ÷èòàòåëü ìîæåò óâèäåòü. êàê ðàáîòàþò
ýòè ðåçóëüòàòû.

Óïðàæíåíèå 2.4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ñíîâà ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Óïðàæíåíèå 2.4.19. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî è {dn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíóòðåííèõ ìåòðèê íà X,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê ìåòðèêå d (íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè íà X × X, òàê ÷òî ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè çäåñü
ïðèìåíèìî). Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêà d òàêæå âíóòðåííÿÿ.
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2.5. Êðàò÷àéøèå
2.5.1. Êðèâûå è íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè. Âàæíî ïîìíèòü,
÷òî, ãîâîðÿ î ïóòÿõ, ìû èìååì â âèäó îòîáðàæåíèÿ, à íå îáðàçû. Â
ñàìîì äåëå, îáðàç íåïðåðûâíîãî ïóòè ìîæåò äàæå çàïîëíÿòü äèñê;
äâà ïóòè, èäóùèå ïî îêðóæíîñòè è îáõîäÿùèå åå ðàçëè÷íîå ÷èñëî
ðàç, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû è, â ÷àñòíîñòè, èìåþò ðàçíûå äëèíû. Òåì
íå ìåíåå, ïîñëå çàìåíû ïàðàìåòðà ñ ïîìîùüþ ñòðîãî âîçðàñòàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ ïóòü ïî-ïðåæíåìó îáõîäèò òîò æå ñàìûé íàáîð òî÷åê,
ïðè÷åì â òàêîì æå ïîðÿäêå; äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïóòåøåñòâóåì ïî òîé
æå �äîðîãå� â òîì æå ñàìîì íàïðàâëåíèè. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
òàêîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðèçàöèè íå ìåíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Ýòî íàáëþäåíèå ïîäñêàçûâàåò èäåþ ðàññìàòðèâàòü êðèâóþ êàê êëàññ
ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé ïðè ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè:
ïóòè γ1 : I1 → X è γ2 : I2 → X ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
ñòðîãî âîçðàñòàþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ èç I1 íà I2, ÷òî γ1 =
γ2 ◦ ϕ. (Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.)
Îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé òàêîå îïðåäåëåíèå ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíî.
Åñëè ïóòü ïîñòîÿíåí íà íåêîòîðîé ÷àñòè ïðîìåæóòêà (òî åñòü äâèæåíèå
çàìèðàåò â òî÷êå íà íåêîòîðîå âðåìÿ), òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò ñ ëþáûì
ïóòåì, ïîëó÷åííûì èç ýòîãî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïàðàìåòðà. Ìû õîòèì,
÷òîáû òàêîé ïóòü áûë ýêâèâàëåíòåí ëþáîìó ïóòè, êîòîðûé ïðîõîäèò
ïî òåì æå òî÷êàì è â òîì æå ïîðÿäêå, íî íå äåëàåò îñòàíîâîê. ×òîáû
äîáèòüñÿ ýòîãî, ìû äîïóñòèì íåñòðîãî ìîíîòîííûå çàìåíû ïåðåìåííîé.
Ýòî ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Íåïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ èëè ïðîñòî êðèâàÿ
åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: ïóòè γ1 : I1 →
X è γ2 : I2 → X ýêâèâàëåíòíû âñÿêèé ðàç, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
íåóáûâàþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ èíòåðâàëà I1 íà I2, ÷òî γ1 =
γ2 ◦ ϕ.

Ïóòè (ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) òîæå íàçûâàþòñÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿìè êðèâîé, à ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó � ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿìè.

Òåðìèí �êðèâàÿ� èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ íåïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ,
òàê è äëÿ èõ ïàðàìåòðèçàöèé (òî åñòü ïóòåé). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ñëîâî �êðèâàÿ� ôîðìàëüíî îçíà÷àåò òî æå, ÷òî �ïóòü�. Îäíàêî ïåðâîå
áîëåå ïðèåìëåìî, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñâîéñòâàõ, íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà
ïàðàìåòðèçàöèè.
Çàìå÷àíèå 2.5.2. Íåñòðîãî ìîíîòîííûå çàìåíû ïàðàìåòðà ñàìè ïî
ñåáå íå äàþò îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (èç-çà îòñóòñòâèÿ îáðàòíîé
çàìåíû). Èìåííî ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,
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ïîðîæäåííîå ýòèì îòíîøåíèåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà ïóòè γ è γ̄
ýêâèâàëåíòíû (ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå êðèâóþ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé γ1, γ2, . . . , γn,
÷òî γ1 = γ, γn = γ̄ è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n − 1 ëèáî γi ïîëó÷àåòñÿ
èç γi+1, ëèáî γi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç γi ïðè ïîìîùè íåóáûâàþùåé çàìåíû
ïàðàìåòðà. Ýòî îïèñàíèå ìîæíî óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
óïðàæíåíèÿ.
Óïðàæíåíèå 2.5.3. Íàçîâåì ïóòü γ : I → X áåçîñòàíîâî÷íûì, åñëè íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî ïðîìåæóòêà [a, b] ⊂ I, ÷òî a 6= b è ñóæåíèå ïóòè γ íà
[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) Êàæäàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò áåçîñòàíîâî÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.
Ïîäñêàçêà. Ðàññóæäàÿ ôîðìàëüíî, äëÿ ïóòè γ : I → X ðàññìîòðèòå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà I: y ∼ y′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïóòü γ ïîñòîÿíåí íà [y, y′]. Ïîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî J = I/ ∼
ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó. Çàòåì çàìåòüòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå γ̃ : J → X òàêîå, ÷òî γ = γ̃ ◦ π, ãäå π �
êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ I íà J è ïóòü γ̃ ÿâëÿåòñÿ áåçîñòàíîâî÷íûì è
íåïðåðûâíûì. (Ãðóáî ãîâîðÿ, J ïîëó÷àåòñÿ èç I âûáðàñûâàíèåì âñåõ
èíòåðâàëîâ, ãäå ïóòü ïîñòîÿíåí, è ñêëåèâàíèåì êîíöîâ ïîëó÷åííûõ
äûðîê.)

(b) Äâà ïóòè γ1 : I1 → X è γ2 : I2 → X ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü γ : J → X è òàêèå çàìåíû
ïåðåìåííîé ϕ1 : I1 → J è ϕ2 : I2 → J , ÷òî γi = γ ◦ ϕi.

Ïîäñêàçêà. Âîçüìèòå â êà÷åñòâå γ áåçîñòàíîâî÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.
(c) Äâà ïóòè γ1 : I1 → X è γ2 : I2 → X ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê J è çàìåíû ïàðàìåòðà ϕi : J → Ii

(i = 1, 2) òàêèå, ÷òî γ1 ◦ ϕ1 = γ2 ◦ ϕ2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé èìåþò îäèíàêîâûå
äëèíû (ïðîâåðüòå ýòî). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êðèâóþ è åå ïàðàìåòðèçàöèþ
îäíîé è òîé æå áóêâîé.
Îïðåäåëåíèå 2.5.4. Êðèâàÿ γ : [a, b] → X íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè
ïðîîáðàçîì ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðîñòîé êðèâîé âîçìîæíà îñòàíîâêà â òî÷êå íà
íåêîòîðîå âðåìÿ, íî ïîêèíóâ ýòó òî÷êó, ìû íèêîãäà íå âîçâðàùàåìñÿ
â íåå íàçàä. Ãðóáî ãîâîðÿ, îáðàç ïðîñòîãî ïóòè � ýòî �êðèâàÿ áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé�. Ñëåäóþùåå î÷åíü ïðîñòîå óïðàæíåíèå ïîäòâåðæäàåò
êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.
Óïðàæíåíèå 2.5.5. Åñëè êàêàÿ ëèáî ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé, òî òàêîâû æå è âñå äðóãèå åå ïàðàìåòðèçàöèè.
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Óïðàæíåíèå 2.5.6. Åñëè äâå ïðîñòûå êðèâûå èìåþò îäèí è òîò æå
îáðàç, òî îíè ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè t 7→ −t.

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � âûáðàòü ñàìóþ óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
äëÿ êàæäîé êðèâîé. Òàêèå ïàðàìåòðèçàöèè àíàëîãè÷íû äâèæåíèþ ñ
åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ â ìåõàíèêå èëè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 2.5.7. Ïàðàìåòðèçàöèÿ γ : I → X íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé,
åñëè L(γ, t, t′) = t− t′ äëÿ âñåõ t, t′ ∈ I.

Çàìå÷àíèå 2.5.8. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ γ ÿâëÿåòñÿ
íàòóðàëüíîé, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî L(γ, a, t) = t−a äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
a è âñåõ t. Ýòî âûòåêàåò èç ôîðìóëû: L(γ, t, t′) = L(γ, a, t′)− L(γ, a, t).

Ïîýòîìó äðóãîå íàçâàíèå äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè � ïàðàìåòðèçàöèÿ
äëèíîé äóãè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòðèçàöèÿ γ(t) ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé,
åñëè

d

dt
L(γ, a, t) = 1.

Åå ìîæíî íàçâàòü ïàðàìåòðèçàöèåé ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ. Áîëåå îáùî,
ìû ãîâîðèì î ïàðàìåòðèçàöèè γ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, åñëè
L(γ, t, t′) = v(t− t′) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t, t′.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò
íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.9. Êàæäàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ γ : [a, b] → X
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå γ = γ̄ ◦ ϕ, ãäå γ̄ : [0, L(γ)] →
X � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ è ϕ � íåóáûâàþùåå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ïðîìåæóòêà [a, b] íà ïðîìåæóòîê [0, L(γ)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ϕ òðèâèàëüíà: ïóñòü γ̄(τ) � òàêàÿ
òî÷êà íà (îáðàçå) γ, ÷òî äëèíà ó÷àñòêà êðèâîé γ ìåæäó åå íà÷àëîì è
ýòîé òî÷êîé ðàâíà τ . Ýòî ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
ϕ(t) = L(γ, a, t) äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ áóäåò íåóáûâàþùåé
è íåïðåðûâíîé (ïî íåïðåðûâíîñòè äëèíû). Ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé �
ïðîìåæóòîê [0, L(γ)]. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ τ ∈ [0, L(γ)] âûáåðåì
t ∈ [a, b] òàê, ÷òîáû ϕ(t) = τ è ïîëîæèì γ̄(τ) = γ(t). Òî÷êà γ̄(τ) íå
çàâèñèò îò âûáîðà t. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(t) = ϕ(t′), òî γ(t) = γ(t′),
òàê êàê L(γ, t, t′) = ϕ(t′)− ϕ(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå γ̄ : [0, L(γ)] → X.
Ðàâåíñòâî γ = γ̄ ◦ ϕ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå γ̄ äåéñòâèòåëüíî ïóòü (òî åñòü íåïðåðûâíî)
è ïðèòîì � ïàðàìåòðèçîâàííûé äëèíîé äóãè. ×òîáû äîêàçàòü ïåðâîå,
ïîëîæèì τ1 = ϕ(t1), τ2 = ϕ(t2). Òîãäà γ̄(τ1) è γ̄(τ2) � êîíöû ïóòè
γ|[t1,t2]. Äëèíà ýòîãî ïóòè ðàâíà L(γ, t1, t2) = ϕ(t2) − ϕ(t1) = τ2 − τ1.
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Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè ïóòè íå áîëüøå, ÷åì åãî äëèíà,
ìû ïîëó÷àåì d(γ̄(τ1), γ̄(τ2)) ≤ |τ1 − τ2|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî γ̄ ÿâëÿåòñÿ
íåðàñòÿãèâàþùèì è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Áîëåå
òîãî, γ|[t1,t2] ÿâëÿåòñÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé ïóòè γ̄|[τ1,τ2] è, ñëåäîâàòåëüíî,
L(γ̄, τ1, τ2) = L(γ, t1, t2) = τ2 − τ1. Òàêèì îáðàçîì, γ̄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. ¤

Óïðàæíåíèå 2.5.10. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé
åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà [a, b] → [a + c, b + c] : t 7→ t + c.

Óïðàæíåíèå 2.5.11. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà v > 0 ëþáàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ
êðèâàÿ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ÿâëÿåòñÿ (òðèâèàëüíûì) ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ
2.5.9.

Óïðàæíåíèå 2.5.12. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ãîìåîìîðôíî
îòðåçêó, òî îíî èçîìåòðè÷íî îòðåçêó.

Ýòî ñëåäñòâèå îáíàðóæèâàåò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò: îäíîìåðíàÿ âíóòðåííÿÿ
ãåîìåòðèÿ òðèâèàëüíà, òàê êàê âíóòðåííèå ìåòðèêè íà ïðÿìîé ëîêàëüíî
íåðàçëè÷èìû! Ìû óâèäèì, ÷òî óæå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè ñîâåðøåííî
îòëè÷íû â ýòîì îòíîøåíèè. Ìåæäó ïðî÷èì, õîòÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà
íà R ïî ñóùåñòâó åäèíñòâåííà, íà R ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ
ìåòðèê, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
ìåòðèêó d(x, y) =

√
|x− y| (ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî ðàçíûõ, çàìåíÿÿ

êâàäðàòíûé êîðåíü äðóãèìè âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè). Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà,
èíäóöèðîâàííàÿ ýòîé ìåòðèêîé, âñþäó áåñêîíå÷íà.

2.5.2. Ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøèõ. Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü,
÷òî ïîëíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âíóòðåííåé, òî åñòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè åñòü êðàò÷àéøèé
ïóòü.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 2.5.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ê êðèâîé γ, åñëè ýòè êðèâûå äîïóñêàþò ïàðàìåòðèçàöèè (ñ îáùåé
îáëàñòüþ çàäàíèÿ), êîòîðûå ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè
êðèâîé γ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êðèâûõ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííîé äëèíû, ëåæàùèõ â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå, êîìïàêòíî
îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ýòî � âàðèàíò òåîðåìû Àðöåëà�
Àñêîëè î êîìïàêòíîñòè èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
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Òåîðåìà 2.5.14 (Òåîðåìà Àðöåëà�Àñêîëè). Â êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ, äëèíû êîòîðûõ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû, ñîäåðæèò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé êðèâîé γi ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, çàäàííàÿ íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå [0, 1]. Ðàâíîìåðíàÿ
îãðàíè÷åííîñòü äëèí êðèâûõ γi îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè òàêèõ ïàðàìåòðèçàöèé
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Â ñâîþ î÷åðåäü èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî C < ∞
(2.2) d(γi(t), γi(t′)) ≤ L(γ, t, t′) ≤ C|t− t′|
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i è âñåõ t, t′ ∈ [0, 1].

Ïóñòü S = {tj} � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîìåæóòêà
[0, 1]. Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ Êàíòîðà, ìîæíî íàéòè òàêóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γni} èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî
j ∈ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γni(tj)} ñõîäèòñÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñàìà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γni} ñõîäèòñÿ; ÷òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ,
ìû áóäåì ñ÷èòàòü (ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè), ÷òî ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü �
ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi}, òî åñòü ÷òî äëÿ ëþáîãî tj ñóùåñòâóåò
ïðåäåë limi→∞ γi(tj).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi(t)}
ñõîäèòñÿ, ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Âûáåðåì òàêîå tj ∈ S, ÷òî |t − tj | < ε/C, à
çàòåì � òàêîå N ∈ N, ÷òî d(γi(tj), γk(tj)) < ε äëÿ âñåõ i, k > N . Òîãäà

d(γi(t), γk(t)) ≤ d(γi(t), γi(tj)) + d(γi(tj), γk(tj)) + d(γk(tj), γk(t)) ≤ 3ε.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî {γi(t)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü γ(t) = limj→∞ γj(ti).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.2), ïîëó÷àåì
(2.3) d(γ(t), γ(t′)) ≤ C|t− t′|,
ñëåäîâàòåëüíî, γ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi} ñõîäèòñÿ ê γ ðàâíîìåðíî.
Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Âîçüìåì íàòóðàëüíîå N > 4C

ε è âûáåðåì M òàêèì,
÷òî d(γ(k/N), γi(k/N)) < ε/2 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , N è âñåõ i > M .
Òàêîé âûáîð âîçìîæåí, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi} ñõîäèòñÿ ê
γ ïîòî÷å÷íî. Êîìáèíèðóÿ (2.2) ñ (2.3), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî, äëÿ ëþáîãî
0 ≤ t ≤ 1 è k/N ≤ t ≤ (k + 1)/N , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

d(γ(t), γi(t)) ≤ C|t− k/N |+ ε/2 + C|t− k/N | ≤ ε

äëÿ âñåõ i > M . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû óæå ãîâîðèëè î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ, ýòî
êëþ÷åâîå ïîíÿòèå çàñëóæèâàåò ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 2.5.15. Êðèâàÿ γ : [a, b] → X íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé,
åñëè åå äëèíà ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ êðèâûõ ñ òåìè æå êîíöàìè;
äðóãèìè ñëîâàìè, L(γ1) ≥ L(γ) äëÿ ëþáîé êðèâîé γ1, ñîåäèíÿþùåé γ(a)
è γ(b).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáîé ó÷àñòîê êðàò÷àéøåé òîæå ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé (ïðîâåðüòå ýòî).
Çàìå÷àíèå 2.5.16. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ïðåäûäóùåå
îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: êðèâàÿ γ : [a, b] → X
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äëèíà ðàâíà
ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå êîíöàìè: L(γ) = d(γ(a), γ(b)).

Êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè îáëàäàþò
ðÿäîì ïðèÿòíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà. Âîò îäíî èç òàêèõ ñâîéñòâ.
Ïðåäëîæåíèå 2.5.17. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàò÷àéøèõ γi â
ïðîñòðàíñòâå (X, d) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñõîäèòñÿ ïðè i →∞ ê
êðèâîé γ, òî γ � òîæå êðàò÷àéøàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîíöû êðèâûõ γi ñõîäÿòñÿ ê êîíöàì γ è
äëèíà êàæäîé èç êðèâûõ γi ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå êîíöàìè, òî
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî L(γi) → d(x, y), ãäå x, y � êîíöû êðèâîé γ. Â ñèëó
ïîëóíåïðåðûâíîñòè äëèíû ñíèçó

L(γ) ≤ lim
i→∞

L(γi) = d(x, y).

¤
Óïðàæíåíèå 2.5.18. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäåë
êðàò÷àéøèõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà R2 \ {0} ïîêàçûâàåò, ÷òî êðàò÷àéøåé ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè ìîæåò è íå áûòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ ìåæäó äâóìÿ äàííûìè òî÷êàìè:
íàïðèìåð, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû ñîåäèíèìû
êîíòèíóóìîì êðàò÷àéøèõ.

Ñîãëàøåíèå. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [x, y] äëÿ êðàò÷àéøåé
ìåæäó òî÷êàìè x è y. Ýòî óäîáíî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèáî òàêàÿ êðàò÷àéøàÿ
åäèíñòâåííà, ëèáî íåâàæíî, êàêàÿ èç êðàò÷àéøèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ýòî
îáîçíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèì îáîçíà÷åíèåì îòðåçêîâ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé
ìåòðèêè.
Ïðåäëîæåíèå 2.5.19. Ïóñòü (X, d) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, è ïóñòü òî÷êè x, y ∈ X ñîåäèíèìû õîòÿ áû îäíîé ñïðÿìëÿåìîé
êðèâîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ ìåæäó x è y.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Linf èíôèìóì äëèí ñïðÿìëÿåìûõ
êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ x è y. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êðèâûõ {γi} ñî ñâîéñòâîì L(γi) → Linf . Ïî òåîðåìå 2.5.14 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{γi} ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γi} ñõîäèòñÿ ê êðèâîé
γ. Òîãäà γ èìååò òå æå ñàìûå êîíöû è, â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè äëèíû
ñíèçó, L(γ) ≤ lim L(γi) = Linf . Òàêèì îáðàçîì, L(γ) = Linf . ¤

Ñëåäñòâèå 2.5.20. Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) îãðàíè÷åííî
êîìïàêòíî. Òîãäà, åñëè òî÷êè x, y ∈ X ìîæíî ñîåäèíèòü ñïðÿìëÿåìîé
êðèâîé, òî ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ ìåæäó x è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � äëèíà êàêîé-íèáóäü ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé,
ñîåäèíÿþùåé x è y. Çàìåòèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ, òàê æå êàê è ëþáàÿ
áîëåå êîðîòêàÿ êðèâàÿ ñ òåìè æå êîíöàìè, ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì
ìåòðè÷åñêîì øàðå ðàäèóñà L ñ öåíòðîì â òî÷êå x, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøåé òîëüêî â ýòîì øàðå. Òàê êàê
çàìêíóòûé øàð êîìïàêòåí, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

¤

Îïðåäåëåíèå 2.5.21. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X èìååò ïðåäêîìïàêòíóþ
îêðåñòíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.22. Â ïîëíîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
(X, d) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êàæäûé çàìêíóòûé øàð â X êîìïàêòåí
(è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî X îãðàíè÷åííî êîìïàêòíî).

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðåäëîæåíèè ñóùåñòâåííî, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè ðàâíû 1, ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî, íî çàìêíóòûé åäèíè÷íûé
øàð â òàêîì ïðîñòðàíñòâå íå êîìïàêòåí, åñëè òîëüêî ïðîñòðàíñòâî íå
êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5.22. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
x ∈ X. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàìêíóòûé øàð B̄r(x) êîìïàêòåí äëÿ
íåêîòîðîãî r, òî øàð B̄ρ(x) êîìïàêòåí äëÿ ëþáîãî ρ < r. Ïîëîæèì

R = sup{r > 0: øàð B̄r(x) êîìïàêòåí}.
Òàê êàê òî÷êà x èìååò ïðåäêîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü, òî R > 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî R < ∞ è îáîçíà÷èì øàð B̄R(x) ÷åðåç B.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî øàð B êîìïàêòåí. Òàê êàê B � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 øàð B ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ε-ñåòü. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ε < R. Ïóñòü B′ îçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð B̄R−ε/3(x). Ýòîò øàð
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êîìïàêòåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò êîíå÷íóþ (ε/3)-ñåòü S. Ïóñòü
y ∈ B. Òàê êàê X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ìû èìååì
dist(y, B′) ≤ ε/3. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà y′ ∈ B′, äëÿ êîòîðîé
d(y, y′) < ε/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dist(y′, S) ≤ ε/2, ñëåäîâàòåëüíî
dist(y, S) < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ øàðà B, è òàêèì
îáðàçîì ìû äîêàçàëè êîìïàêòíîñòü B.

Êàæäàÿ òî÷êà y ∈ B èìååò ïðåäêîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü Uy. Âûáåðåì
êîíå÷íûé íàáîð òàêèõ îêðåñòíîñòåé {Uy}y∈Y , ïîêðûâàþùèé B. Îáúåäèíåíèå
U =

⋃
y∈Y Uy ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ B. Åùå ðàç

èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòü B, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå ε > 0, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü B ñîäåðæèòñÿ â U . Ïîñêîëüêó
X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ε-îêðåñòíîñòü øàðà B ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé øàð BR+ε(x) ñ çàìûêàíèåì B̄R+ε(x). Ïîýòîìó øàð B̄R+ε(x) êîìïàêòåí.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó R.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî R < ∞, ëîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî
R = ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå øàðû ñ öåíòðîì â x êîìïàêòíû. ¤

Êîìáèíèðóÿ ïðåäëîæåíèå 2.5.22 ñ ïðåäûäóùèì ñëåäñòâèåì, 2.5.20,
ìû ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà.
Òåîðåìà 2.5.23. Ïóñòü (X, d) � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñò-
ðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Òîãäà åãî ìåòðèêà � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X òàêèõ, ÷òî d(x, y) < ∞,
ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ γ, ñîåäèíÿþùàÿ x è y, òî åñòü òàêàÿ êðèâàÿ
γ : [a, b] → X, ÷òî γ(a) = x, γ(b) = y è L(γ) = d(x, y).

Ïðèìåð R2 \ {0} ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáîâàíèå ïîëíîòû â ýòîé òåîðåìå
ñóùåñòâåííî. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè:
Óïðàæíåíèå 2.5.24. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
(êîíå÷íîé) ìåòðèêîé, â êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèõ ìåæäó
íåêîòîðûìè òî÷êàìè.

Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, íà
ñàìîì äåëå ìîæíî óáðàòü.
Óïðàæíåíèå 2.5.25. Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (íå îáÿçàòåëüíî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé). Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ ìåæäó x è y.

Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 ìíîæåñòâî òî÷åê,
êîòîðûå ñîåäèíèìû ñ x êðèâîé ñ äëèíîé ìåíüøå R, ïðåäêîìïàêòíî.
Äðóãèìè ñëîâàìè, øàðû èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ
ïðåäêîìïàêòíûìè â òîïîëîãèè èñõîäíîé ìåòðèêè (!). ×òîáû äîêàçàòü
ýòî, ìîäèôèöèðóéòå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5.22.
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Óïðàæíåíèå 2.5.26. Âåðíî ëè, ÷òî ïîïîëíåíèå ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ëîêàëüíî êîìïàêòíî?

2.5.3. Ãåîäåçè÷åñêèå è òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà.
Îïðåäåëåíèå 2.5.27. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Êðèâàÿ γ : I → X íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ I
ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê J ∈ I, ñîäåðæàùèé îêðåñòíîñòü òî÷êè t â
I è òàêîé, ÷òî êðèâàÿ γ|J ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ãåîäåçè÷åñêàÿ � ýòî êðèâàÿ, êîòîðàÿ ëîêàëüíî ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå.

Ïðèìåð ñôåðû ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ãåîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëþáîé ó÷àñòîê äóãè
áîëüøîãî êðóãà íà ñôåðå � ãåîäåçè÷åñêàÿ, îí íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé,
åñëè îí äëèííåå ïîëîâèíû ýêâàòîðà. Õîòÿ ïðèìåð ñôåðû íàâîäèò íà
ìûñëü, ÷òî êðàò÷àéøàÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äîëæíà áûòü åäèíñòâåííîé
õîòÿ áû ëîêàëüíî, ýòî òîæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
ïîâåðõíîñòü êóáà â R3 ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé
îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü âåðøèíû ñîäåðæèò òî÷êè, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ìåæäó
ñîáîé äâóìÿ êðàò÷àéøèìè. Îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì è äðóãîå åñòåñòâåííîå
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðåäåë ãåîäåçè÷åñêèõ � ãåîäåçè÷åñêàÿ. Ïîñòðîéòå
êîíòðïðèìåð ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ íà ïîâåðõíîñòè êóáà. Ïîçæå ìû
óâèäèì, ÷òî òàêèå ÿâëåíèÿ âûçâàíû íåãëàäêîñòüþ ïîâåðõíîñòè, è òàêîãî
íèêîãäà íå ñëó÷àåòñÿ â ãëàäêèõ ïðèìåðàõ.

ßñíî, ÷òî êðàò÷àéøàÿ âñåãäà äîïóñêàåò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
è, ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

Èíòóèòèâíî, ïðîñòðàíñòâî íå ïîëíî, åñëè â íåì íå õâàòàåò êàêîé-
íèáóäü òî÷êè. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòñóòñòâèå òî÷êè ìîæíî âûÿâèòü,
äâèãàÿñü ïî ãåîäåçè÷åñêîé, êîòîðàÿ äîëæíà áûëà áû çàêîí÷èòüñÿ â
ýòîé òî÷êå: èíòåðâàë, íà êîòîðîì íàøå äâèæåíèå åùå îïðåäåëåíî,
îêàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòûì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçàöèþ
ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ìû îáîáùèì ïîíÿòèå êðàò÷àéøåé
òàê, ÷òîáû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ïóòè, îïðåäåëåííûå íà íåçàìêíóòûõ
èíòåðâàëàõ. À èìåííî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ γ : I → X (ãäå I �
èíòåðâàë â R, à X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé,
èëè ìèíèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè åå ñóæåíèå íà ëþáîé çàìêíóòûé
ïîäèíòåðâàë [a, b] ⊂ I ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.5.15.
Òåîðåìà 2.5.28 (Òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà�Êîí-Ôîññåíà). Äëÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñëåäóþùèå ÷åòûðå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî.
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(ii) Ïðîñòðàíñòâî X îãðàíè÷åíî êîìïàêòíî, òî åñòü êàæäûé
çàìêíóòûé ìåòðè÷åñêèé øàð â X êîìïàêòåí.

(iii) Êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [0, a) → X ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà
äî íåïðåðûâíîãî ïóòè γ : [0, a] → X.

(iv) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà p ∈ X, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ
γ : [0, a) → X ñ γ(0) = p ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî íåïðåðûâíîãî
ïóòè γ : [0, a] → X.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Õîïôà-Ðèíîâà, êîòîðàÿ
ïåðâîíà÷àëüíî áûëà äîêàçàíà òîëüêî â ãëàäêîì ñëó÷àå, òî åñòü äëÿ
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Çàìå÷àíèå 2.5.29. Ïî òåîðåìå 2.5.23, èç óñëîâèé (i)�(iv) ñëåäóåò, ÷òî
ëþáûå äâå òî÷êè ñîåäèíèìû êðàò÷àéøåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èìïëèêàöèè (ii) =⇒ (i) =⇒ (iii) =⇒ (iv)
ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïðîñòûõ óïðàæíåíèé. Äîêàæåì,
÷òî èç (iv) ñëåäóåò (ii). Áóäåì ñëåäîâàòü òîé æå îáùåé ñõåìå, ÷òî è
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.5.22. Îäíàêî äåòàëè áóäóò ñëîæíåå,
ïîñêîëüêó çäåñü ìû íå ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîëíîòîé. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
òîëüêî ñâîéñòâî (iv), à ýòî ïîòðåáóåò áîëåå òîíêèõ ðàññóæäåíèé.

Ïîñêîëüêó X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, äîñòàòî÷íî ìàëûå çàìêíóòûå
øàðû Br(p) êîìïàêòíû. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî (òî åñòü ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ñóùåñòâóþò íåêîìïàêòíûå çàìêíóòûå øàðû), ïîëîæèì

R = sup{ r : øàð Br(p) êîìïàêòåí }
è äîïóñòèì, ÷òî R < ∞. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.

1. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî îòêðûòûé øàð BR(p) ïðåäêîìïàêòåí.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}
òî÷åê ýòîãî øàðà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïðåäåë
êîòîðîé íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ýòîìó øàðó). Ïîëîæèì ri =
d(p, xi). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ri → R ïðè i → ∞; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó
{xi} åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â øàðå Br(p), ãäå r < R,
è òîãäà ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ýòîò
ìåíüøèé øàð êîìïàêòåí (ïî âûáîðó R).

Ïóñòü γi : [0, ri] → X � (íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ) êðàò÷àéøàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ p ñ xi. Òàêàÿ êðàò÷àéøàÿ ñóùåñòâóåò, òàê êàê xi ïðèíàäëåæèò
êîìïàêòíîìó øàðó ñ öåíòðîì â òî÷êå p (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà
2.5.20). Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γi} ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
â êîòîðîé ñóæåíèÿ ïóòåé íà ïðîìåæóòîê [0, r1] ñõîäÿòñÿ. Èç ýòîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáåðåì ñëåäóþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé,
ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà ïðîìåæóòîê [0, r2] ñõîäÿòñÿ, è òàê äàëåå. Çàòåì
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êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ (òî åñòü âûáîð n-ãî ýëåìåíòà èç n-
îé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ n = 1, 2, . . . ) äàåò òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{γin}, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, R) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γin(t)} ñõîäèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå X. (Áîëåå òî÷íî, òî÷êè γin(t) îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n è îáðàçóþò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.)

Ïîëîæèì γ(t) = lim γin(t); òîãäà γ : [0, R) → X ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì
îòîáðàæåíèåì è êðàò÷àéøåé (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5.17). Ñîãëàñíî (iv),
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå γ : [0, R] → X. Ëåãêî âèäåòü (óï-
ðàæíåíèå!), ÷òî òî÷êè xin (òî åñòü êîíöû íàøèõ ñõîäÿùèõñÿ êðèâûõ
{γin}) ñõîäÿòñÿ ê γ(R).

2. Òàê êàê îòêðûòûé øàð BR(p) ïðåäêîìïàêòåí, çàìêíóòûé øàð
BR(p) êîìïàêòåí. (Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
çàìêíóòûé øàð ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îòêðûòîãî
øàðà.) Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî øàð BR+ε(p) ïðåäêîìïàêòåí äëÿ íåêîòîðîãî
ε > 0. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ BR(p) ñóùåñòâóåò òàêîå r(x) > 0, ÷òî øàð Br(x)(x) ïðåäêîìïàêòåí.
Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Br(xi)(xi) èç ïîêðûòèÿ BR(x) ýòèìè
øàðàìè. Îáúåäèíåíèå ýòèõ øàðîâ ïðåäêîìïàêòíî è ñîäåðæèò øàð
BR+ε(p) ïðè ε = min ri > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó R. ¤

2.6. Äëèíà è ìåðà Õàóñäîðôà
Íàïîìíèì, ÷òî äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè. Ýòîò
ôàêò íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî äëèíà ïðîñòîé êðèâîé ìîæåò áûòü
âîññòàíîâëåíà ïî åå îáðàçó â ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ïî ìíîæåñòâó òî÷åê,
÷åðåç êîòîðûå îíà ïðîõîäèò. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëèíà
ïðîñòîé êðèâîé â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíà îäíîìåðíîé ìåðå Õàóñäîðôà
µ1 îáðàçà ýòîãî ïóòè. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîðìàëèçóþùàÿ
êîíñòàíòà C(1) äëÿ ìåðû Õàóñäîðôà ðàâíà 1 (îïðåäåëåíèå è ýëåìåíòàðíûå
ñâîéñòâà ìåðû Õàóñäîðôà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå 1.7).
Ëåììà 2.6.1. Åñëè X � ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî
µ1(X) ≥ diamX.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îáùåå íàáëþäåíèå: â îïðåäåëåíèè ìåðû Õàóñäîðôà
ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ïîêðûòèÿìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Si. Â
ñàìîì äåëå, ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå {Si} ìîæåò áûòü çàìåíåíî îòêðûòûì
ïîêðûòèåì {S′i}, ãäå

S′i = Uδ/2i(Si) := {x ∈ X : dist(x, Si) < δ/2i}
äëÿ ìàëîãî çíà÷åíèÿ δ > 0. Òîãäà diamS′i ≤ diamSi + 2δ/2i è,
ñëåäîâàòåëüíî, w1({S′i}) ≤ w1({Si}) + 2δ. Òàê êàê ÷èñëî δ ïðîèçâîëüíî,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåðó ìîæíî ïðèáëèçèòü 1-âåñàìè îòêðûòûõ ïîêðûòèé
(ñì. îïðåäåëåíèå 1.7.7).
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Óïðàæíåíèå. Îáîáùèòå ýòî ðàññóæäåíèå òàê, ÷òîáû îíî ðàáîòàëî
äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé.

2. Ïóñòü X � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è {Si} � åãî
îòêðûòîå ïîêðûòèå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Si1 , . . . , Sin òàêèõ ìíîæåñòâ, ÷òî x ∈ Si1 ,
y ∈ Sin è Sik ∩ Sik+1

6= ∅ äëÿ âñåõ k, 1 ≤ k ≤ n − 1. ×òîáû äîêàçàòü
ýòî, ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y âñåõ òî÷åê
y ∈ X, äëÿ êîòîðûõ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò. ßñíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Si ëèáî Si ⊂ Y, ëèáî Si ⊂ X \ Y . Ïîýòîìó êàê Y ,
òàê è X\Y ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X
ñâÿçíî, òî Y = X è ïîýòîìó ëþáàÿ òî÷êà y ∈ Y �äîñòèæèìà� ñ ïîìîùüþ
îïèñàííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ.

3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Si} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòîå ïîêðûòèå
X, x è y � äâå òî÷êè èç ïðîñòðàíñòâà X, à Si1 , . . . , Sin � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç ïóíêòà 2. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n−1 âûáåðåì òî÷êó xk ∈ Sik ∩Sik+1

ïîëîæèâ x0 = x, xn = y. Òîãäà |xk−1xk| ≤ diamSik äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n,
ïîñêîëüêó êàê xk−1, òàê è xk ñîäåðæàòñÿ â Sik . Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
diamSi ≥

n∑

k=1

diamSik ≥
n∑

k=1

|xk−1xk| ≥ |x0xn| = |xy|.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ñäåëàííîìó â ïåðâîì ïóíêòå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
µ1(X) ≥ |xy|. Ïîñêîëüêó x è y � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
µ1(X) ≥ diamX. ¤

Òåîðåìà 2.6.2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è γ : [a, b] →
X � ïðîñòàÿ êðèâàÿ. Òîãäà L(γ) = µ1(γ([a, b])).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = γ([a, b]) è L = L(γ). Íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî γ èìååò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ:
γ : [0, L] → X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N êðèâàÿ S
ìîæåò áûòü ïîêðûòà N èíòåðâàëàìè γ, êàæäûé � äëèíû L/N , òî
åñòü ìíîæåñòâàìè γ([i L

N , (i + 1) L
N ]), i = 0, 1, . . . , N − 1. Äèàìåòðû ýòèõ

ìíîæåñòâ íå áîëüøå, ÷åì L/N . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ýòèõ äèàìåòðîâ íå
áîëüøå, ÷åì L, â òî âðåìÿ êàê ñàìè äèàìåòðû ïðèáëèæàþòñÿ ê 0, êîãäà
N →∞. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî µ1(S) ≤ L(γ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ðàçáèåíèÿ a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b
ïðîìåæóòêà [a, b] ïîëîæèì Si = γ([ti, ti+1]), ãäå i = 1, . . . , n − 1. Çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê γ(ti), ìíîæåñòâà Si ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Òàê êàê îäíîìåðíàÿ ìåðà îòäåëüíîé òî÷êè î÷åâèäíî
ðàâíà íóëþ, òî µ1(S) =

∑
µ1(Si). Ïî ëåììå 2.6.1, µ1(Si) ≥ diamSi ≥

|γ(ti)γ(ti+1)| è, ñëåäîâàòåëüíî,
µ1(S) =

∑
µ1(Si) ≥

∑
|γ(ti)γ(ti+1)|
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äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {ti}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ1(S) ≥ L(γ). ¤

Çàìå÷àíèå 2.6.3. Åñëè γ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, òå æå ðàññóæäåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî L(γ) ≥ µ1(γ([a, b])).
Óïðàæíåíèå 2.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êðèâîé γ : [a, b] → X,

L(γ) =
∑

k∈N∪{∞}
k · µ1({x ∈ X : #(γ−1(x)) = k})

ãäå # îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü è ∞ · 0 = 0.
Ïîäñêàçêà. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü èíòåãðàë ôóíêöèè

x 7→ #(γ−1(x)) ïî ìåðå µ1. Ñêîìáèíèðóéòå òåîðåìó Ëåâè î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå â èíòåãðàëå è íåðàâåíñòâà �diam ≤ µ1 ≤ L� äëÿ ìàëûõ ó÷àñòêîâ
êðèâîé γ.

2.7. Äëèíà è ñêîðîñòü ëèïøèöåâûõ ïóòåé
Ýòîò ïàðàãðàô íîñèò â áîëüøîé ìåðå òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìû îáîáùèì
õîðîøî èçâåñòíóþ è òðèâèàëüíóþ äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâåRn

ôîðìóëó �äëèíà ðàâíà èíòåãðàëó ñêîðîñòè� (cf. Exercise 2.3.3). Ïîñëåäíÿÿ
òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà òðåáóåò çíàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà. Mû áóäåì
èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ìåðû.
Îïðåäåëåíèå 2.7.1. Ïóñòü γ : I → X � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, d). Ñêîðîñòü êðèâîé γ â òî÷êå t ∈ I, îáîçíà÷àåìàÿ
÷åðåç vγ(t), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

vγ(t) := lim
ε→0

d(γ(t), γ(t + ε))
|ε| ,

åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Óïðàæíåíèå 2.7.2. Ïóñòü γ � äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ â Rn (èëè,
áîëåå îáùî, â íîðìèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå). Äîêàæèòå, ÷òî
ñêîðîñòü vγ(t) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ t, ïðè÷åì vγ(t) = |γ′(t)|.
Óïðàæíåíèå 2.7.3. Ïóñòü γ : [a, b] → X � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü vγ(t) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ
t ∈ [a, b] è íåïðåðûâíà ïî t. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

L(γ) =
∫ b

a
vγ(t) dt

(ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 2.3.3).

Êîíå÷íî, ñêîðîñòü ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Îäíàêî äëÿ øèðîêîãî
êëàññà êðèâûõ, èìåííî, äëÿ ëþáîé ëèïøèöåâîé êðèâîé, îíà ñóùåñòâóåò
ïî÷òè âñþäó (òî åñòü âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü). Áîëåå òîãî,
äëèíà ëèïøèöåâîé êðèâîé ðàâíà èíòåãðàëó (Ëåáåãà) îò åå ñêîðîñòè.
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(Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò ëèïøèöåâó ïàðàìåòðèçàöèþ.
Íàïðèìåð, âñå íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, ðàâíîé åäèíèöå).

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.7.4. Ïóñòü γ : [a, b] → X � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, d). Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] (òî åñòü äëÿ âñåõ
t, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìåðû íóëü) èìååò ìåñòî îäíî èç äâóõ
ñîîòíîøåíèé: ëèáî

lim inf
ε,ε′→0+

L(γ|[t−ε,t+ε′])
ε + ε′

= 0,

ëèáî
lim

ε,ε′→0+

d(γ(t− ε), γ(t + ε′))
L(γ|[t−ε,t+ε′])

= 1.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ äîïóñêàåòñÿ, ÷òî èëè ε, èëè ε′ ðàâíî íóëþ. Îòñþäà
ìû ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2.7.5. Äëÿ êðèâîé γ èç òåîðåìû 2.7.4 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ [a, b] ëèáî

lim inf
ε→0

L(γ|[t,t+ε])
|ε| = 0,

ëèáî
lim
ε→0

d(γ(t), γ(t + ε))
L(γ|[t,t+ε])

= 1

(åñëè ε < 0, òî ïðîìåæóòîê [t, t + ε] â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåé ôîðìóëû
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê [t + ε, t]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7.4. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå è îáîçíà÷èì ÷åðåç
Zα, ãäå α > 0, ìíîæåñòâî âñåõ òåõ t ∈ [a, b], äëÿ êîòîðûõ

lim inf
ε,ε′→0+

L(γ|[t−ε,t+ε′])
ε + ε′

> α

è
lim inf
ε,ε′→0+

d(γ(t− ε), γ(t + ε′))
L(γ|[t−ε,t+ε′])

< 1− α.

Òîãäà µ1(Zα) > 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé α. Â ñàìîì äåëå,
èíà÷å ìíîæåñòâî Z0 =

⋃
α>0 Zα =

⋃
n∈N Z1/n èìåëî áû ìåðó íóëü, à

ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì òàêîå α > 0, ÷òî
µ1(Zα) > 0. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì Z = Zα è µ = µ1(Z). Âûáåðåì ε0

ñòîëü ìàëûì, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ {yi}N
i=1 (a = y0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yN = b)

ïðîìåæóòêà [a, b], äëÿ êîòîðîãî maxi(yi − yi−1) < ε0, áóäåì èìåòü

L(γ)−
N∑

i=1

d(γ(yi−1), γ(yi)) < µα2/2.
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Òàêîå ε0 ñóùåñòâóåò â ñèëó óïðàæíåíèÿ 2.3.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
B âñåõ òàêèõ ïðîìåæóòêîâ âèäà [t − ε, t + ε′], ÷òî t ∈ Z, ε + ε′ < ε0,
L(γ|[t−ε,t+ε′]) > α(ε + ε′) è

d(γ(t− ε), γ(t + ε′)) < (1− α)L(γ|[t−ε,t+ε′]).

Ïî îïðåäåëåíèþ Z = Zα êàæäàÿ òî÷êà t ∈ Z ñîäåðæèòñÿ â ñêîëü
óãîäíî ìàëûõ ïðîìåæóòêàõ, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó B. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó Âèòàëè î ïîêðûòèÿõ (òåîðåìà 1.7.14), ìû ìîæåì âûäåëèòü èç
ìíîæåñòâà B ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ
{[ti − εi, ti + ε′i]}∞i=1, êîòîðûé ïîêðûâàåò Z ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà
ìåðû íóëü. Â ÷àñòíîñòè,

∞∑

i=1

(εi + ε′i) = µ1

(⋃
[ti − εi, ti + ε′i]

) ≥ µ1(Z) = µ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé M

M∑

i=1

(εi + ε′i) > µ/2.

Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòêè {[ti−εi, ti+ε′i]}M
i=1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, îíè

ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ðàçáèåíèå {yj}N
j=1, âñå ïðîìåæóòêè êîòîðîãî

êîðî÷å ε0. Îáîçíà÷èì: Lj = L(γ|[yj−1,yj ]) è dj = d(γ(yj−1), γ(yj)).
Ñîãëàñíî âûáîðó ε0 ìû èìååì

N∑

j=1

(Lj − dj) = L(γ)−
N∑

j=1

dj < µα2/2.

Â ñóììå ñëåâà âñå ñëàãàåìûå íåîòðèöàòåëüíû, à òå èç íèõ, äëÿ êîòîðûõ
[yj−1, yj ] ∈ B (òî åñòü yj−1 = ti − εi è yj = ti + ε′i äëÿ íåêîòîðîãî i),
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

Lj − dj > αLj > α2(yj−1 − yj) = α2(εi + ε′i).

Ïîýòîìó
N∑

j=1

(Lj − dj) ≥ α2
M∑

i=1

(εi + ε′i) > µα2/2.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¤

Òåîðåìà 2.7.6. Äëÿ ëèïøèöåâîé êðèâîé γ : [a, b] → X â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X ñêîðîñòü vγ(t) ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] è
L(γ) =

∫ b
a vγ(t) dt, ãäå

∫
� èíòåãðàë Ëåáåãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò (ñì. [Fe], òåîðåìà
2.9.19): ïðîèçâîäíàÿ f ′(t) ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : [a, b] → R ñóùåñòâóåò
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b], ïðè÷åì

∫ b
a f ′(t) dt = f(b)− f(a).
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Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâûâàåòñÿ íà òåõ æå
èäåÿõ, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7.4, õîòÿ îíî è ñëîæíåå.

Äëÿ t ∈ [a, b] ïîëîæèì f(t) = L(γ|[a,t]). Òîãäà ôóíêöèÿ f �
ëèïøèöåâà è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà. Ïåðåïèøåì
f ′(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f ′(t) = lim
ε→0

L(γ|[t,t+ε])
|ε| = lim

ε→0

L(γ|[t,t+ε])
d(γ(t), γ(t + ε))

· d(γ(t), γ(t + ε))
|ε| .

Ïî ñëåäñòâèþ 2.7.5 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ëèáî f ′(t) = 0, ëèáî ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü ïîñëåäíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê 1, êîãäà ε → 0. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì

vγ(t) = lim
ε→0

d(γ(t), γ(t + ε))
|ε| = 0,

òàê êàê d(γ(t), γ(t + ε)) ≤ L(γ|[t,t+ε]). Âî âòîðîì ñëó÷àå

vγ(t) = lim
ε→0+

d(γ(t), γ(t + ε))
|ε| = f ′(t).

Òàêèì îáðàçîì, vγ(t) ñóùåñòâóåò è ðàâíà f ′(t) â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Òåîðåìà
äîêàçàíà. ¤

Óïðàæíåíèå 2.7.7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïîñòîÿííîé êðèâîé γ â ïðîñòðàíñòâå
R2, äëÿ êîòîðîé vγ = 0 ïî÷òè âñþäó.
Óïðàæíåíèå 2.7.8. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è γ : I →
X � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ. Îïðåäåëèì

dilt(γ) = lim sup
ε→0+

dil(γ|[t−ε,t+ε]),

ãäå t ∈ [a, b].

(1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òî÷êå t ñóùåñòâóåò ñêîðîñòü vγ(t), òî
dilt(γ) ≥ vγ(t).

(2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñêîðîñòü vγ(t) ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t è
íåïðåðûâíà ïî t, òî dilt(γ) = vγ(t) äëÿ âñåõ t.

(3) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà êðèâàÿ γ ëèïøèöåâà è òåì íå ìåíåå∫ b
a dilt(γ) 6= L(γ).
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Êîíñòðóêöèè

3.1. Ëîêàëüíîñòü, ñêëåèâàíèå è
ìàêñèìàëüíûå ìåòðèêè

3.1.1. Ëîêàëüíîñòü. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
âíóòðåííåé ìåòðèêè äîñòàòî÷íî çíàòü åå ëîêàëüíî. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
óòî÷íÿåò, ÷òî ýòî îçíà÷àåò.

Ëåììà 3.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X
ïîêðûòî íàáîðîì (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì) îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ {Xα} è â êàæäîì Xα çàäàíà âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà dα,
ïðè÷åì ýòè ìåòðèêè ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. (Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî åñëè êðèâàÿ γ ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ Xα è Xβ, òî
Lα(γ) = Lβ(γ), ãäå Lα � äëèíà â ìåòðèêå dα.)

Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà d,
ñóæåíèå êîòîðîé íà êàæäîå Xα ñîâïàäàåò ñ dα. Êðîìå òîãî, åñëè X
ñâÿçíî è âñå âíóòðåííèå ìåòðèêè dα êîíå÷íû, òî ìåòðèêà d òîæå
êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ γ : [a, b] → X.
Ïðîîáðàçû γ−1(Xα) îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå îòðåçêà [a, b]. Èç
êîìïàêòíîñòè [a, b] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ
a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b, ÷òî êàæäûé èíòåðâàë [ti, ti+1] ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì ýëåìåíòå ýòîãî ïîêðûòèÿ. Òåì ñàìûì êàæäûé îáðàç γ([ti, ti+1])
ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Xα è äëèíà γ|[ti,ti+1]

ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìåòðèêîé dα. Ïî àääèòèâíîñòè äëèíû, äëèíà L êðèâîé γ äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ ñóììå äëèí åå ñóæåíèé íà èíòåðâàëû [ti, ti+1]. Ïîñêîëüêó
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíàìè êðèâûõ, ýòî
äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ìåòðèêè d è äàåò ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëèíà êðèâîé,
îïðåäåëåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì, íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ, è ïîëó÷åííûé
ôóíêöèîíàë äëèíû çàäàåò âíóòðåííþþ ìåòðèêó, îáëàäàþùóþ òðåáóåìûìè
ñâîéñòâàìè. Ìû îñòàâëÿåì ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîñòè ìåòðèêè çàôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X
è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y âñåõ òî÷åê, óäàëåííûõ îò x íà êîíå÷íîå
ðàññòîÿíèå. Êàæäîå ìíîæåñòâî Xα ñîäåðæèòñÿ ëèáî â Y , ëèáî â X \ Y ;
ñëåäîâàòåëüíî îáà ìíîæåñòâà Y è X \Y îòêðûòû. Òàê êàê X ñâÿçíî, òî
Y = X è, çíà÷èò, ìåòðèêà êîíå÷íà. ¤

Ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè âíóòðåííåé ìåòðèêè ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü
â ñëåäóþùåé ôîðìå.
Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü äâå âíóòðåííèå ìåòðèêè d1 è d2 çàäàíû
íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X è èíäóöèðóþò îäíó è òó æå
òîïîëîãèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X èìååò òàêóþ
îêðåñòíîñòü Ux, ÷òî ñóæåíèÿ ìåòðèê íà ýòó îêðåñòíîñòü ñîâïàäàþò;
òî åñòü äëÿ ëþáûõ p, q ∈ Ux èìååì d1(p, q) = d2(p, q). Òîãäà d1 = d2.

Ýòî ñëåäñòâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðîèçâîëüíûõ ìåòðèê,
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ èçìåðåíèé.
Óïðàæíåíèå 3.1.3. Äîêàæèòå ýòî ñëåäñòâèå.
Óïðàæíåíèå 3.1.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñëåäñòâèå
3.1.2 íåâåðíî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ìåòðèêà � âíóòðåííÿÿ.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîêàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñâîéñòâîì âíóòðåííèõ ìåòðèê (â êëàññå âñåõ ìåòðèê).
Ïðåäëîæåíèå 3.1.5. Åñëè ïîëíàÿ ìåòðèêà d íà ìíîæåñòâå X � íå
âíóòðåííÿÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåòðèêà d1 íà X, ÷òî d 6= d1, íî
êàæäàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, â ïðåäåëàõ êîòîðîé ìåòðèêè d è
d1 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε îïðåäåëèì ìåòðèêó
dε ïî ôîðìóëå

dε(x, y) = inf
k∑

i=0

d(pi, pi+1),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì êîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì
òî÷åê p0, p1, . . . , pk+1, ÷òî p0 = x, pk+1 = y è d(pi, pi+1) ≤ ε äëÿ âñåõ
i = 0, 1, . . . , k. Èíòóèòèâíî, dε èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y ñêà÷êàìè
íå äëèííåå ε. Î÷åâèäíî, ÷òî dε(x, y) = d(x, y), åñëè d(x, y) ≤ ε, òàê ÷òî
d è dε ñîâïàäàþò â êàæäîì øàðå ðàäèóñà ε/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
áû dε = d äëÿ âñåõ ε > 0, òî ìåòðèêà d áûëà áû âíóòðåííåé ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2.4.17. ¤
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3.1.2. Ñêëåèâàíèå. Âîîáðàçèì, ÷òî ìû ñêëåèâàåì äâà ïðîñòðàíñòâà
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (èëè äàæå íåêîòîðûå òî÷êè â îäíîì ïðîñò-
ðàíñòâà) ïîäîáíî òîìó, êàê ìû äåëàåì èç áóìàæíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
êîëüöî èëè ëåíòó Ìåáèóñà. Êàê èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ â ïîëó÷åííîì
ïðîñòðàíñòâå? Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó: äëÿ äâóõ òî÷åê, ëåæàùèõ
�ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ëèíèè ñêëåéêè�, íàéòè êðàò÷àéøóþ, ñîñòîÿùóþ
èç äâóõ ó÷àñòêîâ: ñíà÷àëà êðàò÷àéøàÿ èäåò ñ îäíîé ñòîðîíû äî ëèíèè
ñêëåéêè, à çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìû ïðåäñòàâëÿåì ñåáå ïóòü ñ ðàçðûâîì, êîòîðûé óñòðàíÿåòñÿ ïðè
ñêëåèâàíèè. Íà ñàìîì äåëå íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýòî ñòîëü ïðîñòî.
Ëåãêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî êðàò÷àéøàÿ äîëæíà áóäåò ïåðåñå÷ü ëèíèþ
ñêëåéêè íåñêîëüêî ðàç èëè äàæå áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì, ðàññìîòðèì íåñ-
êîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 3.1.6. Âîçüìåì ïîëîñó R × [0, 1] ⊂ R2 è ñêëåèì åå ñòîðîíû,
îòîæäåñòâèâ òî÷êè (x, 1) ñ (x + 100, 0) ïðè âñåõ x. Òîïîëîãè÷åñêè
ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì.

Âîïðîñ. Áóäåò ëè ðàññòîÿíèå ìåæäó (0, 1/2) è (1000, 1/2) (ïîñëå
ñêëåèâàíèÿ) áîëüøå, ÷åì 899?

Îòâåò. Íåò, îíî áóäåò äàæå ìåíüøå, ÷åì 11!
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïóòü:
|(0, 1/2) → (0, 1)| = 1/2, |(0, 1) → (100, 0)| = 0 (�áåñïëàòíî�),
|(100, 0) → (100, 1)| = 1, |(100, 1) → (200, 0)| = 0 (�áåñïëàòíî�),
. . . ,
|(900, 0) → (900, 1)| = 1, |(900, 1) → (1000, 0)| = 0 (�áåñïëàòíî�),
|(1000, 0) → (1000, 1/2)| = 1/2.
Äëèíà ýòîãî ïóòè ðàâíà 10.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. ßâëÿåòñÿ ëè óêàçàííûé âûøå ïóòü êðàò÷àéøèì?

Óïðàæíåíèå 3.1.8. Ðàññìîòðèì îáëàñòü E, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó ãðàôèêîì
ôóíêöèè e−x, x ≥ 0, è x-îñüþ; E = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ e−x, x ≥ 0}.
Ñêëåèì ìåæäó ñîáîé áåñêîíå÷íûå ãðàíè÷íûå �ñòîðîíû� ýòîé îáëàñòè,
îòîæäåñòâèâ òî÷êè (x, 0) ñ òî÷êàìè (x + 1, ex+1) ïðè âñåõ x ≥ 0.
Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð ïîëó÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷åí!

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå ïóòü, ñîñòàâëåííûé èç èíòåðâàëîâ âèäà
[(n, 0), (n, e−n)], n = 1, 2, . . . . Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íåïðåðûâíàÿ
êðèâàÿ, è åå äëèíà ðàâíà

∞∑

m=1

e−m <

∫ ∞

0
e−xdx = 1.
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Çàìå÷àíèå 3.1.9. Ýòîò ïðèìåð � îòíþäü íå èñêóññòâåííûé: ïîäîáíûå
ïðèìåðû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòè âîïðîñû è ðàññóæäåíèÿ � íå ñòðîãèå: ìû åùå
íå äàëè ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñêëåèâàíèÿ. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
ïîíÿòèå ñêëåèâàíèÿ íå òàê óæ ïðîñòî è ÷òî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàñòîðàæèâàþùèé
ïðèìåð.

Ïðèìåð 3.1.10. Íà ïëîñêîñòè R2 îòîæäåñòâèì êàæäóþ òî÷êó (x, y) ñ
òî÷êîé (−y, 2x).

Âîïðîñ 1. Åñëè ìû, çàáûâ î ìåòðèêå, ñäåëàåì òàêîå îòîæäåñòâëåíèå
òîïîëîãè÷åñêè, ÷òî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâî?

Âîïðîñ 2. Ìîæåì ëè ìû íàéòè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïîñëå
òàêîãî ñêëåèâàíèÿ?

Îòâåò. Ýòî î÷åíü ïðîñòî: âñå ðàññòîÿíèÿ áóäóò ðàâíû íóëþ.

Óïðàæíåíèå 3.1.11. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè ïóòü, äëèíà
êîòîðîãî ìåíüøå ε.

Ïîäñêàçêà. Íàøå ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå:

(x, y) →
(y

2
,−x

)
→

(−x

2
,
−y

2

)
→

(−y

4
,

x

2

)
→

(
x

4
,
−y

4

)
→ . . . .

Ýòè ïðèìåðû ïîäñêàçûâàþò ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëó÷åííîé �îòîæäåñòâëåíèåì ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûõ òî÷åê� ìåòðèêè
íà ÿçûêå èñõîäíîãî (òî åñòü åùå äî ñêëåèâàíèÿ) ïðîñòðàíñòâà. ×òîáû
èçìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì òàêèå
êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåé, ÷òî ïåðâûé ïóòü íà÷èíàåòñÿ â
ïåðâîé òî÷êå, à ïîñëåäíèé êîí÷àåòñÿ âî âòîðîé, è êîíå÷íàÿ òî÷êà
êàæäîãî ïóòè (êðîìå ïîñëåäíåãî) ñêëåèâàåòñÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé ñëåäóþùåãî
ïóòè. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí òàêèõ ñîñòàâíûõ �ïóòåé� è åñòü íîâîå
ðàññòîÿíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû èçìåðèòü îáû÷íîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó x è y, ìû ñîåäèíÿåì x è y ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîé öåïî÷êè òî÷åê
(�ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ�). Ñëîæèâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êàæäûìè ñîñåäíèìè
òî÷êàìè òàêîé öåïî÷êè è âçÿâ èíôèìóì òàêèõ ñóìì, ìû ïîëó÷èëè
áû èñõîäíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y. Îäíàêî òåïåðü âìåñòî ýòîãî
ìû ñêëàäûâàåì òîëüêî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåìè òî÷êàìè, êîòîðûå íå
ýêâèâàëåíòíû. Èíòóèòèâíî, ìû ïåðåïðûãèâàåì îò òî÷êè äî äðóãîé, åé
ýêâèâàëåíòíîé, �áåñïëàòíî�
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Îïðåäåëåíèå 3.1.12. Ïóñòü R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, d). Ïîëóìåòðèêà dR ôàêòîðïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôîðìóëîé

dR(x, y) = inf{
k∑

i=1

d(pi, qi) : p0 = x, qk = y, k ∈ N},

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì íàáîðàì {pi} è {qi}, ÷òî òî÷êà qi

R-ýêâèâàëåíòíà òî÷êå pi+1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , k − 1. Êàê îáû÷íî, ìû
ñîïîñòàâëÿåì ïîëóìåòðèêå (X, dR) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X/dR, dR),
îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà íóëåâîì dR-ðàññòîÿíèè (ìû áóäåì
ñîõðàíÿòü òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå dR äëÿ ýòîé ìåòðèêè), ñìîòðèòå
ãëàâó 1, ïàðàãðàô 1.1. Ïîëó÷åííàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìåòðèêîé
èëè ìåòðèêîé ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ìåòðèêà
åñòü ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà (X, d) ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè
R.
Óïðàæíåíèå 3.1.13. Ïðîâåðüòå, ÷òî dR è íà ñàìîì äåëå ïîëóìåòðèêà,
òî åñòü îíà íåîòðèöàòåëüíà, ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôàêòîðìåòðèêè äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ôàêòîðìåòðèêà òîæå áóäåò âíóòðåííåé. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
dR ≤ d, òî åñòü ÷òî ñêëåèâàíèå íå ìîæåò óâåëè÷èâàòü ðàññòîÿíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå d-íåïðåðûâíûå êðèâûå òàêæå è dR-íåïðåðûâíû,
è dR-äëèíû íå áîëüøå d-äëèí. Ïóñòü {pi}k

i=1 è {qi}k
i=1 � òî÷êè èç

îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè dR(x, y). Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå
x è y â (X/dR, dR) è èìåþùèå äëèíû, ïî÷òè ðàâíûå

∑
d(pi, qi). Äëÿ

ýòîãî ïðîñòî îáúåäèíèì â îäíó êðèâóþ êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå pi to
qi, i = 1, . . . , k. Òàê êàê òî÷êè qi è pi+1 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé
â X/dR, òàêèå êðèâûå íåïðåðûâíû â (X/dR, dR). Èõ ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî èõ äëèíû ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê

∑
d(pi, qi) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê

dR(x, y). Çíà÷èò, ìåòðèêà dR � âíóòðåííÿÿ.
Ïîëåçíî ñäåëàòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ íàáëþäåíèé. Âî ïåðâûõ, åñëè

äâå òî÷êè R-ýêâèâàëåíòíû, òî, î÷åâèäíî, îíè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïðè
ïåðåõîäå ê X/dR. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèå
dR = 0, îïðåäåëÿþùåå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/dR, íà ñàìîì äåëå
ñèëüíåå, ÷åì R. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðè ïîñòðîåíèè X/dR

îòîæäåñòâëÿåòñÿ áîëüøå òî÷åê, ÷åì â X/R. Â ÷àñòíîñòè, (X/dR, dR)
ìîæåò áûòü íå ãîìåîìîðôíî òîïîëîãè÷åñêîìó ôàêòîðïðîñòðàíñòâó X/R.
×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, îòîæäåñòâèì ìåæäó ñîáîé âñå
ðàöèîíàëüíûå òî÷êè èç [0, 1]. Òîïîëîãè÷åñêîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî �
âåñüìà �äèêîå� (äàæå íå ìåòðèçóåìîå), â òî âðåìÿ êàê ìåòðè÷åñêîå
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ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó òî÷êó. Òàêîé æå ýôôåêò
íàáëþäàëñÿ âûøå, â ïðèìåðå 3.1.10.

Äàæå åñëè íå âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûõ îòîæäåñòâëåíèé ïî ìåòðè÷åñêèì
ïðè÷èíàì (òî åñòü åñëè X/dR è X/R ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà), ìåòðè÷åñêîå
è òîïîëîãè÷åñêîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ òîïîëîãèþ
(ñì. âûøå ïðèìåð 3.1.17).
Óïðàæíåíèå 3.1.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X/dR è X/R ñîâïàäàþò êàê
ìíîæåñòâà, òî åñòü ñîâïàäàþò îòíîøåíèÿ dR = 0 è R. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà

1) òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîãî ôàêòîðïðîñòðàíñòâà íå ñèëüíåå òîïîëîãèè
òîïîëîãè÷åñêîãî ôàêòîðïðîñòðàíñòâà X/R.

2) Åñëè X êîìïàêòíî, òî ýòè òîïîëîãèè ñîâïàäàþò.
Ïîäñêàçêà.Êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ èç êîìïàêòà â õàóñäîðôîâî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî X/R � êîìïàêòíî, X/dR � õàóñäîðôîâî, è òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå èç X/R íà X/dR � íåïðåðûâíî.

Îïåðàöèþ ìåòðè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ
ñêëåèâàíèÿ äðóã ñ äðóãîì íåñêîëüêèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ
ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, íóæíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 3.1.15. Ïóñòü (Xα, dα) � ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíîå îáúåäèíåíèå ∪αXα ýòèõ ïðîñòðàíñòâ,
ñ÷èòàÿ èõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ (äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå).
Ââåäåì âíóòðåííþþ ìåòðèêó d íà ýòîì îáúåäèíåíèè, îïðåäåëÿÿ ðàññòîÿíèÿ
ïî ïðàâèëó:

åñëè x, y ∈ Xα äëÿ íåêîòîðîãî α, òî d(x, y) = dα(x, y);
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå d(x, y) = ∞.

Ýòó ìåòðèêó d áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî
îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâà ïðîñòðàíñòâà ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, (X, dX) è (Y, dY ), è áèåêöèþ I : X ′ → Y ′ ìåæäó
ïîäìíîæåñòâàìè X ′ ⊂ X è Y ′ ⊂ Y . Ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
Z = X ∪ Y ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ.
×òîáû ñêëåèòü X è Y âäîëü I, ââåäåì â Z ýêâèâàëåíòíîñòü R, ïîðîæäåííóþ
îòíîøåíèåì: x∼y, åñëè I(x) = y. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ
X è Y âäîëü I � ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (Z/dR, dR).

Áîëåå îáùî, åñëè ìû õîòèì ñêëåèòü ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîé íà èõ äèçúþíêòíîì
îáúåäèíåíèè, ìû ñíà÷àëà ñíàáæàåì ýòî äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå âíóòðåííåé
ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ è çàòåì ïåðåõîäèì ê ôàêòîðïðîñòðàíñòâó.
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Â ýòîé ãëàâå, êàê è â äàëüíåéøåì, ïîÿâÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû
ñêëåèâàíèÿ. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 3.1.16. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë I = [0, 1] âìåñòå ñ åãî êàíîíè÷åñêîé
ìåòðèêîé d è ââåäåì ýêâèâàëåíòíîñòü 0 ∼ 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (I/dR, dR)
èçîìåòðè÷íî îêðóæíîñòè äëèíû 1.
Ïðèìåð 3.1.17. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî äèçúþíêòíûõ èíòåðâàëîâ
Ii è ñêëåèì âìåñòå âñå èõ ëåâûå êîíöû. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî
âûãëÿäèò êàê �åæ�: ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èãë, òîð÷àùèõ èç îäíîé òî÷êè.
Ýòîò ïðèìåð ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòîëü æå ýëåìåíòàðíûì, êàê ïðåäûäóùèé;
îäíàêî ìíîãèå ñòóäåíòû, âñòðåòèâøèå ýòîò ïðèìåð âïåðâûå, îøèáàþòñÿ
ïðè àíàëèçå åãî òîïîëîãèè.

Âîïðîñ. Êîìïàêòíî ëè ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî?
Îòâåò. Òîïîëîãèÿ ýòîãî (ìåòðè÷åñêîãî)ôàêòîðïðîñòðàíñòâà çàâèñèò

îò äëèí èíòåðâàëîâ Ii !
Íàïðèìåð, åñëè äëèíû âñåõ èíòåðâàëîâ Ii ðàâíû 1, ìåòðè÷åñêîå

ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî òîïîëîãè÷åñêîìó ôàêòîðïðîñòðàíñòâó:
ýòî áóêåò èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà îòðåçêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîñòðàíñò-
âî íåêîìïàêòíî: ïðàâûå êîíöû èíòåðâàëîâ îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, ïîïàðíî óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
äëèíà Ii ðàâíà 1/i, òî �ìåòðè÷åñêèé áóêåò� êîìïàêòåí (äîêàæèòå ýòî!).
Òàê êàê êîìïàêòíîñòü � òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî, òî ìû âèäèì, ÷òî
äàæå â ñëó÷àå îäíîé è òîé æå èñõîäíîé òîïîëîãèè è îäíîãî è òîãî
æå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðè÷åñêèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ìîãóò
èìåòü ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè.
Óïðàæíåíèå 3.1.18. Ìîæåòå ëè âû íàéòè âñå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñò-
ðàíñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïî ðàçíîìó
âûáèðàÿ äëèíû èíòåðâàëîâ Ii?
Ïðèìåð 3.1.19. Âîçüìåì êâàäðàò Q = [0, 1] × [0, 1] ñ åâêëèäîâîé
ìåòðèêîé. Ââåäåì íà íåì ýêâèâàëåíòíîñòü R, ïîðîæäåííóþ îòíîøåíèÿìè
(0, x) ∼ (1, x) è (x, 0) ∼ (x, 1), ãäå x ∈ [0, 1]. Ïîëó÷åííîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ òîðîì. Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òîð ìîæåò
áûòü óñòðîåí ïî ðàçíîìó â îêðåñòíîñòè âíóòðåííèõ òî÷åê êâàäðàòà (ñ
êîòîðûìè �íè÷åãî íå ïðîèñõîäèëî�) è åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê, à îñîáåííî �
âåðøèí (âåäü âñå 4 âåðøèíû ñêëåèâàþòñÿ âìåñòå). Íî íà ñàìîì äåëå ýòî
íå òàê.
Óïðàæíåíèå 3.1.20. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âåðøèí
êâàäðàòà Q èìååò (â ìåòðè÷åñêîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå) îêðåñòíîñòü,
èçîìåòðè÷íóþ îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

Ýòî óïðàæíåíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó íàøå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ïëîñêèì òîðîì.
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Ïðèìåð 3.1.21. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû èçîìåòðèé (äâèæåíèé)
ïëîñêîñòè R2. Îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíîñòü R ñëåäóþùèì îáðàçîì: xRy
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå g ∈ G, ÷òî x = gy (òî åñòü
x è y ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå).

Óïðàæíåíèå 3.1.22. Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå
ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàññàìè òî÷åê x è y ðàâíî infg∈G |x − g(y)|, ãäå | · |
îçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå.

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ãðóïïû G, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ðàçíîîáðàçíûå
ïðèìåðû. Íàïðèìåð, ãðóïïà ïåðåíîñîâ íà âñå âåêòîðà ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè
äàñò òîò æå òîð, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Åñëè G � ãðóïïà
âñåõ âðàùåíèé âîêðóã ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
èçîìåòðè÷íî ëó÷ó [0,∞).

Ïîïðîáóéòå îïðåäåëèòü, êàêèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò, åñëè
ãðóïïà G ïîðîæäåíà:

(a) âñåìè ïåðåíîñàìè âäîëü îñè x-êîîðäèíàò;
(b) ïðåîáðàçîâàíèåì (x, y) → (x + 1,−y);
(c) ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð (0, 1) è ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî

îñè y-îâ;
(d) ïðåîáðàçîâàíèÿìè (x, y) → (x + 1,−y) è (x, y) → (−x, y + 1).

3.1.3. Ìàêñèìàëüíàÿ ìåòðèêà. Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ î÷åíü
ïîëåçíàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ îáîáùàåò (è â íåêîòîðîì ñìûñëå àêñèîìàòèçèðóåò)
ïðîöåäóðó ñêëåèâàíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåëüåôíåå âûäåëèòü èäåþ
êîíñòðóêöèè, ìû ñíà÷àëà îïèøåì íåôîðìàëüíî ñâîéñòâà, êîòîðûìè
ïðîöåäóðà ñêëåèâàíèÿ äîëæíà îáÿçàòåëüíî îáëàäàòü; ïîòîì ìû óâèäèì,
÷òî ñêëåèâàíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Íåôîðìàëüíàÿ �àêñèîìàòèçàöèÿ� ñêëåèâàíèÿ. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû
ãîâîðèòü, ÷òî ñêëåèâàíèå äåëàåò èç äâóõ (èëè áîëåå) òî÷åê îäíó, ìû
ìîãëè áû ñêàçàòü, ÷òî ìû ñêëåèâàåì äâå òî÷êè �ìåòðè÷åñêè�, ïîëàãàÿ
ðàâíûì íóëþ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Ôîðìàëüíî ýòî íåâîçìîæíî, èáî,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Ýòî, îäíàêî, íå ñëèøêîì
ñåðüåçíîå ïðåïÿòñòâèå: ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè
ðàññòîÿíèÿ è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü ïîëóìåòðèêó, âïîëíå ïîäõîäÿùóþ
äëÿ íàøåé öåëè. Èìååòñÿ áîëåå ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà: åñëè çàìåíèòü
íåêîòîðûå ðàññòîÿíèÿ íóëåì, îñòàâëÿÿ äðóãèå ðàññòîÿíèÿ íåèçìåííûìè,
òî ìîæåò íàðóøèòüñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà; à èì ìû óæå íå ìîæåì
ïîæåðòâîâàòü. Ýòî çàñòàâëÿåò íàñ èçìåíèòü è äðóãèå ðàññòîÿíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, áûëî áû íååñòåñòâåííî, åñëè ïðè ñêëåèâàíèè âìåñòå
íåêîòîðûõ òî÷åê êàêèå ëèáî ðàññòîÿíèÿ óâåëè÷èëèñü áû. Êðîìå òîãî, ìû
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õîòèì óìåíüøàòü ðàññòîÿíèÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ íåîáõîäèìîñòè. Ïîäâîäÿ
èòîãè, ìû, ïîêà íåôîðìàëüíî,
îïðåäåëÿåì ìåòðèêó, ïîðîæäåííóþ ñêëåèâàíèåì, êàê íàèáîëüøóþ ìåòðèêó,
íå ïðåâîñõîäÿùóþ èñõîäíóþ ìåòðèêó è òàêóþ, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
îòîæäåñòâëåííûìè òî÷êàìè ðàâíû íóëþ.

Ìàêñèìàëüíàÿ ìåòðèêà. Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü ôîðìàëüíîå îïðå-
äåëåíèå. ×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ñëîâà �íàèáîëüøàÿ ìåòðèêà� â íàøåì
îïðåäåëåíèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3.1.23. Ïóñòü b : X×X → R+∪{+∞} � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ðàññìîòðèì êëàññ D âñåõ òàêèõ ïîëóìåòðèê d íà X, ÷òî d ≤ b,
òî åñòü d(x, y) ≤ b(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Òîãäà â D íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîëóìåòðèêà dm, òî åñòü òàêàÿ, ÷òî
dm ≥ d äëÿ âñåõ d ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ïîëîæèì
dm(x, y) = sup{d(x, y) : d ∈ D}.

Ôóíêöèÿ dm íåîòðèöàòåëüíà è ñèììåòðè÷íà, ïðè÷åì dm ≤ b. Òàê ÷òî
îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ dm. Îäíàêî äëÿ
âñåõ x, y, z ∈ X âûïîëíÿåòñÿ

dm(x, y) = sup
d∈D

d(x, y) ≤ sup
d∈D

(d(x, z) + d(z, y))

≤ sup
d∈D

d(x, z) + sup
d∈D

d(z, y) = dm(x, z) + dm(z, y)

è òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà. ¤
Ñëåäñòâèå 3.1.24. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì ïîäìíîæåñòâ
{Xα}, êàæäîå èç êîòîðûõ ñíàáæåíî ïîëóìåòðèêîé dα. Ðàññìîòðèì
êëàññ D âñåõ òàêèõ ïîëóìåòðèê d (áåñêîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ ðàçðåøàþòñÿ),
÷òî d(x, y) ≤ dα(x, y) ïðè x, y ∈ Xα. Â ýòîì ñëó÷àå D ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ ïîëóìåòðèêó dm, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì dm(x, y) ≥
d(x, y) äëÿ âñåõ d ∈ D è x, y ∈ X.

Åñëè âñå (ïîëó)ìåòðèêè dα ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè, òî (ïîëó)ìåòðèêà
dm � òîæå âíóòðåííÿÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìåòðèêè dα çàäàíû íà âñåì
X (èíà÷å ïîëàãàåì dα(x, y) = ∞, åñëè x /∈ Xα èëè y /∈ Xα). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ dm ïðèìåíèì ëåììó 3.1.23 ê ôóíêöèè
b(x, y) = infα dα(x, y). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà dm � âíóòðåííÿÿ,
åñëè òàêîâû âñå dα, ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ ìåòðèêó d̂m, èíäóöèðîâàííóþ
ìåòðèêîé dm. Ïîñêîëüêó âñå dα � âíóòðåííèå è dm ≤ dα, èìååì
d̂m ≤ dα, òàê ÷òî d̂m ïðèíàäëåæèò D. Òåì ñàìûì d̂m = dm, èáî dm

ìàêñèìàëüíà. ¤
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Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Xα, dα),
ìåòðèêè êîòîðûõ ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé íà ïåðåñå÷åíèÿõ èõ îáëàñòåé
çàäàíèÿ è ñîãëàñîâàíû ñ òîïîëîãèåé X (ñðàâíèòå ñ ëåììîé 3.1.1).

Åñëè X ñâÿçíî, ìíîæåñòâà Xα îòêðûòû, à ïîëóìåòðèêè dα � êîíå÷íûå,
òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîëóìåòðèêà òîæå êîíå÷íà.

Óïðàæíåíèå 3.1.25. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Óïðàæíåíèå 3.1.26. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(X, d) ïîêðûòî øàðàìè ðàäèóñà ε > 0 ñ ìåòðèêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ñóæåíèåì ìåòðèêè X íà ýòè øàðû. Ïóñòü dε � ìàêñèìàëüíàÿ ìåòðèêà
íà X îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîêðûòèÿ. Ïîëîæèì d0(x, y) = supε>0 dε(x, y).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåòðèêà d � ïîëíàÿ, òî d0 � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà,
èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé d.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå ñêëåèâàíèÿ â òåðìèíàõ ìàêñèìàëüíîé
ìåòðèêè.

Òåîðåìà 3.1.27. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à R �
ýêâèâàëåíòíîñòü íà X. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ bR íà X×X, îïðåäåëåííóþ
ïî ïðàâèëó

bR(x, y) =

{
0, åñëè x è y R-ýêâèâàëåíòíû,
d(x, y) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäè ïîëóìåòðèê, íå ïðåâîñõîäÿùèõ bR, ïîëóìåòðèêà
ñîâïàäàåò ñ ïîëóìåòðèêîé dR, ïîëó÷åííîé R-ôàêòîðèçàöèåé ïðîñòðàí-
ñòâà (X, d) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ âñåõ ïîëóìåòðèê, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
bR. Î÷åâèäíî, ÷òî dR ∈ D, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
dR ≥ d′ äëÿ ëþáîé ïîëóìåòðèêè d′ ∈ D. Ïóñòü x, y ∈ X, à îáîçíà÷åíèÿ
{pi}k

i=1, {qi}k
i=1 èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â îïðåäåëåíèè 3.1.12. Òîãäà

ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

d′(x, y) ≤
k∑

i=1

d′(pi, qi) +
k−1∑

i=1

d′(qi, pi+1) ≤
k∑

i=1

d(pi, qi),

èáî bR(pi, qi) ≤ d(pi, qi) è bR(qi, pi+1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, d′ ≤ dR. ¤

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 3.1.27 ôóíêöèÿ bR ðàâíà ìèíèìóìó äâóõ
âíóòðåííèõ (ïîëó)ìåòðèê: èñõîäíîé ìåòðèêè d è ìåòðèêè, êîòîðàÿ
îáðàùàåòñÿ â 0 äëÿ R-ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê è áåñêîíå÷íà â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 3.1.24,
êîòîðîå äàåò íàì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìåòðèêà dR � âíóòðåííÿÿ.
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3.2. Ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
3.2.1. Ïîëèýäðàëüíûå ìåòðèêè.

Äâóìåðíûå ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ãðóáî ãîâîðÿ, ïîëèýäðàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî èç �áëîêîâ� � âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïîìîùüþ
íàáîðà èçîìåòðèé ìåæäó èõ ãðàíÿìè; ýòè èçîìåòðèè ïîêàçûâàþò, êàê
ãðàíè äîëæíû áûòü ïðèêëååíû äðóã ê äðóãó.

Òàê, äâóìåðíûå ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñêëååíû èç òî÷åê,
îòðåçêîâ è ìíîãîóãîëüíèêîâ. Òàê êàê êàæäûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî
ðàçðåçàòü äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè, ìû ìîæåì âñåãäà èìåòü äåëî
ñ òðåóãîëüíèêàìè âìåñòî ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Òåïåðü äàäèì áîëåå ôîðìàëèçîâàííûå îïðåäåëåíèÿ íóëüìåðíûõ,
îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ êîíå÷íûõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Íóëüìåðíîå êîíå÷íîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî P0 � ýòî ïðîñòî
êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê ñ áåñêîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ðàçëè÷íûìè
òî÷êàìè. Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè.

×òîáû ïîñòðîèòü îäíîìåðíîå êîíå÷íîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñò-
âî, íà÷íåì ñ íóëüìåðíîãî êîíå÷íîãî ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà P0 è
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòðåçêîâ E = {Ei} (êàæäûé îòðåçîê ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê èçîìåòðè÷íîå èíòåðâàëó ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé).
Êàæäîìó îòðåçêó Ei ñîïîñòàâèì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ei åãî êîíöîâ
â P0. Ïðèêëåèâàÿ E ê P0 âäîëü {ei}, ìû ïîëó÷èì îäíîìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî P1. Çàìåòèì, ÷òî êîíöû îòðåçêà èç E íèêîãäà íå ñêëåèâàþòñÿ
ìåæäó ñîáîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü îòðåçêè èç E ëåæàùèìè
â P1. Ýòè îòðåçêè íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè. îäíîìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãðàôîì, ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

×òîáû ïîñòðîèòü äâóìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, íà÷íåì
ñ îäíîìåðíîãî ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà P1 è êîíå÷íîãî íàáîðà
ìíîãîóãîëüíèêîâ F = {Fi}. Êàæäîìó ìíîãîóãîëüíèêó Fi ñîïîñòàâèì
òàêîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå fi åãî ãðàíèöû â P1, ÷òî fi îòîáðàæàåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî êàæäóþ ñòîðîíó Fi íà ðåáðî èç E òîé æå äëèíû.
Êðîìå òîãî, fi äîëæíû îòîáðàæàòü ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåáðà èçîìåòðè÷íî â òîì ñìûñëå, ÷òî ñêëåèâàåìûå ó÷àñòêè èìåþò
ðàâíûå äëèíû. Ïðèêëåèâàÿ F ê P1 âäîëü {fi}, ìû ïîëó÷èì äâóìåðíîå
ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî P2. Êîïèè ìíîãîóãîëüíèêîâ Fi, ëåæàùèå â
P2, íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè.

Åñòåñòâåííî, äâà ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâà ìîãóò îêàçàòüñÿ èçîìåòðè÷íûìè
ìåæäó ñîáîé, õîòÿ îíè è ñêëåèâàëèñü èç ðàçíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
Íàïðèìåð, ìîæíî ñêëåèòü ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî � ïîâåðõíîñòü
êóáà � èç åãî 6 êâàäðàòíûõ ãðàíåé, à ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïîâåðõíîñòè
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êóáà äðóãóþ êàðòó èç ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé è ñêëåèòü ïîâåðõíîñòü
êóáà èç íèõ. Îáû÷íî ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, à åãî êîíêðåòíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîãîóãîëüíèêè
íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòêîé, òàê ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîëèýäðàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ (èçîìåòðè÷íûõ) ðàçâåðòîê.

Ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ ïðåäîñòàâÿò íàì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Óïðàæíåíèå 3.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà
â R3 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Óïðàæíåíèå 3.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêèé òîð èç óïðàæíåíèÿ 3.1.19
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Óïðàæíåíèå 3.2.3. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå äâóìåðíîå êîíå÷íîå ïîëèýäðàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ñêëååíî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îäíîé è òîé æå ãðàíè ðàâíî äëèíå
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ýòè òî÷êè â ãðàíè (â ÷àñòíîñòè, ãðàíè ÿâëÿþòñÿ
âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè); äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè òî÷êè ìîæíî
ñîåäèíèòü êðàò÷àéøåé, íå çàõîäÿùåé â äðóãèå ãðàíè.
Îáùèå ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü ìû îïèøåì îáùèå
ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, íå ñâÿçûâàÿ ñåáÿ òàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè,
êàê ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü, êîíå÷íîìåðíîñòü è äàæå ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü.
Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïîëåçíûìè, è â ýòîé êíèãå
ïîÿâÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîëèýäðàëüíûõ ìîíñòðîâ.

Îäíàêî áîëüøèíñòâî ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ
â ýòîé êíèãå, � ýòî äâóìåðíûå ëîêàëüíî êîíå÷íûå (à ÷àùå êîíå÷íûå)
ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òàê ÷òî ýòîò ïàðàãðàô ìîæåò áûòü ïðîïóùåí
ïðè ïåðâîì ÷òåíèè.

Ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü ñòàíäàðòíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. (×èòàòåëè, êîòîðûå îïàñàþòñÿ
èìåòü äåëî ñ ìíîãîìåðíûìè ìíîãîãðàííèêàìè, ìîãóò äóìàòü î äâóìåðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêàõ èëè òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêàõ.) Òàê êàê êàæäûé
ìíîãîãðàííèê ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü, òî äîñòàòî÷íî èìåòü äåëî òîëüêî
ñ ñèìïëåêñàìè.

Îäíîìåðíûå ñèìïëåêñû � ýòî îòðåçêè, äâóìåðíûå ñèìïëåêñû �
òðåóãîëüíèêè, à òðåõìåðíûå ñèìïëåêñû � òåòðàýäðû. Êàæäûé òåòðàýäð
èìååò ÷åòûðå òðåóãîëüíûå ãðàíè (ðàçìåðíîñòè 2) è øåñòü ðåáåð (îäíîìåðíûõ
ãðàíåé). Âåðøèíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëüìåðíûå ãðàíè. Ñàì
òåòðàýäð ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åãî òðåõìåðíàÿ ãðàíü.

Òåïåðü äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñò-
âà.
Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (P, d) ïîêðûòî
ñåìåéñòâîì ïðîñòðàíñòâ (Pα, dα) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïðè÷åì êàæäîå
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èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ñèìïëåêñó (èëè âûïóêëîìó
ìíîãîãðàííèêó). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ Pα è Pβ

èõ ïåðåñå÷åíèå Pα∩Pβ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ â êàæäîì èç íèõ, è ÷òî ñóæåíèÿ
ìåòðèê Pα è Pβ íà Pα ∩ Pβ ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ
ìåòðèêó d, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò êàæäîé èç ìåòðèê dα. Ìåòðèêà
d � âíóòðåííÿÿ. Ïðîñòðàíñòâî (P, d) íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì èëè, òî÷íåå, åâêëèäîâûì ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.
(Ïîñëåäíåå íàçâàíèå ïîä÷åðêèâàåò òîò ôàêò, ÷òî P ïîñòðîåíî èç åâêëèäîâûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, â òî âðåìÿ êàê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëèýäðû, ñêëååííûå
èç ñèìïëåêñîâ, ñíàáæåííûõ è íååâêëèäîâûìè âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè.)

Ñèìïëåêñû Pα íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè P . Íóëüìåðíûå è îäíîìåðíûå
ãðàíè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè è ðåáðàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå
ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãðàíåé Pα íàçûâàåòñÿ
åãî òðèàíãóëÿöèåé.

Îáû÷íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàæäîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî âìåñòå ñ êàêîé ëèáî ôèêñèðîâàííîé åãî òðèàíãóëÿöèåé. 1

Èìååòñÿ áîëåå êîíñòðóêòèâíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.
Èìåííî, ìû ìîæåì íà÷àòü ñ ñåìåéñòâà ñèìïëåêñîâ (èëè âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ) {Pα} è ñåìåéñòâà òàêèõ èçîìåòðèé {Iδ}, ÷òî êàæäàÿ
èçîìåòðèÿ Iδ : P f

α → P f
β îòîáðàæàåò ãðàíü P f

α ⊂ Pα íà ãðàíü P f
β ⊂ Pβ

äëÿ íåêîòîðûõ Pα è Pβ . Ñîñòàâèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå Z =
⋃

α Pα

è ââåäåì íà Z îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R, ïîðîæäåííîå îòíîøåíèÿìè
x ∼ Iδ(x).

×èòàòåëü, âåðîÿòíî, óæå äîãàäàëñÿ, ÷òî ìû ñîáèðàåìñÿ òåïåðü ôàêòîðèçîâàòü
ìíîæåñòâî Z (ñíàáæåííîå âíóòðåííåé ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ)
ïî îòíîøåíèþ R. Çäåñü, îäíàêî, èìååòñÿ íåáîëüøîå ôîðìàëüíîå çàòðóäíåíèå.
Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèå R îòîæäåñòâèò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
îäíîãî ñèìïëåêñà Pα. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû íàøà êîíñòðóêöèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà
ïðåäûäóùèì îïðåäåëåíèÿì, ìû äîëæíû çàïðåòèòü ýòî. Òàêèì îáðàçîì,
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (P, d), ïîëó÷åííîå èç Z ñêëåèâàíèåì ñ ïîìîùüþ
îòíîøåíèÿ R, ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì òîëüêî åñëè
êàæäûé ñèìïëåêñ Pα ïðîåêòèðóåòñÿ â P èíúåêòèâíî. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî
òðåáîâàíèå íå óìåíüøàåò êëàññ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
òàêèì ïóòåì.
Óïðàæíåíèå 3.2.5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî P , ñêëååííîå
èç âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïîìîùüþ èçîìåòðèé èõ ãðàíåé, ÿâëÿåòñÿ
ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîäñêàçêà. Ïîäðàçáåéòå ìíîãîãðàííèêè íà áîëåå ìåëêèå.
1Òàê ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ � ýòî ïî÷òè ñèíîíèì ñëîâà ðàçâåðòêà, îäíàêî ïîñëåäíåå îáû÷íî

óïîòðåáëÿåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíå÷íûì ïîëèýäðàì, à ïåðâîå � â îáùåé ñèòóàöèè è,
ïðåèìóùåñòâåííî, êîãäà âñå ãðàíè � ñèìïëåêñû.
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Îòìåòèì, ÷òî èçîìåòðèÿ ìåæäó äâóìÿ ñèìïëåêñàìè îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ
ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äàííûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå èëè ìåíåå êîìáèíàòîðíûìè.
Òî÷íåå, ÷òîáû îïèñàòü ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, äîñòàòî÷íî çàôèêñèðîâàòü
äëèíû ðåáåð ñèìïëåêñîâ Pi (÷òîáû çàäàòü èõ ãåîìåòðèþ) è çàäàòü
êîìáèíàòîðíóþ ñõåìó èõ ñêëåèâàíèÿ.

Ïîä ðàçìåðíîñòüþ ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû ïîíèìàåì ìàêñèìàëüíóþ
ðàçìåðíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ, èç êîòîðûõ îí ñêëååí. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîëèýäðàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòíî îäíîðîäíî, åñëè åãî ìîæíî ñêëåèòü èç ìíîãîãðàííèêîâ
îäíîé ðàçìåðíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî P
ðàçìåðíîñòíî îäíîðîäíî, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ïðèíàäëåæèò n-ìåðíîé
ãðàíè äëÿ íåêîòîðîãî n; ýòî n � ðàçìåðíîñòü P .

Ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàíåé, è ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà èìååò
îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùóþñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé.

Óïðàæíåíèå 3.2.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî P
ëîêàëüíî êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî òî÷êà ïðèíàäëåæèò
êîíå÷íîìó ÷èñëó ãðàíåé.

Åñòåñòâåííûå ïðèìåðû ÷èòàòåëü ìîã íàéòè óæå â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå. Çäåñü ìû äîáàâèì ê íèì áîëåå �ýêçîòè÷åñêèé� ïðèìåð.

Ïðèìåð 3.2.7. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáîâ
Pi = [0, 1]i. Ïóñòü èçîìåòðèè Ii : Pi−1 → Pi äåéñòâóþò äîáàâëåíèåì íóëÿ
ê ïîñëåäíåé êîîðäèíàòå:

Ii(x1, x2, . . . xi−1) = (x1, x2, . . . xi−1, 0).

Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî; ýòî �
áåñêîíå÷íîìåðíûé êóá, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èç [0, 1].

Óïðàæíåíèå 3.2.8. Ìîæåòå ëè âû äàòü îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ñèìïëåêñà?

3.2.2. Ìåòðè÷åñêèå ãðàôû. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì
ñ òîïîëîãè÷åñêèìè ãðàôàìè, ïî êðàéíåé ìåðå êàê ñî ñïîñîáîì íàðèñîâàòü
íåñêîëüêî ãîðîäîâ, ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè. Ìåòðè÷åñêèé ãðàô � ýòî
îäíîìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Õîòÿ îïðåäåëåíèå ïîëèýäðàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà áûëî äàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ïîâòîðèì åãî
çäåñü, ÷òîáû ñäåëàòü åãî áîëåå íàãëÿäíûì â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.
Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò íàø ïðèìåð �ïàóòèíû� 2.2.7 èç âòîðîé ãëàâû.

Ïîä ìåòðè÷åñêèì îòðåçêîì äëèíû a ìû èìååì â âèäó ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷íîå èíòåðâàëó [0, a].
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Îïðåäåëåíèå 3.2.9. Ìåòðèçîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñêëåèâàíèÿ íàáîðà ìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ Ei è òî÷åê vj , ñíàáæåííîãî
ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè R,
îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì èç òî÷åê vj è êîíöîâ íàøèõ
îòðåçêîâ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì ìàêñèìàëüíóþ ïîëóìåòðèêó,
êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó âñåìè ìåòðèêàìè íàøèõ îòðåçêîâ, è äîïîëíèòåëüíóþ
ïîëóìåòðèêó dR(x, y), äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ, åñëè xRy, è
áåñêîíå÷íîñòè � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, è çàòåì îòîæäåñòâëÿåì òî÷êè,
íàõîäÿùèåñÿ íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîé
ïîëóìåòðèêè.

Îòðåçêè {Ei} íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè, à êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ êîíöîâ
è òî÷åê vj íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà. Äëèíà ðåáðà � ýòî ïðîñòî
äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà (îíà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ðàññòîÿíèÿ
â ãðàôå ìåæäó åãî êîíöàìè). ×èñëî êîíöîâ îòðåçêîâ â ïðåäñòàâëÿþùåì
âåðøèíó êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåðøèíû. Áîëüøàÿ
÷àñòü ãðàôîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé êíèãå, � ëîêàëüíî êîíå÷íûå è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò âåðøèíû òîëüêî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåð ãðàôà�ìîíñòðà â ýòîì ïàðàãðàôå).

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïóòü ïîñòðîåíèÿ ãðàôà � ýòî âçÿòü íàáîð
V âåðøèí, îòìåòèòü, êàêèå ïàðû âåðøèí ñîåäèíåíû ðåáðàìè, è óêàçàòü
äëèíû ýòèõ ðåáåð.

×òîáû âîññòàíîâèòü ïî ýòèì äàííûì ãðàô â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíûì
îïðåäåëåíèåì, âîçüìåì íàáîð îòðåçêîâ Ei, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì è
èìåþùèõ äàííûå äëèíû. Òåïåðü, åñëè ðåáðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó îòðåçêó
Ei, ñëåäóåò ñîåäèíÿòü âåðøèíû a è b, òî ñ÷èòàåì îäèí êîíåö îòðåçêà
Ei ýêâèâàëåíòíûì a, à äðóãîé � ýêâèâàëåíòíûì b. Ýòî ïîðîæäàåò
ýêâèâàëåíòíîñòü R, êîòîðàÿ è ñêëåèâàåò ãðàô èç V è {Ei}.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô ìîæíî ïðåâðàòèòü â
ìåòðè÷åñêèé ãðàô, ñîïîñòàâèâ äëèíó êàæäîìó åãî ðåáðó. Îäíàêî ñëåäóåò
ïîìíèòü, ÷òî (äëÿ áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ) ýòî ìîæåò èçìåíèòü òîïîëîãèþ
ïðîñòðàíñòâà. Ñì. íèæå óïðàæíåíèå 3.2.12.

Îòìåòèì, ÷òî äâå âåðøèíû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû äâóìÿ èëè áîëüøèì
÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ðåáåð. Îïðåäåëåíèå 3.2.9 ïîçâîëÿåò ãðàôó èìåòü
äàæå ïåòëè, òî åñòü ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó ñ íåé ñîáîé. Îäíàêî
ëþáîé ãðàô ìîæíî ïåðåäåëàòü â ãðàô áåç ïåòåëü è ïàð ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ
òå æå âåðøèíû, ïðîñòî ðàçáèâ ðåáðà íà ÷àñòè (ñðàâíèòå ñ ïðèìåðîì
3.2.5).

Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå, êîòîðîå ïîçâîëèò ëó÷øå
ïîíÿòü îïðåäåëåíèå ãðàôà.
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Óïðàæíåíèå 3.2.10. Èçó÷èòå îïðåäåëåíèå ñêëåèâàíèÿ è ïðîâåðüòå,
÷òî äëÿ êîíå÷íîãî ãðàôà íàøå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì:
ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî èç ïóòåé èç x
â y, ñîñòàâëåííûõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèìûõ
ðåáåð (òàêèõ, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà ïðåäûäóùåãî ðåáðà îòîæäåñòâëåíà
ñ íà÷àëüíîé ñëåäóþùåãî). Âåðíî ëè ýòî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ? ×òî
ñëó÷èòñÿ, åñëè ìû çàìåíèì �êðàò÷àéøèé ïóòü� íà �èíôèìóì . . . �?

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Òî÷êè, êîòîðûå íå R-ýêâèâàëåíòíû, ïðè ñêëåèâàíèè
ìîãóò (êàê ìû óæå âèäåëè) òåì íå ìåíåå îêàçàòüñÿ îòîæäåñòâëåííûìè.
Óïðàæíåíèå 3.2.11. Ïðèâåäèòå òàêîé ïðèìåð.
Óïðàæíåíèå 3.2.12. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäîáíûõ �ëèøíèõ� îòîæäåñòâëåíèé
íå áóäåò, åñëè ãðàô � ëîêàëüíî êîíå÷íûé èëè åñëè äëèíû âñåõ ðåáåð
îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Êðîìå òîãî, â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ìåòðè÷åñêèé è òîïîëîãè÷åñêèé ãðàôû èìåþò îäèíàêîâóþ
òîïîëîãèþ (òî åñòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî � òîïîëîãè÷åñêîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ òî÷åê ïî òîìó æå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôàêòîðèçàöèÿ X → X/dR íå ìîæåò âîçäåéñòâîâàòü
íà âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ.
Óïðàæíåíèå 3.2.13. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðåííèå òî÷êè ðåáåð íèêîãäà
íè ñ ÷åì íå ñêëåèâàþòñÿ, è, òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå âíóòðåííèõ
òî÷åê îòðåçêîâ îêàçûâàåòñÿ âëîæåííûì â ãðàô.

Èíûìè ñëîâàìè, êàæäîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé
äâå âåðøèíû è íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äðóãèå âåðøèíû, à âíóòðåííîñòè
ðàçëè÷íûõ ðåáåð íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
Óïðàæíåíèå 3.2.14. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ðåáðà, ðàññìàòðèâàåìîãî
êàê êðèâàÿ â ãðàôå, ðàâíî äëèíå èíòåðâàëà, èç êîòîðîãî ýòî ðåáðî áûëî
ïîëó÷åíî.
Óïðàæíåíèå 3.2.15. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
à ìíîæåñòâî V ⊂ X êîíå÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X \ V
ïîêðûòî êîíå÷íûì íàáîðîì ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîåäèíÿåò äâå òî÷êè ìíîæåñòâà V , ïðè÷åì ýòè êðèâûå íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé
è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì èõ êîíöîâ). Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà X � ìåòðè÷åñêèé ãðàô.
Óïðàæíåíèå 3.2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ
ìîæåò ñòàòü íåâåðíûì, åñëè îòáðîñèòü ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîñòè
ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Ïîäñêàçêà. Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì òî÷åê, íî íå âñÿêîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì
ïîëèýäðîì.



3.2. Ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà 83

Õîòÿ íàøå îïðåäåëåíèå ãðàôà çâó÷èò âåñüìà íàóêîîáðàçíî, ñàìè
ãðàôû ÿâëÿþòñÿ ïðèâû÷íûìè îáúåêòàìè, è íàøà æèòåéñêàÿ èíòóèöèÿ
ìîæåò ñëóæèòü õîðîøèì ãèäîì, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ.
Ñêàæåì, íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé è âíóòðåííèõ ðàññòîÿíèé â
îäíîìåðíîì ñêåëåòå êóáà � óïðàæíåíèå, ïîñèëüíîå äëÿ äåñÿòèëåòíåãî
ðåáåíêà. Ãðàôû ìîãóò äàæå ïîêàçàòüñÿ ñêó÷íîâàòûìè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè
ìûñëÿùåãî ÷èòàòåëÿ, êàê ñëèøêîì äèñêðåòíûå è êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû.
×òîáû èçáàâèòü åãî îò òàêîãî îùóùåíèÿ, ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé
ïîäõîä: ïîïðîáóéòå àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî X
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ãðàôàìè, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò äîñòàòî÷íî
ãóñòî â X, ñì. ïîäðîáíîñòè â ãëàâå 7.

Íàèáîëåå ñêåïòè÷åñêè íàñòðîåííûì ÷èòàòåëÿì ìû ñîâåòóåì ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà,
ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè áóäåò òåì æå, ÷òî è â ãðàôå.
Ðàçóìååòñÿ, òàêîé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ìîíñòð, êîòîðûé
âðÿä ëè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì.
Ïðèìåð 3.2.17. Ïðîèçâîëüíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó (X, d) ñîïîñòàâèì
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ Ix,y, �çàíóìåðîâàííûõ � âñåìè ïàðàìè
òî÷åê x, y ∈ X. Êàæäûé îòðåçîê Ix,y ñíàáäèì äëèíîé, ðàâíîé d(x, y).
Ýòî áóäóùèå ðåáðà ãðàôà. Ñêëåèâàíèå ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîå: ìû
îòîæäåñòâëÿåì ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ Ix,y è Ix′,y′ , åñëè x = x′, è ïðàâûå
êîíöû, åñëè y = y′. Ïðîâåðüòå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
X ìîæíî îòîæäåñòâèòü êàíîíè÷åñêè ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà è ÷òî
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ýòîãî ãðàôà, ñóæåííàÿ íà ìíîæåñòâî åãî âåðøèí,
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ìåòðèêîé d ïðîñòðàíñòâà X. (Ýòó êîíñòðóêöèþ
ìîæíî îïèñàòü áîëåå íàãëÿäíî: ïðåäñòàâèì, ÷òî êàæäîé ïàðå òî÷åê
x, y ∈ X ìû ñîïîñòàâëÿåì îòðåçîê äëèíû d(x, y) è ïðèêëåèâàåì îäèí
êîíåö ýòîãî îòðåçêà ê òî÷êå x, à äðóãîé � ê òî÷êå y.)

3.2.3. Ìåòðèêà ñëîâ. Îäèí âàæíûé êëàññ ãðàôîâ ñâÿçàí ñ ãðóïïàìè.
Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, òî åñòü ãðóïïà ñ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ãðóïïå èìååòñÿ òàêîé
êîíå÷íûé íàáîð åå ýëåìåíòîâ S = {g1, . . . , gk} ⊂ G, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç S.
Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî S ñèììåòðè÷íî: äëÿ êàæäîãî s ∈ S
îáðàòíûé ýëåìåíò s−1 òàêæå ñîäåðæèòñÿ â S.
Çàìå÷àíèå 3.2.18. Åñëè S íå ñèììåòðè÷íî, åãî âñåãäà ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü,
äîáàâèâ ê íåìó ýëåìåíòû, îáðàòíûå êî âñåì åãî ýëåìåíòàì. Ïîýòîìó,
îïèñûâàÿ S, ìû îáû÷íî áóäåì óïîìèíàòü òîëüêî îäèí èç äâóõ âçàèìíî
îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ: ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ, îáðàòíûå
ýëåìåíòû äëÿ ýëåìåíòîâ èç S âêëþ÷åíû â S ïî óìîë÷àíèþ.
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Ïî ãðóïïå G è ìíîæåñòâó åå îáðàçóþùèõ S = {g1, . . . , gk} ⊂ G
ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô Êýëè ïàðû (G, S). Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà � ýòî â
òî÷íîñòè ýëåìåíòû èç G, è äâà ýëåìåíòà g, h ∈ G ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà gh−1 ∈ S. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ýëåìåíò
g ∈ G ñîåäèíåí k ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè g1g, g2g, . . . , gkg. Äëèíû âñåõ
ðåáåð ïîëàãàåì ðàâíûìè 1.

Íà ÿçûêå îïðåäåëåíèÿ 3.2.9 ãðàô Êýëè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âîçüìåì ñåìåéñòâî åäèíè÷íûõ èíòåðâàëîâ Is

g , ïîìå÷åííûõ
ïàðàìè (g ∈ G, s ∈ S) è ñêëåèì èõ ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîðîæäåííîé ñëåäóþùèìè îòîæäåñòâëåíèÿìè: åñëè h = sg, îòîæäåñòâëÿåì
ïðàâûé êîíåö îòðåçêà Is

g ñ ëåâûìè êîíöàìè îòðåçêîâ It
h ïðè âñåõ t ∈ S.

Óïðàæíåíèå 3.2.19. Îïèøèòå ãðàôû Êýëè äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï è èõ
ñèñòåì îáðàçóþùèõ:

1. G � ãðóïïà Z, ïîðîæäåííàÿ ÷èñëîì {1}.
2. G � ãðóïïà Z/mZ ñ îäíèì îáðàçóþùèì.
3. G � ãðóïïà Z2 ñ îáðàçóþùèìè (0, 1) è (1, 0).
4. G � ãðóïïà Z2 ñ îáðàçóþùèìè (0, 1), (1, 0), (1, 1).
5. G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè a, b.

Îòâåòû. 1. Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç åäèíè÷íûõ èíòåðâàëîâ.
2. Ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè åäèíè÷íîé äëèíû.
3. Ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè x = n è y = n äëÿ

âñåõ öåëûõ n.
4. Ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè x = n, y = n è x−

y = n äëÿ âñåõ öåëûõ n. ×òîáû êàðòèíêà ëó÷øå ñîîòâåòñòâîâàëà íàøåé
ìåòðèêå (âñå ðåáðà äîëæíû áûòü åäèíè÷íîé äëèíû), íàðèñóéòå ðåøåòêó,
ðàçáèâàþùóþ ïëîñêîñòü íà ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè
äëèíû 1.

5. Áåñêîíå÷íîå äåðåâî ñ âåðøèíàìè ïîðÿäêà 4. (Äåðåâî � ýòî ãðàô,
íå ñîäåðæàùèé ïîäìíîæåñòâà, ãîìåîìîðôíîãî îêðóæíîñòè.)

Çàäàíèå äëèí ðåáåð îïðåäåëÿåò íà ãðàôå Êýëè âíóòðåííþþ ìåòðèêó.

Îïðåäåëåíèå 3.2.20. Ñóæåíèå íà G âíóòðåííåé ìåòðèêè, ïîðîæäåííîé
äëèíàìè ðåáåð ãðàôà Êýëè, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé ñëîâ ãðóïïû G (ïî
îòíîøåíèþ ê äàííîìó ìíîæåñòâó îáðàçóþùèõ).

Óïðàæíåíèå 3.2.21. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåòðèêà êîíå÷íà.

Óïðàæíåíèå 3.2.22. Âûïèøèòå ìåòðèêó ñëîâ è èçîáðàçèòå ìåòðè÷åñêèå
øàðû ðàäèóñà 5 â ñëó÷àå ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïðèìåðîâ èç óïðàæíåíèÿ
3.2.19.
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Óïðàæíåíèå 3.2.23. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå (â ìåòðèêå ñëîâ)
ìåæäó g è h ðàâíî íàèìåíüøåìó èç òàêèõ ÷èñåë n, ÷òî g ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå g = h1h2 . . . hnh, ãäå âñå hi ∈ S (íàïîìíèì, ÷òî
S ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì). Èìåííî ñ ýòèì ñâÿçàíî íàçâàíèå
�ìåòðèêà ñëîâ�: ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè g è h ðàâíî äëèíå ñàìîãî
êîðîòêîãî ñëîâà, ñîñòàâëåííîãî èç îáðàçóþùèõ è ðàâíîãî g−1h.

Ðîëü ýòîé êîíñòðóêöèè êàê â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï, òàê è â
ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè, òðóäíî ïåðåîöåíèòü; ìû îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì
ïîäðîáíåå íåñêîëüêî ïîçäíåå, â ãëàâå 8.

3.3. Èçîìåòðèè è ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èçîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü (X, dX) è (Y, dY ) � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé íà îáðàç,
åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî dY (f(x), f(y)) =
dX(x, y) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X (òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå
àâòîìàòè÷åñêè èíúåêòèâíî).

Ñþðúåêòèâíîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
èçîìåòðèåé. Äâà ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ
îäíîãî èç íèõ íà äðóãîå.

ßñíî, ÷òî èçîìåòðèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, à èçîìåòðè÷íîñòü �
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî èçîìåòðèÿ íà îáðàç
ïåðåâîäèò êðèâûå â êðèâûå òîé æå äëèíû, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî � èçîìîðôèçì
ôóíêöèîíàëîâ äëèíû. Îáðàç êðàò÷àéøåé (ãåîäåçè÷åñêîé, ñôåðû, øàðà,
è ò.ä.) ïðè èçîìåòðèè � ñíîâà êðàò÷àéøàÿ (ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñôåðà, øàð,
è ò.ä.), Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò êëàññû
èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà íà ñàìîãî ñåáÿ îáðàçóþò ãðóïïó (äîêàæèòå
ýòî!), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðèé. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå
Iso(X). Äëÿ �áîëüøèíñòâà� ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (â ñëó÷àå �îáùåãî
ïîëîæåíèÿ�) ýòà ãðóïïà òðèâèàëüíà. (Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñò-
âà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãðóïïà èçîìåòðèé êîòîðîãî òðèâèàëüíà.) Î
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùåì íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó èçîìåòðèé,
÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî îíî îáëàäàåò ñèììåòðèÿìè. Èìååòñÿ çàìå÷àòåëüíûé
êëàññ î÷åíü ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ; ýòî òàê íàçûâàåìûå îäíîðîäíûå
ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé X íàçûâàåòñÿ
(ìåòðè÷åñêè) îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ
I : X → X òàêàÿ, ÷òî I(x) = y.
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Ïðèìåð 3.3.3. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è (ìåòðè÷åñêèå) ñôåðû ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Öèëèíäð x2 + y2 = 1 â R3 è òîð èç
ïðèìåðà 3.1.19 � òàêæå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êîíóñ x2 + y2 = z2 è ïàðàáîëîèä x2 + y2 = z íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè.

Ìîæåòå ëè âû íàéòè ãðóïïû èçîìåòðèé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ?

Çäåñü ñàìîå âðåìÿ ââåñòè ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
èçîìåòðè÷íûì îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó Y , åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñò-
ðàíñòâà X èìååò îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó
â Y . Åñëè ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó,
òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî ïëîñêîå.

Ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ îòëè÷èòü îò åâêëèäîâà ñ ïîìîùüþ
ëîêàëüíûõ èçìåðåíèé: �â ìàëîì� îíè ñîâåðøåííî îäèíàêîâû. Íàïðèìåð,
öèëèíäð x2 + y2 = 1 â R3 � ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. ×òîáû ïîíÿòü, ÷òî
ýòî öèëèíäð, äâóìåðíîå ñóùåñòâî áûëî áû âûíóæäåíî ñîâåðøèòü äîëãîå
�ìàãåëëàíîâî� ïóòåøåñòâèå âîêðóã öèëèíäðà. Êîíóñ x2 + y2 = z2, z ≥
0, � íå ïëîñêèé; ýòî ÿñíî èç ðàññìîòðåíèÿ îêðåñòíîñòè åãî âåðøèíû.

Âîïðîñ: ÷òî áû âû ïðåäëîæèëè äâóìåðíîìó ñóùåñòâó, æèâóùåìó íà
êîíóñå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî êîíóñ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì? À äâóìåðíîìó
ñóùåñòâó, æèâóùåìó íà ñôåðå? Äîëæíî ëè îíî ñîâåðøèòü êðóãîñâåòíîå
ïóòåøåñòâèå, ÷òîáû óçíàòü, ÷òî åãî ìèð � íå ïëîñêîñòü? Çàìåòèì, ÷òî
îïûòû ñ ãîðèçîíòîì íåçàêîííû ïðè íàøåé ïîñòàíîâêå: îíè èñïîëüçóþò
èçìåðåíèÿ â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, à íàì äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî âíóòðåííèå èçìåðåíèÿ.

Îòâåòû íà òàêèå âîïðîñû íå âñåãäà ëåãêè, íî ÷èòàòåëü äîëæåí
íàó÷èòüñÿ îòâå÷àòü íà íèõ ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ýòîé êíèãè.

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñîáèðàåìñÿ èìåòü äåëî
ñ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû èçîìåòðèé. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïîíÿòèåì
äåéñòâèÿ ãðóïïû, ìîæåò ïðåäïî÷åñòü äóìàòü î ãðóïïå G, äåéñòâóþùåé
íà X èçîìåòðèÿìè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 3.3.5. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå
X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : G × X → X (äëÿ êðàòêîñòè
ìû áóäåì ïèñàòü g(x) âìåñòî ϕ(g, x)), ÷òî

(i) gh(x) = g(h(x)) è
(ii) e(x) = x

äëÿ ëþáûõ g, h ∈ G, x ∈ X. Çäåñü e � åäèíèöà ãðóïïû G.
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Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé (X, d). Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè RG: òî÷êè x, y ∈ X
ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = g(y) äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G
(ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî � äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòü!).

Òàê êàê ó íàñ åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, ìû ìîæåì ñêëåèòü ìåæäó ñîáîé ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè è
ðàññìîòðåòü ôàêòîðìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå
òàêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.1.12 ñêëåèâàíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòè, èíäóöèðîâàííîé äåéñòâèåì
ïîäãðóïïû ãðóïïû èçîìåòðèé, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ñêëåèâàíèåì,
åñòü â òî÷íîñòè X/RG (îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå X/G), à ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè â X/G � ýòî èíôèìóì ðàññòîÿíèé ìåæäó èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè
â X.

Áîëåå ôîðìàëüíî, äëÿ x, y ∈ X/G ïîëîæèì

d(x, y) = inf{d(x, y) : x ∈ x, y ∈ y}
äëÿ x, y ∈ X/G.

Íàïîìíèì , ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè x íàçûâàåòñÿ îðáèòîé
ýòîé òî÷êè: O(x) = {g(x) : g ∈ G}. Òåïåðü îïðåäåëåíèå ìåòðèêè d ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(O(x), O(y)) = inf
g∈G

d(x, g(y)).

Ëåììà 3.3.6. Ìåòðèêà d ñîâïàäàåò ñ ôàêòîðìåòðèêîé dRG
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñêëåèâàíèÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàññàìè
òî÷åê p, q ∈ X â ôàêòîðìåòðèêå ðàâíî èíôèìóìó ñóìì

k∑

i=0

d(pi, qi)

ïî âñåì òàêèì êîíå÷íûì íàáîðàì {pi, qi, i = 0, 1, . . . , k, k ∈ N}, ÷òî
p0 = p, qk = q è òî÷êà pi ýêâèâàëåíòíà òî÷êå qi−1 ïðè âñåõ i > 1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå èçîìåòðèè gi ∈ G, ÷òî gi(pi) = qi−1. Ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòè èçîìåòðèè, ÷òîáû ñîáðàòü âìåñòå âñå îòðåçêè
pi, qi. À èìåííî, ðàññìîòðèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

p̃0 = p0 = p, q̃0 = q0,

p̃1 = g1(p1), q̃1 = g1(q1),

p̃2 = g1(g2(p2)), q̃2 = g1(g2(q2)),

. . .

p̃k = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gk(pk), q̃k = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gk(qk).
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Òàê êàê âñå îòîáðàæåíèÿ gi è, òåì ñàìûì, èõ êîìïîçèöèè g1◦g2◦· · ·◦gi �
èçîìåòðèè, òî d(pi, qi) = d(p̃i, q̃i) è ïîýòîìó

k∑

i=0

d(pi, qi) =
k∑

i=0

d(p̃i, q̃i).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âûáîðó èçîìåòðèé gi, q̃i = p̃i+1. Òàêèì îáðàçîì

d(p, q̃k) ≤
k∑

i=0

(d(p̃i, q̃i) + d(q̃i, p̃i+1)) =
k∑

i=0

d(pi, qi).

Íàïîìíèì, ÷òî

q̃k = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gk(qk) = g1 ◦ g2 ◦ · · · ◦ gk(q),

òàê ÷òî q̃k ïðèíàäëåæèò îðáèòå O(q) òî÷êè q. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îðáèòàìè òî÷åê p è q íå áîëüøå ðàññòîÿíèÿ â
ôàêòîðìåòðèêå ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê p è q .

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè q′ ∈
O(q) è p′ ∈ O(p), òî p′ è q′ ýêâèâàëåíòíû òî÷êàì p è q, ñîîòâåòñòâåííî,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïóòü òîëüêî ñ îäíèì íåíóëåâûì
ïðûæêîì, ïîëîæèâ p0 = q0 = p, p1 = p′, q1 = q′ è p2 = q2 = q. Äëèíà
ýòîãî ïóòè ðàâíà d(p′, q′). ¤

Óïðàæíåíèå 3.3.7. Äàéòå ïðÿìîå (òî åñòü íå èñïîëüçóþùåå íè îïðåäåëåíèÿ
3.1.12, íè ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëüíîé ìåòðèêè) äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
îïðåäåëåííàÿ âûøå ìåòðèêà d ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé.

Ïîäñêàçêà.Íèæå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ �ìîäåëüíîãî� ñëó÷àÿ,
êîãäà X ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî, à âñå îðáèòû êîìïàêòíû. Âîñïîëüçóéòåñü
àïïðîêñèìàöèåé, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü a, b ∈ X/G. Âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëåé x, y êëàññîâ a, b òàê,
÷òîáû d(a, b) = d(x, y). Òàêèå ïðåäñòàâèòåëè íàéäóòñÿ ââèäó êîìïàêòíîñòè
îðáèò.

Ïóñòü z � ñåðåäèíà ìåæäó x è y, òî åñòü òàêàÿ òî÷êà, ÷òî d(x, z) =
d(y, z) = 1

2d(x, y). ßñíî, ÷òî d(a,O(z)) ≤ d(x, z) = 1
2d(x, y) = 1

2d(a, b).
Àíàëîãè÷íî, d(b,O(z)) ≤ 1

2d(a, b). Èç íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî îáà ïðåäûäóùèõ íåðàâåíñòâà äîëæíû îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà, è òåì
ñàìûì O(z) ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ìåæäó a è b. ¤

Ïðèìåð 3.3.8. Åñëè ïîäãðóïïà G ãðóïïû èçîìåòðèé ïëîñêîñòè R2

äåéñòâóåò öåëî÷èñëåííûìè ïåðåíîñàìè, òî åñòü åñëè g(x, y) = (x+ k, y +
l), ãäå k, l � öåëûå, òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî R2/G ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì
òîðîì (ñðàâíèòå ñ ïðèìåðîì 3.1.19)).
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Ïðèìåð 3.3.9. Åñëè ïîäãðóïïà G ãðóïïû Iso(R2) ñîñòîèò èç äâóõ
ýëåìåíòîâ: åäèíèöû è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè −id : (x, y) → (−x,−y), òî
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî êîíóñó x2 + y2 = cz2, z ≥ 0. Ìîæåòå
ëè âû íàéòè çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà c? À ÷òî áóäåò, åñëè G � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà ïîâîðîòîâ?

Ïðèìåð 3.3.10. Åñëè ïîäãðóïïà G ãðóïïû èçîìåòðèé ïëîñêîñòè R2

ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: åäèíèöû è îñåâîé ñèììåòðèè (x, y) → (x,−y),
òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ.

×èòàòåëü ìîã çàìåòèòü ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ïðèìåðàìè: â òî
âðåìÿ êàê òîð âûãëÿäèò �îäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ�, êîíóñ è ïîëóïëîñêîñòü
èìåþò îñîáûå òî÷êè (âåðøèíó êîíóñà è ðåáðî, îãðàíè÷èâàþùåå ïîëóïëîñêîñòü).
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû óâèäèì, ÷òî ïîÿâëåíèå òàêèõ �ñèíãóëÿðíûõ�
òî÷åê ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íåïîäâèæíûõ òî÷åê èçîìåòðèé èç G.

3.4. Ëîêàëüíûå èçîìåòðèè è íàêðûòèÿ
3.4.1. Ëîêàëüíûå èçîìåòðèè.
Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x, ÷òî (ñóæåíèå) f îòîáðàæàåò Ux èçîìåòðè÷íî
íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uy ⊂ Y . Åñëè îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè, îíî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì â îáëàñòÿõ Ux è Uy

ñóæåíèÿ èñõîäíûõ ìåòðèê, íî íå èíäóöèðîâàííûå â íèõ ìåòðèêè. Ýòî
ñóùåñòâåííî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì òî÷êè ìîãóò è íå èìåòü
âûïóêëûõ îêðåñòíîñòåé.

Ëîêàëüíûå èçîìåòðèè ìîãóò èçìåíÿòü ðàññòîÿíèÿ. Íàïðèìåð, îíè
ìîãóò îòîáðàæàòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â îäíó òî÷êó. Îäíàêî, ëþáàÿ
ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ
íåðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü îíà íå ìîæåò óâåëè÷èâàòü
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Óïðàæíåíèå 3.4.2. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 3.4.3. Îòîáðàæåíèå f : R → S, çàäàííîå ðàâåíñòâîì f(t) =
(sin(t), cos(t)), ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé
(óãëîâîé) ìåòðèêå on S1).

Ïðèìåð 3.4.4. Áîëåå îáùî, åñëè f : X → Y � ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
è Y � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, òî â X ñóùåñòâóåò òàêàÿ
(åäèíñòâåííàÿ) ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ÷òî f
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ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé. Ýòà ñòðóêòóðà � â òî÷íîñòè ôóíêöèîíàë
äëèíû, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì f (ñì. îïðåäåëåíèÿ â ïàðàãðàôå
2.2 ).

Óïðàæíåíèå 3.4.5. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â ïîñëåäíåì
ïðèìåðå.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó òîð R2/Z2 � ïëîñêèé, à
êîíóñ R2/{id,−id} � íåò.

Óïðàæíåíèå 3.4.6. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè íà ïðîñòðàíñòâå
X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. (×èòàòåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòü G êàê
ïîäãðóïïó Iso(X).) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå îðáèòû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå p : X → X/G ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G.

3.4.2. Íàêðûòèÿ. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âàæíûé êëàññ ëîêàëüíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ, a â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàêðûòèÿ îáðàçóþò âàæíûé êëàññ ëîêàëüíûõ
èçîìåòðèé. Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé è
ñâÿçü ìåæäó íàêðûòèÿìè è âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè.

×òî êàñàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ìû îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèÿìè
è ïåðå÷íåì îñíîâíûõ ôàêòîâ. Äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ
êíèãàõ (ñì. [Mas]). Çäåñü æå ìû âûäåëèì òå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
íàêðûòèé, êîòîðûå âîçíèêàþò, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì íàêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Îáùèå ñâîéñòâà íàêðûòèé. Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñò-
ðàíñòâà, à f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî
V ⊂ Y íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòûì, åñëè åãî ïîëíûé ïðîîáðàç
f−1(V ) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì òàêèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
Ui ⊂ X, ÷òî ñóæåíèå f íà êàæäîå Ui ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà V .
Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì, èëè, êîðî÷å,
íàêðûòèåì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Y èìååò ïðàâèëüíî íàêðûòóþ
îêðåñòíîñòü. Ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ áàçîé íàêðûòèÿ, à X � íàêðûâàþùèì
ïðîñòðàíñòâîì. Âîò êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû íàêðûòèé: îòîáðàæåíèå
f : R → S1, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì f(x) = (cosx, sinx); ñòàíäàðòíîå
íàêðûòèå òîðà ïëîñêîñòüþ, òî åñòü îòîáðàæåíèå F : R2 → T 2 = S1 × S1,
çàäàííîå ôîðìóëîé F (x, y) = (f(x), f(y)), ãäå f(x) = (cosx, sinx) ∈ S1;
ïðîåêòèðîâàíèå ñôåðû S2 íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP2 (íàïîìíèì,
÷òî RP2 � ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ñôåðû S2 ïî ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼
−x).
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Êàæäîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì. Îäíàêî
îáðàòíîå íå âåðíî: íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ èíòåðâàëà
(0, 1) â R.

Åñëè X è Y ñâÿçíû è f : X → Y � íàêðûòèå, òî ÷èñëî òî÷åê â
ïðîîáðàçå f−1(y) íå çàâèñèò îò y ∈ Y è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ëèñòîâ
íàêðûòèÿ f (ýòî �÷èñëî� ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîñòüþ). Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íàêðûòèÿ òîëüêî äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : X → Y � íàêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Y ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Òàê êàê f � ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, íà X ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà, äëÿ êîòîðîé f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé. Ýòà ìåòðèêà íà X íàçûâàåòñÿ ïîäúåìîì ìåòðèêè ïðîñòðàí-
ñòâà X.

Äëÿ ÷èòàòåëÿ, óæå çíàêîìîãî ñ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè è ðèìàíîâûìè
ìåòðèêàìè, îòìåòèì, ÷òî åñëè Y � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, òî åãî
ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà è ðèìàíîâà ìåòðèêà ìîãóò áûòü åñòåñòâåííî ïîäíÿòû
â X.

Óïðàæíåíèå 3.4.7. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
à f : X → Y � íàêðûòèå è ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
øàð Br(y) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî íàêðûòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè y ∈ Y .
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè èç f−1(y)
íå ìåíüøå, ÷åì 2r.

Óïðàæíåíèå 3.4.8. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ïðè÷åì Y � ïîëíîå, à f : X → Y � íàêðûòèå è ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà X òîæå ïîëíî.

Ïîäñêàçêà. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f � íåðàñòÿãèâàþùåå, òî îíî
ïåðåâîäèò ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïðîñòðàíñòâà X â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè â Y . Ðàññìîòðèòå ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è åå ïðàâèëüíóþ îêðåñòíîñòü.

Óïðàæíåíèå 3.4.9. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
f : X → Y � íàêðûòèå è ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, y1, y2 ∈ Y è ε > 0.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ òî÷êè x1 ∈ f−1(y1) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
x2 ∈ f−1(y2), ÷òî |x1x2| ≤ |y1y2| + ε. Åñëè ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà Y �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ, òî òî æå ñàìîå âåðíî ïðè ε = 0.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ñòàíäàðòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ëåììîé î
ïîäúåìå ïóòè: äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [a, b] → Y è êàæäîé òî÷êè x ∈
f−1(γ(a)) ñóùåñòâóåò òàêîé (åäèíñòâåííûé) ïóòü γ̃ : [a, b] → X, ÷òî
f ◦ γ̃ = γ è γ̃(a) = x.

Óïðàæíåíèå 3.4.10. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óïðàæíåíèþ
3.4.8. Èìåííî, åñëè X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,



92 3. Êîíñòðóêöèè

f : X → Y � íàêðûòèå è ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, à X ïîëíî, òî Y òàêæå
ïîëíî.

Ïîäñêàçêà. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {yn} â Y íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {xn} â X, ÷òî f(xn) = yn.

Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Íàêðûòèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì,
åñëè X îäíîñâÿçíî. Ïðîñòðàíñòâî X â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
íàêðûâàþùèì äëÿ Y .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñÿêîå �íå ñëèøêîì ïëîõîå�
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå. ×òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü åå â ñòðîãîé ôîðìå, ïðåäâàðèòåëüíî äàäèì îïðåäåëåíèÿ.
Ãîâîðÿò, ÷òî äâà íàêðûòèÿ f1 : X1 → Y è f2 : X2 → Y ýêâèâàëåíòíû,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì h : X1 → X2, ÷òî f1 = f2 ◦ h.
Ýêâèâàëåíòíûå íàêðûòèÿ åñòåñòâåííî íå ðàçëè÷àòü.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì,
åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y è êàæäîé åå îêðåñòíîñòè U ñóùåñòâóåò
ñòîëü ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U ′, y ∈ U ′ ⊂ U , ÷òî êàæäûå äâå òî÷êè a, b ∈ U ′

ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ïðîõîäÿùèì â U . Ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì â öåëîì èëè ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè
êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Y èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî êàæäàÿ ïåòëÿ,
ñîäåðæàùàÿñÿ â U , ñòÿãèâàåìà â Y . (Äðóãèìè ñëîâàìè, îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû π1(U, y) ïðè ãîìåîìîðôèçìå π1(U, y) → π1(Y, y) èíäóöèðîâàííîì
âêëþ÷åíèåì U â Y , òðèâèàëåí.)

Òåîðåìà 3.4.11. Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ñâÿçíî, ëîêàëüíî
ëèíåéíî ñâÿçíî è ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíî, òî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå
íàêðûòèå f : X → Y . Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà Y â ýòîé òåîðåìå, âûãëÿäÿò åñòåñòâåííûìè
è âûïîëíÿþòñÿ äëÿ áîëüøèíñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, çà èñêëþ÷åíèåì
�ïàòîëîãè÷åñêèõ�. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì.

Îäíèì èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ
ÿâëÿåòñÿ åãî òåñíàÿ ñâÿçü ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. Ïóñòü f : X →
Y � íàêðûòèå. Çàôèêñèðóåì y0 ∈ Y è âûáåðåì x0 ∈ f−1(y0). Ïîñëå ýòîãî
äëÿ êàæäîãî ïóòè γ â Y , íà÷èíàþùåãîñÿ â x0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ïîäúåì γ̃ â X, íà÷èíàþùèéñÿ â x0. (Íàïîìíèì: òî, ÷òî γ̃ � ïîäúåì ïóòè
γ, îçíà÷àåò, ÷òî f◦γ̃ = γ). Â ÷àñòíîñòè, ïåòëÿ ñ âåðøèíîé y0 ïîäíèìàåòñÿ
â êðèâóþ, íà÷èíàþùóþñÿ â x0 è êîí÷àþùóþñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
ìíîæåñòâà f−1(y0). Ñòàíäàðòíàÿ �ëåììà î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè�
óòâåðæäàåò, ÷òî ïîäúåìû ãîìîòîïíûõ ïóòåé ãîìîòîïíû (ìû èìååì â
âèäó ãîìîòîïèþ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè). Â ÷àñòíîñòè, ïîäúåìû
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ãîìîòîïíûõ ïóòåé èìåþò îáùèå êîíöû, òî åñòü, åñëè äâå ïåòëè γ1 è γ2

ñ îáùåé âåðøèíîé y0 ãîìîòîïíû, òî èõ ïîäúåìû γ̃1 è γ̃2, íà÷èíàþùèåñÿ
â x0, êîí÷àþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå y ∈ f−1(y0).

Åñëè f � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå
âåðíî: ëþáûå ïóòè â X, ñîåäèíÿþùèå äàííóþ ïàðó òî÷åê, ãîìîòîïíû è,
ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîäúåìû ãîìîòîïíû â Y .

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êëàññàìè ãîìîòîïíûõ ïåòåëü ïðîñòðàíñòâà Y ñ âåðøèíàìè â y0 (òî
åñòü, ìåæäó ýëåìåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(Y, y0)) è òî÷êàìè
ìíîæåñòâà f−1(y0) ⊂ X).

Ðåãóëÿðíûå íàêðûòèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Íà ñàìîì
äåëå íå âñå íàêðûòèÿ â ðàâíîé ìåðå èíòåðåñíû ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå
íàêðûòèÿ. Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî âñå óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ ðåãóëÿðíû.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Èìåííî, åñëè x0 ∈ X è y0 =
f(x0), òî ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0),
îòîáðàæàþùèé êëàññ ïåòåëü â âåðøèíîé γ â X â êëàññ ïåòåëü f ◦ γ
â Y . Åñëè f � íàêðûòèå, òî, ïî ëåììå î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè, îáðàç
íåñòÿãèâàåìîé ïåòëè íåñòÿãèâàåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãîìîìîðôèçì f∗
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (òî åñòü èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì) èç
π1(X, x0) â π1(Y, y0).

Òàêèì îáðàçîì, f∗(π1(X,x0)) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â π1(Y, y0), èçîìîðôíîé
ãðóïïå π1(X,x0). Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé íàêðûòèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè,
îíà ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ïåòåëü ñ âåðøèíàìè â y0, ïîäúåìû êîòîðûõ ñ
íà÷àëîì x0 îêàçûâàþòñÿ ïåòëÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà ìîæåò
çàâèñåòü îò âûáîðà òî÷êè x0 ∈ f−1(y0), õîòÿ âñå ãðóïïû, ïîëó÷åííûå
òàêèì ñïîñîáîì, èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Íàêðûòèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå (ýêâèâàëåíòíûå ìåæäó ñîáîé) ñâîéñòâà

• f∗(π1(X,x0)) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â π1(Y, y0).
• f∗(π1(X,x0)) íå çàâèñèò îò x0 ∈ f−1(y0).

Ïðåîáðàçîâàíèå ñêîëüæåíèÿ íàêðûòèÿ f : X → Y � ýòî òàêîé
ãîìåîìîðôèçì (ýêâèâàëåíòíîñòü) h : X → X, ÷òî f = f ◦ h. Íàãëÿäíî,
ïðåîáðàçîâàíèå ñêîëüæåíèÿ � ýòî ãîìåîìîðôèçì X íà ñåáÿ, êîòîðûé
�ïåðåñòàâëÿåò ëèñòû� íàêðûòèÿ; áîëåå ôîðìàëüíî, ïåðåñòàâëÿåò òî÷êè
ìíîæåñòâà f−1(y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîëüæåíèÿ,
î÷åâèäíî, îáðàçóþò ãðóïïó. Íàêðûòèå f : X → Y ðåãóëÿðíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ãðóïïà äåéñòâóåò �òðàíçèòèâíî íà ëèñòàõ�, òî
åñòü
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• äëÿ ëþáûõ y ∈ Y , x, x′ ∈ f−1(y) ñóùåñòâóåò òàêîå (åäèíñòâåííîå)
ïðåîáðàçîâàíèå ñêîëüæåíèÿ h : X → X, ÷òî h(x) = x′.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå)
îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîãî íàêðûòèÿ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ èçîìîðôíà
ôàêòîðãðóïïå π1(Y, y0)/f∗(π1(X,x0)), ãäå y0 = f(x0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
f : X → Y � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ñêîëüæåíèÿ èçîìîðôíà π1(Y ).

Ïðèìåð 3.4.12. Â ñëó÷àå íàêðûòèÿ f : R → S1, çàäàííîãî ðàâåíñòâîì
f(x) = (cosx, sinx), ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ
èç R â R âèäà x 7→ x+2πk, ãäå k � öåëîå. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ãðóïïîé
ñêîëüæåíèé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z, äåéñòâóþùàÿ íà R ñäâèãàìè.

Àíàëîãè÷íî, ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íàêðûòèÿ
R2 → T 2 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z2, äåéñòâóþùàÿ íà R2 ïàðàëëåëüíûìè
ïåðåíîñàìè.

Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî íàêðûòèÿ S2 →
RP2 ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ (åäèíèöû)
è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè x 7→ −x.

Ïóñòü òåïåðü Y � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à X ñíàáæåíî
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïîäíÿòîé èç Y . Òîãäà êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñêîëüæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé X íà ñåáÿ (äîêàæèòå ýòî!). Â ñëó÷àå
óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ ýòèì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû π1(Y ) íà X
èçîìåòðèÿìè.

Ýòîò ôàêò (òî åñòü òî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñò-
âà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé äåéñòâóåò íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì
ïðîñòðàíñòâå èçîìåòðèÿìè) î÷åíü âàæåí. Íåêîòîðûå èç åãî ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèìåíåíèé ìîæíî íàéòè è â ýòîé êíèãå.

Ñóùåñòâóåò äðóãîé (íî ýêâèâàëåíòíûé) ïîäõîä ê ýòèì âîïðîñàì,
áàçèðóþùèéñÿ íà òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y è íàêðûòèå f : X → Y
îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ. Èìåííî, Y ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X ïî äåéñòâèþ ýòîé ãðóïïû, à
f � êàê ïðîåêòèðîâàíèå íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Íàïðèìåð, S1 ' R/Z
è T 2 ' R2/Z2.

Êîíå÷íî, íå êàæäóþ ãðóïïó, äåéñòâóþùóþ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ íåêîòîðîãî
íàêðûòèÿ. Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ òàêîé âîçìîæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.4.13. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X. Ýòî
äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè gx 6= x äëÿ âñåõ x ∈ X, g 6= e.
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Îïðåäåëåíèå 3.4.14. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçðûâíûì, åñëè
êàæäàÿ òî÷êà x èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî gU ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ
òàêèõ g ∈ G, ÷òî gx 6= x.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ íàêðûòèÿ
äåéñòâóåò ñâîáîäíî è âïîëíå ðàçðûâíî. Îáðàòíî, êàæäàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ
ñâîáîäíî è âïîëíå ðàçðûâíî, îêàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ
íàêðûòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.15. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X ñâîáîäíî è âïîëíå ðàçðûâíî, òî ïðîåêöèÿ X → X/G
ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Êðîìå òîãî, ýòî íàêðûòèå ðåãóëÿðíî è ãðóïïà
åãî ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî, îíî ìîæåò ñëóæèòü
õîðîøåé ïðîâåðêîé òîãî, íàñêîëüêî õîðîøî ïîíÿòû îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f : X → X/G � ïðîåêòèðîâàíèå. Åñëè x ∈ X è U �
îêðåñòíîñòü òî÷êè x, óïîìÿíóòàÿ â îïðåäåëåíèè âïîëíå ðàçðûâíîãî
äåéñòâèÿ, òî åå îáðàç V = f(U) áóäåò ïðàâèëüíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
f(x). Â ñàìîì äåëå, f−1(V ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ gU äëÿ âñåõ g ∈ G è f |gU � ãîìåîìîðôèçì èç gU â V .

ßñíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç G (ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãîìåîìîðôèçì
X íà ñåáÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñêîëüæåíèÿ. Åñëè y ∈ Y è
x, x′ ∈ f−1(y), òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò g ∈ G, ÷òî gx = x′. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ëèñòàõ; ñëåäîâàòåëüíî, f �
ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ïðåîáðàçîâàíèå ñêîëüæåíèÿ, êîòîðîå îòîáðàæàåò x â x′; òàêèì
îáðàçîì, êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ñêîëüæåíèÿ ïðåäñòàâèìî ýëåìåíòîì
èç G. ¤

Ðàññìîòðèì íàêðûòèå f : X → X/G, ãäå G äåéñòâóåò íà X ñâîáîäíî
è âïîëíå ðàçðûâíî. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà
íà X/G ìîæåò áûòü òàê ïîäíÿòà íà X, ÷òî f ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé. Ïîëó÷åííàÿ ìåòðèêà G-èíâàðèàíòíà; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G
äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ìåòðèêå.

Îáðàòíî, êàæäàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íà X ïîäíèìàåòñÿ
äî (åäèíñòâåííîé) âíóòðåííåé ìåòðèêè íà X/G. Ïîñëåäíÿÿ ìåòðèêà �
ýòî ïðîñòî ñòàíäàðòíàÿ ìåòðèêà ôàêòîðïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåííàÿ â
ïàðàãðàôå 3.3 (ñì. òàêæå óïðàæíåíèå 3.4.6). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
ïîäâîäèò èòîã âñåì ýòèì íàáëþäåíèÿì.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.16. Ïóñòü f : X → Y � ðåãóëÿðíîå íàêðûòèå è
G � åãî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ. Òîãäà âíóòðåííèå ìåòðèêè
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íà Y íàõîäÿòñÿ â òàêîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ G-
èíâàðèàíòíûìè âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè íà X, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìåòðèê dX íà X è dY íà Y îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé èç (X, dX) íà (Y, dY ).

3.4.3. Ëîêàëüíûå èçîìåòðèè ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âîîáùå ãîâîðÿ,
ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ïðèìåð 3.4.3 è çàìåíèâ R (îáëàñòü çàäàíèÿ f)
íà îòêðûòûé èíòåðâàë. Òåì íå ìåíåå äëÿ ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé ëîêàëüíûå èçîìåòðèè f : X → Y íàïîìèíàþò
íàêðûòèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå (è êðàò÷àéøèå) â Y ìîãóò áûòü
ïîäíÿòû â X.

Ëåììà 3.4.17. Ïóñòü f : X → Y � ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, ïðè÷åì
X � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ãåîäåçè÷åñêîé (êðàò÷àéøåé) γ : [0, a] → Y è ëþáîé òàêîé òî÷êè x0,
÷òî f(x0) = γ(0), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ (ñîîòâ.,
êðàò÷àéøàÿ) γ̃ : [0, a] → X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: γ̃(0) = x0 è
f(γ̃(t)) = γ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ
ïîäúåìà ïóòè â òåîðèè íàêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ
ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé äóãè. Ðàññìîòðèì òàêîé ó÷àñòîê [0, t) èíòåðâàëà
[0, a], ÷òî ïóòü γ|[0,t)

ìîæåò áûòü ïîäíÿò X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé ïóòü γ̃t : [0, t) → Y , ÷òî γ|[0,t)

= f ◦ γ̃, ïðè÷åì γ̃(0) = x0. Ìíîæåñòâî
òàêèõ ó÷àñòêîâ [0, t) íå ïóñòî, òàê êàê ñóæåíèå f íà äîñòàòî÷íî ìàëóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç. Ïóñòü [0, t0) �
îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ó÷àñòêîâ, òî åñòü ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë,
êîòîðûé åùå äîïóñêàåò ïîäúåì. Òåì ñàìûì ìû èìååì òàêîé ïóòü
γ̃t0 : [0, t0) → Y , ÷òî γ|[0,t)

= f ◦ γ̃t0 . Âûáåðåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ti}, ÷òî ti < t0 è ti → t0 ïðè i → ∞. Òîãäà γ̃t0(ti) ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè è, òàê êàê X � ïîëíîå, îíà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
p. ßñíî, ÷òî òî÷êà p íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}. Òàê
êàê òî÷êè f ◦ γ̃t0(ti) = γ(ti) ñõîäÿòñÿ ê γ(t0) ïðè i → ∞, ìû ìîæåì
ïîäíÿòü òî÷êó γ(t0) â òî÷êó p, è òàêèì îáðàçîì, γ äîïóñêàåò ïîäúåì íà
çàìêíóòîì èíòåðâàëå [0, t0]. Ïîñêîëüêó f � ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
íà îêðåñòíîñòü òî÷êè p, òî ïðè t0 6= a ìîæíî áûëî áû ïîäíÿòü áîëüøèé
èíòåðâàë [0, t0 + ε) ïóòè γ. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè
[0, t0), îòêóäà t0 = a. ¤

Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4.18. Ïóñòü f : X → Y � ñþðúåêòèâíàÿ ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ
ïîëíîãî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç Y èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü,
÷òî êàæäàÿ ïðîõîäÿùàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé ñîåäèíÿþùåé åå êîíöû. Òîãäà f � íàêðûòèå.

Çàìå÷àíèå 3.4.19. Íà ñàìîì äåëå òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è ïðè
áîëåå ñëàáîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ ëþáûå äâå òî÷êè íàøåé îêðåñòíîñòè (íî äîïóñêàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè). Îäíàêî
â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî óñëîæíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íàêðûòèÿ, íàì íàäî ïîêàçàòü,
÷òî òî÷êà q ∈ Y èìååò ïðàâèëüíóþ îêðåñòíîñòü Uq, òî åñòü îêðåñòíîñòü,
ïðîîáðàç êîòîðîé ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà Uq. Íåôîðìàëüíàÿ
èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ìàëåíüêèé øàð
ñ öåíòðîì â q êàê ïó÷îê êðàò÷àéøèõ, èñõîäÿùèõ èç q è èäóùèõ âî âñå
òî÷êè ýòîãî øàðà. Êàê òîëüêî ìû âûáðàëè òî÷êó p â ïîëíîì ïðîîáðàçå
q, êàæäàÿ èç ýòèõ êðàò÷àéøèõ ìîæåò áûòü ïîäíÿòà â êðàò÷àéøóþ ñ
íà÷àëîì p. Òàêèì îáðàçîì, âåñü øàð îêàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì (êàê �åæ�).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå Uq ìåòðè÷åñêèé øàð B = Br(q). Ðàäèóñ r

âîçüìåì ñòîëü ìàëûì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Br(q) ñîåäèíèìà ñ q
åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ � êðàò÷àéøàÿ.
Âîçüìåì òî÷êó p ∈ f−1(q). Ïî ëåììå 3.4.17, ïðèìåíåííîé ê ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå y ∈ B, êðàò÷àéøàÿ [q, y] ìîæåò áûòü ïîäíÿòà â X â êðàò÷àéøóþ
[p, x]. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå gp ðàâåíñòâîì x = gp(y) è ïîëîæèì
Vp = gp(B) è V p = gp(Br(q)). Î÷åâèäíî, Vp ⊂ Br(p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè x ∈ Vp, òî f -îáðàç êðàò÷àéøåé [px] ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé è,
ñëåäîâàòåëüíî, êðàò÷àéøåé. Òåì ñàìûì f(x) ∈ Vq. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
Vp = Br(p), â ÷àñòíîñòè ìíîæåñòâî Vp îòêðûòî.

Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(gp(y)) = y è gp(f(x)) = x äëÿ âñåõ y ∈ V q

è x ∈ V p. Òàêèì îáðàçîì, ñóæåíèå f íà V p ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà Br(q)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôèçìîì (ïîñêîëüêó øàð Br(q) êîìïàêòåí).
Çíà÷èò f|Vp

� ãîìåîìîðôèçì íà B.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âñå Vp ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ÷òî

f−1(B) =
⋃

p∈f−1 Vp.
Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî x ∈ Vp1 ∩ Vp2 . Ïî ïîñòðîåíèþ Vp1 è

Vp2 íàéäóòñÿ äâå êðàò÷àéøèå [p1, x] è [p2, x], ÿâëÿþùèåñÿ ïîäúåìàìè
êðàò÷àéøåé [q, f(x)]. Ïîäíèìàÿ êðàò÷àéøóþ [f(x), q] �íà÷èíàÿ ñ äðóãîãî
êîíöà�, òî åñòü ñ íà÷àëîì x, è èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå îá åäèíñòâåííîñòè
èç ëåììû 3.4.17, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî p1 = p2.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî f−1(B) =
⋃

p∈f−1 Vp. Òàê êàê ìû óæå
çíàåì, ÷òî f(Vp) = B äëÿ âñåõ p, íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà x
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ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ Vp, åñëè òîëüêî f(x) ∈ B. Ðàññìîòðèì
ïîäúåì [x, p] êðàò÷àéøåé [f(x), q]. Òîãäà p ïðèíàäëåæèò f−1 è, çíà÷èò,
x ∈ Vp. ¤

3.5. Îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå äëèíû
êðèâûõ

Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë äëèíû ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàñ îäíèì èç îñíîâíûõ
ïîíÿòèé, íàì ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ýòó ñòðóêòóðó,
òî åñòü ñîõðàíÿþùèå äëèíû êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ìåæäó äâóìÿ ïðîñòðàíñòâàìè
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñîõðàíÿåò äëèíû êðèâûõ, åñëè L(γ) = L(f(γ))
äëÿ êàæäîãî ïóòè γ.

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå òðåáóåì áèåêòèâíîñòè f , èíà÷å ìû áû íå
ïîëó÷èëè íè÷åãî íîâîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé èçîìåòðèåé.

Óïðàæíåíèå 3.5.2. 1. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå
äëèíû, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå äëèíû è
ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì, åñòü ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ, ëîêàëüíî ñîõðàíÿþùåãî äëèíû,
è äîêàæèòå, ÷òî òàêèå îòîáðàæåíèÿ � ýòî â òî÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ,
ñîõðàíÿþùåå äëèíû.

Íàïðèìåð, ïóòü, ïàðàìåòðèçîâàííûé äëèíîé äóãè, ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì
äëèíû îòîáðàæåíèåì èç èíòåðâàëà â ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Ýòî ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå.

3.5.1. Èçîìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ. Èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå
äëèíû, ÷àñòî íàçûâàþò òàêæå èçîìåòðè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè. Òàê
êàê â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿòèåì èíîãäà âîçíèêàåò òåðìèíîëîãè÷åñêàÿ
ïóòàíèöà, òî ìû ïîä÷åðêíåì, ÷òî èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå � ýòî
íå òî æå ñàìîå, ÷òî èçîìåòðèÿ íà îáðàç! Íàïðèìåð, ïðîñòàÿ äóãà
γ : [0, 1] → R2, γ(t) = (cos(t), sin(t)) � ýòî èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå, íî
íå èçîìåòðèÿ íà îáðàç (ïî îòíîøåíèþ ê ñóæåíèþ åâêëèäîâîé ìåòðèêè).
Èçîìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè (òàêèå, êàê èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ïîâåðõíîñòè), � ýòî íà
ñàìîì äåëå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå äëèíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óæå
äëÿ ñôåðû S2 íåò âëîæåíèÿ f : S2 → Rn, êîòîðîå áûëî áû èçîìåòðèåé íà
îáðàç. Ýòî, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì, åñëè ïåðåéòè îò âëîæåíèé â
Rn ê âëîæåíèÿì â áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ
öåííîñòü êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé íèæå.
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Ïðèìåð 3.5.3 (Èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èçîìåòðèåé íà
îáðàç). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C(X) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé X → R.
Ýòî ìíîæåñòâî ïðåâðàòèì â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ââåäÿ íà íåì
ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè: d∞(f, g) = sup |f(x)−g(x)|.
Îòîáðàæåíèå E : X → C(X), îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì E(x) = d(x, ·)
(äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå E(x) â òî÷êå y ðàâíî d(x, y)), îêàçûâàåòñÿ
âëîæåíèåì è èçîìåòðèåé íà îáðàç.
Óïðàæíåíèå 3.5.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî

(i) (C(X), d∞) � äåéñòâèòåëüíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. (Êðîìå
òîãî, ýòî òàêæå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî; ìû èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå d∞, òàê êàê íà ñàìîì äåëå ýòî L∞-íîðìà íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå.)

(ii) d∞(d(x, ·), d(y, ·)) = d(x, y), òî åñòü
supz(|d(x, z)− d(y, z)|) = d(x, y).

3.5.2. Ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå äëèíû. Â òî
âðåìÿ, êàê áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå äëèíû, � ýòî ïðîñòî
èçîìåòðèè, ñîõðàíÿþùèå äëèíû ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ
êðàéíå �äèêèìè� äàæå äëÿ î÷åíü õîðîøèõ ïðîñòðàíñòâ. Îäíà èç ïðè÷èíà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáðàç ìîæåò ìíîãîêðàòíî íàñëàèâàòüñÿ. Ïðîñòåéøèé
ïðèìåð ïîÿâëåíèÿ ñêëàäîê âîçìîæåí óæå äëÿ îòîáðàæåíèÿ R → R,
ñîõðàíÿþùåãî äëèíû. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå f : R → R,
çàäàííîå ðàâåíñòâàìè f(t) = t, åñëè t ≤ 0, f(t) = −t, åñëè t ∈ [0, 1], è
f(t) = t− 2, åñëè t ≥ 1.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííûì, ÷òî êàæäàÿ
äâóìåðíàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò ñîõðàíÿþùåå äëèíû
êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè.
Ýòî óòâåðæäåíèå, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî áîëåå îæèäàåìûì ïîñëå
ýêñïåðèìåíòà: ñ ïîìîùüþ íîæíèö, òîíêîé áóìàãè è êëåÿ ñäåëàéòå
ìîäåëü ìíîãîãðàííèêà è çàòåì ðàñïëþùèòå ýòó ìîäåëü, íàñòóïèâ íà íåå.

Åùå áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷òî êàæäàÿ ãîìåîìîðôíàÿ ñôåðå ïîâåðõíîñòü
äîïóñêàåò ñîõðàíÿþùåå äëèíû îòîáðàæåíèå íà ñòàíäàðòíóþ ñôåðó.
Êîíå÷íî, òàêîå îòîáðàæåíèå ñîâñåì íå ñòîëü ïðîñòî, êàê â ñëó÷àå
ïîëèýäðîâ: â ñëó÷àå îáùåé ïîâåðõíîñòè îíî áóäåò èìåòü âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâî ñêëàäîê è ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
äëÿ ïîâåðõíîñòåé òàêîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî äëèíû, âûõîäèò çà
ðàìêè ýòîãî êóðñà, îäíàêî ìû äàåì çäåñü íàáðîñîê àáñîëþòíî ýëåìåíòàðíîãî
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàæäîå äâóìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñò-
âî ìîæåò áûòü óëîæåíî íà ìíîãîóãîëüíèê.
Ïðåäëîæåíèå 3.5.5. Êàæäîå êîíå÷íîå äâóìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî äîïóñêàåò ñîõðàíÿþùåå äëèíû êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
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íà ïëîñêèé ìíîãîóãîëüíèê. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ
ìåòðèêà ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíà íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì â R2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � 2-ïîëèýäð, è ïóñòü A = {ai} � êîíå÷íûé
íàáîð åãî òî÷åê, âêëþ÷àþùèé âñå âåðøèíû ïîëèýäðà. Îïðåäåëèì Qi =
{x ∈ P : |xai| ≤ |xaj | äëÿ âñåõ j 6= i}. Ìíîæåñòâà Qi íàçûâàþòñÿ
îáëàñòÿìè Äèðèõëå�Âîðîíîãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Qi

îãðàíè÷åíî ãðàôîì Li, ðåáðà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.
Ìíîæåñòâî A ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü Qi äîïóñêàåò

òðèàíãóëÿöèþ ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé ai âíóòðè Qi. ×òîáû äîáèòüñÿ
ýòîãî, íà÷íåì ñ äîñòàòî÷íî ãóñòîé ñåòè A, ñîäåðæàùåé íå òîëüêî âñå
âåðøèíû P , íî è ãóñòóþ ñåòü òî÷åê íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà. Ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ïàðû òî÷åê ai ∈ A ñîåäèíèìû áîëåå ÷åì
îäíîé êðàò÷àéøåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîáàâèì ê A íîâûå òî÷êè òàê,
÷òî äëÿ íîâîãî ìíîæåñòâà A òî÷êè ai, aj ∈ A ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé
êðàò÷àéøàÿ, åñëè òîëüêî Li è Lj èìåþò îáùèå òî÷êè.

Äîáàâëÿÿ ê ãðàôó L =
⋃

Li íîâûå ðåáðà [aixj ], ãäå xj � âåðøèíû
Li, ìû ïîëó÷èì òàêóþ òðèàíãóëÿöèþ P , ÷òî êàæäûå äâà òðåóãîëüíèêà
ñ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè ai èëè íå èìåþò áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè
(âåðøèíû), èëè èìåþò îáùåå ðåáðî, ïðèíàäëåæàùåå L.

Çàìåòèì, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì ðåáðîì [bc] ⊂ L èçîìåòðè÷íû
ìåæäó ñîáîé (ïî îïðåäåëåíèþ Qi). Âîçüìåì ëó÷ l â R2 ñ íà÷àëîì â òî÷êå
a. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàø ïîëèýäð P ñäåëàí èç áóìàãè. Òîãäà ìû
ìîæåì âûðåçàòü êàæäûé òðåóãîëüíèê 4aibc èç P è çàòåì ïåðåãíóòü
åãî ïî áèññåêòðèñå óãëà ai òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèÿ ñòîðîí aib è aic
ñîâïàëè. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîìåñòèòü âñå ïåðåãíóòûå òàêèì îáðàçîì
òðåóãîëüíèêè â ïëîñêîñòü R2, ïî îäíó ñòîðîíû îò l è òàê, ÷òî âñå
âåðøèíû ai ñîâïàäóò ñ a, à âñå ñòîðîíû [aib], [aic] áóäóò íàïðàâëåíû
âäîëü l. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåáðà, âäîëü êîòîðûõ ìû ðàçðåçàëè P ,
òåïåðü ëåæàò íà l è íà÷èíàþòñÿ â a. Çíà÷èò ìû ìîæåì ñíîâà ñêëåèòü ïî
âñåì òàêèì ðåáðàì, è ýòî äàñò íàì èñêîìîå îòîáðàæåíèå. ¤

3.6. Ïðîèçâåäåíèÿ è êîíóñû
3.6.1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ (òàêèõ êàê ïðîèçâåäåíèå èëè ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
â àëãåáðå) èìååòñÿ íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ
íîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ïðîñòåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü (X, dX) è (Y, dY ) � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Ñíàáäèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z = X × Y ìåòðèêîé

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

d2
X(x1, x2) + d2

Y (y1, y2),
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ãäå x1, x2 ∈ X è y1, y2 ∈ Y ; ýòà ôîðìóëà ìîòèâèðîâàíà òåîðåìîé
Ïèôàãîðà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî d äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà. Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ
ìåòðèêîé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, d)
íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ìåòðè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ X è Y .

Ïðåäëîæåíèå 3.6.1. Ìåòðèêà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîãî âíóòðåííèõ
ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííåé. Ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé � ñíîâà ïðîñòðàíñòâî ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãî âíóòðåííèõ
ìåòðèê; âòîðóþ ÷àñòü îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.16 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2) â Z íàéäåòñÿ ñåðåäèíà. Ðàññìîòðèì
ñåðåäèíû xm è ym ìåæäó x1, x2 è y1, y2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

d2((xm, ym), z1) = d2
X(xm, x1) + d2

Y (ym, y1)

=
1
4
(d2

X(x1, x2) + d2
Y (y1, y2)) =

1
4
d2(z1, z2),

òàê ÷òî d((xm, ym), z1) = 1
2(d(z1, z2)). Àíàëîãè÷íî, d((xm, ym), z2) =

1
2(d(z1, z2)). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî (xm, ym) � ñåðåäèíà ìåæäó z1, z2. ¤

Óïðàæíåíèå 3.6.2. ×òîáû îñâîèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ðàññìîòðèòå ñëåäóþùèå ïðèìåðû: R× S1, R× S2, S2 × S2. Â ÷àñòíîñòè,
ïîïûòàéòåñü íàéòè âñå êðàò÷àéøèå è âñå èçîìåòðèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïîñëåäíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò öåëîå ñåìåéñòâî âëîæåííûõ
ïîâåðõíîñòåé (òîðîâ), ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûõ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.
Íàéäèòå ýòè òîðû: ýòî óïðàæíåíèå î÷åíü ïîëåçíî äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîñëåäóþùåãî.

Ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ìåòðèêà d íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ
ðàäóåò íàñ ñëåäóþùèìè ïðèÿòíûìè ñâîéñòâàìè: ðàññìîòðèì ñëîé Sy =
{(x, y) : y = const} ñ ìåòðèêîé, ÿâëÿþùåéñÿ ñóæåíèåì íà íåãî ìåòðèêè d.
Òîãäà îòîáðàæåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ Sy íà X � èçîìåòðèÿ (â ÷àñòíîñòè,
ñóæåíèå ìåòðèêè d íà ñëîé � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà). Ýòî íåìåäëåííî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ïðîèçâåäåíèÿ. ßñíî, ÷òî òî æå ñàìîå
âåðíî äëÿ �âåðòèêàëüíûõ� ñëîåâ Sx.

Êðîìå òîãî, ãðóïïà èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà (Z, d) ïî êðàéíåé ìåðå
ñòîëü æå áîãàòà, êàê ïðîèçâåäåíèå ãðóïï èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâ X è Y .

Òî÷íåå, êàæäàÿ èçîìåòðèÿ IX ïðîñòðàíñòâà X ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
Z ïî ôîðìóëå IX×id. Áîëåå òîãî, êàæäîé ïàðå èçîìåòðèé IX è IY ìîæíî
êàíîíè÷åñêè ñîïîñòàâèòü èçîìåòðèþ IX × IY : (x, y) → (IX(x), IY (y))
ïðîñòðàíñòâà Z è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà Z
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ñîäåðæèò èçîìîðôíóþ êîïèþ ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâ
X è Y . ×èòàòåëü ëåãêî ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå X = Y = R
ãðóïïà èçîìåòðèé ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî áîãà÷å ïðîèçâåäåíèÿ èõ ãðóïï
èçîìåòðèè.
Çàìå÷àíèå 3.6.3. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî íàøà ôîðìóëà äëÿ ìåòðèêè
ïðîèçâåäåíèÿ � åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íà Z ìåòðèêó
ïðîèçâåäåíèÿ ñî ñòîëü õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ d((x, y), (x′, y′)) =
dX(x, x′)+dY (y, y′), ìû ïîëó÷àåì âíóòðåííþþ ìåòðèêó, êîòîðàÿ îáëàäàåò
âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè. Äîêàæèòå ýòî!

Áîëåå îáùî, êàæäàÿ íîðìà ‖ , ‖ íà R2, ñóæåíèÿ êîòîðîé íà ëó÷è
{x0, y > 0} è {x > 0, y0} ìîíîòîííû, ïîðîæäàåò ìåòðèêó ïðîèçâåäåíèÿ
ïî ôîðìóëå d(z, z′) = ‖dX(x, x′), dY (y, y′)‖. Áîëåå òîãî, åñëè ïîëîæèòü
ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ìåòðèêè ïðîèçâåäåíèÿ â êà÷åñòâå àêñèîì, òî
âñå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè ïîëó÷àþòñÿ óêàçàííûì ïóòåì. Ïðè÷èíà,
ïî÷åìó ìû èñïîëüçîâàë òåîðåìó Ïèôàãîðà è, òåì ñàìûì, ñòàíäàðòíóþ
åâêëèäîâó íîðìó â êà÷åñòâå ‖ , ‖, áóäåò ÿñíà ïîçæå (çàáåãàÿ âïåðåä,
óïîìÿíåì, ÷òî òîëüêî ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè ñîõðàíÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
êðèâèçíû).

×èòàòåëü ìîæåò, â êà÷åñòâå íåòðóäíîãî óïðàæíåíèÿ, ïðîâåðèòü
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî îïèñàíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(Z, d).
Ëåììà 3.6.4. Ïàðàìåòðèçîâàííûé ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå ïóòü â Z
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé (ãåîäåçè÷åñêîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êðàò÷àéøèõ (ãåîäåçè÷åñêèõ), ñîîòâåòñòâåííî,
â X è Y , òàêæå ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè êðàò÷àéøåé γ â Z íà ñîìíîæèòåëè X è
Y ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè íåçàâèñèìî îò òîãî, ïàðàìåòðèçîâàíà ëè γ
ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå èëè íåò. Îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåò ýòî ïðåäïîëîæåíèå; íàïðèìåð, â ïðîèçâåäåíèè R2 = R × R,
êàæäàÿ êðèâàÿ (x(t), y(t)) ñ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè êîîðäèíàòíûìè
ôóíêöèÿìè x(t), y(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êðàò÷àéøèõ x(t) è
y(t).

Âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà. Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíåé ëåììîé ìû õîòèì
îáñóäèòü îäíî âàæíîå ïîíÿòèå. Õîòÿ â íàøåé ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè
ââåäåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èçëèøíèì, îíî îêàæåòñÿ
î÷åíü ïîëåçíûì â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî âàæíîãî îïðåäåëåíèÿ:
Îïðåäåëåíèå 3.6.5. Ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà (X, d) íàçûâàåòñÿ
âûïóêëûì, åñëè ñóæåíèå ìåòðèêè d íà A � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ êîíå÷íàÿ
ìåòðèêà.
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Åñëè ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ, òî ìíîæåñòâî
A âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A
íàéäåòñÿ êðàò÷àéøàÿ ìåæäó x è y, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò A.
(Äîêàæèòå ýòî!) Ýòî çàìå÷àíèå îáúÿñíÿåò íàçâàíèå �âûïóêëîå ìíîæåñòâî�.

Âûïóêëîñòü ÿâëÿåòñÿ �ãëîáàëüíûì� ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì
àíàëîãè÷íîå ëîêàëüíîå ñâîéñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.6.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X �
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì,
åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ A èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ A, ÷òî
êàæäûå äâå òî÷êè y, z ∈ U ñîåäèíèìû ñîäåðæàùåéñÿ A êðàò÷àéøåé.

Óïðàæíåíèå 3.6.7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè äëÿ
îáùåãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 3.6.8. Äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé,
óïîìÿíåì, ÷òî òàì èìååòñÿ ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé (â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòåé) â ðèìàíîâûõ è ôèíñëåðîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ. Òàêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ åùå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè,
è îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðûõ ãåîäåçè÷åñêèå
èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ ãåîäåçè÷åñêèìè îáúåìëþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïîäìíîãîîáðàçèå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âòîðàÿ îñíîâíàÿ ôîðìà
âñþäó ïîëíîñòüþ âûðîæäàåòñÿ, òî åñòü âñå ãëàâíûå êðèâèçíû ðàâíû
íóëþ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåìåäëåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 3.6.9. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âíóòðåííåé êîíå÷íîé
ìåòðèêîé è F : X → Y � ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå, òî
îáðàç ImF : = F (X) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â Y .

Óïðàæíåíèå 3.6.10. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.11. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, a α : [a, b] → X, β : [c, d] → Y � êðàò÷àéøèå. Òîãäà
ïðîèçâåäåíèå èõ îáðàçîâ R = Imα×Im β âûïóêëî â X×Y è èçîìåòðè÷íî
åâêëèäîâó ïðÿìîóãîëüíèêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α è β ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé
äóãè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : [a, b]× [c, d] → Z, çàäàííîå ôîðìóëîé
F (t, s) = (α(t), β(s)). Ýòî îòîáðàæåíèå � èçîìåòðèÿ, òàê êàê
d2(F (t, s), F (t′, s′)) = d2

X(g(t), g(t′)) + d2
Y (h(t), h(t′)) = (t− t′)2 + (s− s′)2.

Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó
3.6.9. ¤
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3.6.2. Êîíóñ íàä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Êîíóñ Con(X) íàä
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X � ýòî ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ â îäíó
òî÷êó âñåõ òî÷åê ñëîÿ X × {0} â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè X × [0,∞). Ýòà
òî÷êà íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà.

Êàê ñëåäóåò ñíàáäèòü êîíóñ ìåòðèêîé? Èäåþ, êàê ýòî ñäåëàòü,
ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùåå íàâîäÿùåå ñîîáðàæåíèå. Áóäåì äóìàòü î X êàê
ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîé ñôåðû S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} ⊂ R3

ñî ñòàíäàðòíîé (óãëîâîé) ìåòðèêîé. ×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå êîíóñ íàä
X, ìû ìûñëåííî ðèñóåì ëó÷è, èäóùèå èç öåíòðà ñôåðû â êàæäóþ òî÷êó
x ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà a êîíóñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ïàðîé (x, r), ãäå x � òî÷êà ìíîæåñòâà X, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ëó÷
Oa, à r = |aO| � ðàññòîÿíèå îò a äî öåíòðà. Äóìàÿ îá a è x êàê î
âåêòîðàõ, ìû áóäåì ïèñàòü a = rx. Ìîæåòå ëè âû òåïåðü âûðàçèòü
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a = (x, t) è b = (y, s) â òåðìèíàõ
x, y, t, s? Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4Oab. Èìååì: |Oa| = t, |Ob| = s, à
óãîë ]aOb ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè � ýòî (óãëîâîå) ðàññòîÿíèå d(x, y)
â X. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ,

|ab| =
√

t2 + s2 − 2ts cos(d(x, y)).

Èìåííî ýòîé ôîðìóëîé ìû è âîñïîëüçóåìñÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìåòðèêó
êîíóñà â îáùåì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 3.6.12. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì
diamX ≤ π. Ìåòðèêà dc êîíóñà Con(X) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(3.1) dc(p, q) =
√

t2 + s2 − 2ts cos(d(x, y)),

ãäå p, q ∈ Con(X), p = (x, t), q = (y, s).

Ïðåäëîæåíèå 3.6.13. Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì
diamX ≤ π, òî dc � ìåòðèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèòåëüíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü dc î÷åâèäíû.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì òðè òî÷êè y1 = (x1, r1),
y2 = (x2, r2) è y3 = (x3, r3) â Con(X). Îáîçíà÷èì α = d(x1, x2)
è β = d(x2, x3). Ïîñòðîèì òðè òî÷êè y1, y2, y3 íà ïëîñêîñòè R2 íà
ðàññòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî, r1, r2 è r3 îò íà÷àëà O è òàê, ÷òîáû
]y1Oy2 = α, ]y2Oy3 = β, ïðè÷åì ëó÷è Oy1 è Oy3 äîëæíû ëåæàòü â
ðàçëè÷íûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ ïî îòíîøåíèþ ê Oy2. Òîãäà |y1y2| = dc(y1, y2)
è |y2y3| = dc(y2, y3). Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: α + β ≤ π è
α + β > π.

Åñëè α + β ≤ π, òî ]y1Oy3 = α + β ≥ d(x1, x3); ñëåäîâàòåëüíî
|y1y3| ≥ dc(y1, y3). Òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ y1, y2 è y3
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ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â R2:
dc(y1, y2) + dc(y2, y3) = |y1y2|+ |y2y3| ≥ |y1y3| ≥ dc(y1, y3).

Åñëè α+β > π, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè íå ïîìîãàåò,
íî â ýòîì ñëó÷àå åñòü ëó÷øàÿ îöåíêà äëÿ |y1y2|+ |y2y3|. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê ëîìàíàÿ y1y2y3 ïðîõîäèò âíå ñåêòîðà y1Oy3, òî |y1y2|+ |y2y3| ≥
|y1O|+ |Oy3|. Òåïåðü ìû èìååì

dc(y1, y2) + dc(y2, y3) ≥ |y1O|+ |Oy3| = r1 + r3 ≥ dc(y1, y3)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ dc). ¤

Óïðàæíåíèå 3.6.14. Ïóñòü γ̃ : [a, b] → Con(X) � êðèâàÿ â êîíóñå,
γ̃(t) = (γ(t), r(t)), ãäå γ � êðèâàÿ â X. Äîêàæèòå, ÷òî

L(γ̃) ≥
√

r(a)2 + r(b)2 − 2r(a)r(b) cos(L(γ)),

åñëè L(γ) ≤ π, è
L(γ̃) ≥ r(a) + r(b),

åñëè L(γ) ≥ π.
Ïîäñêàçêà.Ïîâòîðèòå äîâîäû, äîêàçûâàþùèå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñíàáæåíî âíóòðåííåé ìåòðèêîé, òî ìåòðèêà
dc � òàêæå âíóòðåííÿÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî áûëî áû âûïèñàòü
ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñåðåäèíû è äëÿ êðàò÷àéøåé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè,
êàê ìû óæå äåëàëè â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå
êîíóñà ýòî � óòîìèòåëüíûé ïóòü ñî ñëîæíûìè ôîðìóëàìè. Ïîýòîìó
ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ïëîñêèå âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè, ñõîäíûå ñ òåìè,
÷òî ìû èìåëè â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

×òîáû ïîíÿòü, êàê òàêèå ïîâåðõíîñòè âîçíèêàþò, âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó,
â êîòîðîì X áûëî ïîäìíîæåñòâîì åäèíè÷íîé ñôåðû. Ïðåäïîëîæèì
äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî X � âñÿ ñôåðà; òîãäà êîíóñ áóäåò âñåì ïðîñòðàí-
ñòâîì R3. Òàê êàê êðàò÷àéøàÿ γ � ýòî ïðîñòî äóãà áîëüøîãî êðóãà,
êîíóñ íàä γ : [0, a] → S2 � ýòî ïëîñêèé ñåêòîð. Òî÷êà ýòîãî ñåêòîðà
èìååò �êîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû� (γ(τ), t). Åñëè γ(τ) ïàðàìåòðèçîâàíà
äëèíîé äóãè, òî τ è t � ýòî ïðîñòî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîì
ñåêòîðå, ïðè÷åì óãîë îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ ëó÷à ñ íà÷àëîì O,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç γ(0).

Ïîñìîòðèì, êàê òàêîé ïîäõîä ðàáîòàåò â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü γ �
êðàò÷àéøàÿ â X, íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíòåðâàëîì [0, L].
Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, ϕ) íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è îáîçíà÷èì
÷åðåç Q ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè ñ ϕ-êîîðäèíàòàìè ìåæäó 0 è L.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Q → Con(X), çàäàííîå (â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ)
ôîðìóëîé F (r, ϕ) = (γ(ϕ), r). Îáðàç ïëîñêîãî ñåêòîðà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä γ.
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Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îòîáðàæåíèå F ñîõðàíÿåò
ðàññòîÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

d2
c(F (r, ϕ), F (r′, ϕ′)) = r2 + r′2 − 2rr′ cos dX(γ(ϕ), γ(ϕ′))

= r2 + r′2 − 2rr′ cos(ϕ− ϕ′) = dR2((r, ϕ), (r, ϕ)).

Èç ýòîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî F (Q) � ïëîñêîå è âûïóêëîå
(ëåììà 3.6.9). Â ÷àñòíîñòè, îáðàç êàæäîãî îòðåçêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â
Q, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â Con(X) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêà dc �
âíóòðåííÿÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ ëåììó.
Ëåììà 3.6.15. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ïðè÷åì diamX ≤ π, è γ � êðàò÷àéøàÿ â X, òî êîíóñ íàä îáðàçîì
êðàò÷àéøåé γ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ â êîíóñå Σ(X)
íàä X.

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ γ : [a, b] → Con(X) â êîíóñå, íå
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøèíó. Ïî îïðåäåëåíèþ êîíóñà γ(t) = (γ(t), r(t)),
ãäå r(t) ∈ R è γ � ïóòü â X (ïóòü γ íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé ïóòè γ íà X).
Ïðîàíàëèçèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ êîíóñà
(ïðåäëîæåíèå 3.6.13), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
äîëæíî îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ òðîåê òî÷åê γ(t1), γ(t2),
γ(t3), äëÿ êîòîðûõ t1 < t2 < t3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L(γ) = d(γ(a), γ(b))
è, ñëåäîâàòåëüíî, γ � êðàò÷àéøàÿ â X.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
òåìè êðàò÷àéøèìè â X, äëèíû êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå π, è êðàò÷àéøèìè
â Con(X), íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âåðøèíó. ×òî êàñàåòñÿ êðàò÷àéøèõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà (x, r) ∈
Con(X) ñîåäèíèìà ñ âåðøèíîé êîíóñà åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé. Èìåííî,
ýòî � �îòðåçîê� {(x, t)}t∈[0,r]. Äâà òàêèõ îòðåçêà âìåñòå ñîñòàâëÿþò
êðàò÷àéøóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó íèìè â âåðøèíå
êîíóñà ðàâåí π. 2

Êîíóñ íàä áîëüø�èì ïðîñòðàíñòâîì. Òåïåðü îòáðîñèì ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî diamX ≤ π. Ôîðìóëà (3.1) íå ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ
ìåòðèêè êîíóñà Con(X), åñëè diamX > π; íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè dc â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Êàê
æå îïðåäåëèòü ìåòðèêó êîíóñà â îáùåì ñëó÷àå? Ðóêîâîäÿùàÿ èäåÿ: ìû

2Îáðàòèòå âíèìàíèå: óãîë, ïî åãî îïðåäåëåíèþ, íå ìîæåò ïðåâûøàòü π. Îäíàêî ïðèìåð
êîíóñà íàä îêðóæíîñòüþ äëèíû 4π ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü íàãëÿäíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ îá óãëå. Ïîýòîìó â äâóìåðíîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ óãëà
ñåêòîðà è ïîëíîãî óãëà âîêðóã òî÷êè. Â óïîìÿíóòîì ïðèìåðå ïîëíûé óãîë âîêðóã âåðøèíû
êîíóñà ðàâåí 4π, åãî ìîæíî ðàçáèòü íà ñåêòîðû ñ óãëàìè α è 4π − α. Ïîïðîáóéòå ñàìè äàòü
îïðåäåëåíèå óãëà ñåêòîðà.
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õîòèì, ÷òîáû ôîðìóëà (3.1) âûïîëíÿëàñü äëÿ �ìàëûõ� ðàññòîÿíèé â X,
è ìû õîòèì, ÷òîáû êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé áûë
ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü òàêîé ìåòðèêè â Con(X) ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 3.1.2.
Íà ñàìîì äåëå òàêàÿ ìåòðèêà äîïóñêàåò ïðîñòîå ÿâíîå îïèñàíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.6.16. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññòîÿíèå
dc(a, b) ìåæäó òî÷êàìè a = (x, t) è b = (y, s) íà êîíóñå Con(X) çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé:

dc(a, b) =

{√
t2 + s2 − 2ts cos(d(x, y)), d(x, y) ≤ π,

t + s, d(x, y) ≥ π.

Èíûìè ñëîâàìè, ââåäåì íîâóþ ìåòðèêó d â X ðàâåíñòâîì
d(a, b) = min{d(a, b), π}

è ïîëîæèì Con(X, dc) = Con(X, d), ãäå ìåòðèêà íà êîíóñå Con(X, d)
çàäàíà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.6.12. Òàê êàê d � ìåòðèêà, òî èç ïðåäëîæåíèÿ
3.6.13 ñëåäóåò, ÷òî dc � òàêæå ìåòðèêà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîäâîäèò
èòîã ýòèõ íàáëþäåíèé, êàñàþùèõñÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê.

Òåîðåìà 3.6.17. Ìåòðèêà dc íà Con(X, d) � âíóòðåííÿÿ (ñîîòâåòñòâåííî,
ñòðîãî âíóòðåííÿÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà d � âíóòðåííÿÿ
(ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãî âíóòðåííÿÿ) íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøèõ, ÷åì
π. Ïîñëåäíåå çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, òàêèõ ÷òî d(x, y) < π,
ñóùåñòâóåò êðèâàÿ â X, ñîåäèíÿþùàÿ x è y è òàêàÿ, ÷òî åå äëèíà
ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê (ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíà) d(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî d � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ
íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøå, ÷åì π. Ïóñòü x, y ∈ X, a, b ∈ Con(X), a = (x, t),
b = (y, s). Åñëè d(x, y) < π, ïðèìåíèì ëåììó 3.6.15 ê êðàò÷àéøåé γ,
ñîåäèíÿþùåé x è y. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ äëèíû
dc(a, b), ñîåäèíÿþùàÿ a è b. Åñëè d(x, y) ≥ π, òî dc(a, b) = t + s è
òîãäà íàéäåòñÿ êðèâàÿ äëèíû t + s, ñîåäèíÿþùàÿ a è b. Èìåííî, ýòî �
îáúåäèíåíèå äâóõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ a è b ñ âåðøèíîé. Òàêèì
îáðàçîì, dc � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà dc � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ. Ðàññìîòðèì
ëþáûå äâå òàêèå òî÷êè x, y ∈ X, ÷òî d(x, y) < π. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàò
óïðàæíåíèÿ 3.6.14 ê êðàò÷àéøåé γ̃, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a = (x, 1) è b =
(y, 1) íà êîíóñå. Òàê êàê L(γ) = dc(a, b) < 2, òî ïóòü γ̃ íå ïðîõîäèò ÷åðåç
âåðøèíó è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïðîåêöèÿ γ íà X êîððåêòíî îïðåäåëåíà
(íåïðåðûâíà). Íåðàâåíñòâî èç óïðàæíåíèÿ 3.6.14 ïîêàçûâàåò, ÷òî L(γ) =
d(x, y).
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íå ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêè àíàëîãè÷íî. Ìû
îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. ¤

Óïðàæíåíèå 3.6.18. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì
diamX = π. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà êîíóñà Con(X) � âíóòðåííÿÿ, à
ìåòðèêà X � íåò. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà íàéäóòñÿ òðè (ðàçëè÷íûå) òî÷êè
x, y, z ∈ X òàêèå, ÷òî |xy| = |xz| = π.

Óïðàæíåíèå 3.6.19. Ïóñòü X � îòðåçîê äëèíû α, 0 < α < 2π.
Äîêàæèòå, ÷òî Con(X) èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó ñåêòîðó ñ óãëîì α ïðè
âåðøèíå ñ åãî âíóòðåííåé (èíäóöèðîâàííîé) ìåòðèêîé.

Ýòî óïðàæíåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, óòâåðæäàþùåãî,
÷òî êàæäîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî âûãëÿäèò êàê êîíóñ.
Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ 2-ìåðíûìè ïîëèýäðàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
×òîáû îáîáùèòü ýòî óòâåðæäåíèå íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè, íàäî ðàññìîòðåòü
êîíóñû íàä ñôåðè÷åñêèìè ïîëèýäðàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.20. Ïóñòü p ∈ P � òî÷êà â äâóìåðíîì ïîëèýäðàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå P . Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r > 0 øàð Br(p)
èçîìåòðè÷åí øàðó ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â âåðøèíå êîíóñà Con(G) íàä
íåêîòîðûì ãðàôîì G.

Óïðàæíåíèå 3.6.21. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå
Ïîäñêàçêà. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåíèå êîíóñà �êîììóòèðóåò�

ñî ñêëåèâàíèåì; òî åñòü åñëè ïðîñòðàíñòâî X ïîëó÷åíî ñêëåèâàíèåì
èç ïðîñòðàíñòâà Y , òî êîíóñ Con(X) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñêëåèâàíèåì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëó÷åé â êîíóñå Con(Y ).

Ãðàô G, óïîìÿíóòûé â ïðåäëîæåíèè 3.6.20, íàçûâàåòñÿ ëèíêîì
ïðîñòðàíñòâà P â òî÷êå p. Åñëè p ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ãðàíè,
ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíê � îêðóæíîñòü äëèíû 2π. Âî âíóòðåííåé òî÷êå
ðåáðà ëèíê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô, èìåþùèé äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå
íåñêîëüêèìè ðåáðàìè äëèíû π (êàæäîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè P ,
ïðèìûêàþùåé ê ðåáðó, ñîäåðæàùåìó p). Â ñëó÷àå, êîãäà p � âåðøèíà,
ëèíê ìîæåò áûòü ëþáûì ãðàôîì.

3.6.3. Ñôåðè÷åñêèå íàäñòðîéêè. Óïîìÿíåì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ,
õîðîøî èçâåñòíóþ â åâêëèäîâîì ñëó÷àå. Îíà îáîáùàåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ
ñôåðû Sn íà áàçå åå ýêâàòîðà Sn−1 ïóòåì äîáàâëåíèÿ äâóõ ïîëþñîâ è
ïðîâåäåíèÿ ìåæäó ïîëþñàìè ïîëóîêðóæíîñòåé (ìåðèäèàíîâ), ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç âñå òî÷êè ýêâàòîðà Sn−1. Áîëåå ôîðìàëüíî: ðàññìîòðèì ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå X×I òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è îòðåçêà I = [0, a]
è ñòÿíåì ñëîè X×0 è X×a � êàæäûé â îäíó òî÷êó. Ïîëó÷åííîå ïðîñò-
ðàíñòâî Σ(X) íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì êîíóñîì èëè íàäñòðîéêîé íàä X.
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Åñëè (X, d) � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïðè÷åì diamX ≤
π, ìû ïîëàãàåì a = π è çàäàåì ìåòðèêó dΣ ôîðìóëîé

cos dΣ(p, q) = cos t cos s + sin t sin s cos d(x, y)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê p = (x, t), q = (y, s) â Σ(X). Ýòà ôîðìóëà, êîíå÷íî,
ïîäñêàçàíà òåîðåìîé êîñèíóñîâ ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. 3

Óïðàæíåíèå 3.6.22. 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàäñòðîéêà Σ(Sn) íàä ñòàíäàðòíîé
ñôåðîé Sn èçîìåòðè÷íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn+1.

2. Êàê è â ñëó÷àÿõ êîíóñà è ïðîèçâåäåíèÿ, íàäñòðîéêà íàä ãåîäåçè÷åñêîé
â X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîé) ïîâåðõíîñòüþ â Σ(X).
Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå îíà óæå íå ïëîñêàÿ. Ýòà ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî
èçîìåòðè÷íà ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñôåðå. Äîêàæèòå ýòî.

3. Ðàññóæäàÿ êàê â ñëó÷àå êîíóñà, äîêàæèòå, ÷òî dΣ � âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà.

Çàìå÷àíèå. Ýòî óïðàæíåíèå ïðåäïîëàãàåò íåêîòîðîå çíàíèå ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, â îñíîâíîì � òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.

3.6.4. Ñêðó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ. Óïîìÿíåì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ,
êîòîðàÿ îáîáùàåò ïðÿìûå (ìåòðè÷åñêèå) ïðîèçâåäåíèÿ, êîíóñû è íàäñòðîéêè.

Ïóñòü X è Y � äâà (ïîëíûõ) ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
à f : X → R � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì
ëèïøèöåâó êðèâóþ γ â X × Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 : [a, b] → X è
γ2 : [a, b] → Y åå ïðîåêöèè íà X è Y . ×òîáû ñíàáäèòü X × Y ìåòðèêîé
ñêðó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäåëèì äëèíó êðèâîé γ ïî ôîðìóëå

L(γ) =
∫ b

a

√
|γ′1|2(t) + f2(γ1(t))|γ′2|2(t) dt,

ãäå |γ′1|, |γ′2| îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó (ñì. 2.7.6). Ìåòðèêà íà X ×
Y , èíäóöèðîâàííàÿ ýòèì ôóíêöèîíàëîì äëèíû, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé
ñêðó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X×f Y ïðîñòðàíñòâî X×Y ,
ñíàáæåííîå ýòîé ìåòðèêîé.

ßñíî, ÷òî ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñêðó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ïðè f ≡ 1).

Èíîãäà áîëåå åñòåñòâåííî êðîìå ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé f ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Â ýòîì ñëó÷àå
ìû ïîëó÷èì ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå X × Y ñ ïîëóìåòðèêîé. Ýòà
ïîëóìåòðèêà, êàê îáû÷íî, ïîðîæäàåò ìåòðèêó ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ
òî÷åê, ëåæàùèõ íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Íîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ïîëó÷åííîé òàê ìåòðèêîé òàêæå íàçûâàåòñÿ ñêðó÷åííûì
ïðîèçâåäåíèåì.

3×àñòî íàäñòðîéêîé íàçûâàþò ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, à ñôåðè÷åñêèì
êîíóñîì � åå æå, íî ñ ââåäåííîé çäåñü ìåòðèêîé.
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Óïðàæíåíèå 3.6.23. Ïóñòü Con(X) � êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì X ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïðè÷åì diamX < π. Äîêàæèòå, ÷òî Con(X) =
[0,∞)×f X, ãäå f(t) = t.

Óïðàæíåíèå 3.6.24. Ïóñòü Σ(X) � ñôåðè÷åñêàÿ íàäñòðîéêà íàä ïðî-
ñòðàíñòâîì X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ïîêàæèòå, ÷òî Σ(X) = [0, π]×f X,
ãäå f(t) = sin t.

3.6.5. Óãîë. Òàê êàê ïîíÿòèå óãëà ïðèíàäëåæèò ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, õîòåëîñü áû èìåòü åãî îáîáùåíèå è â ñëó÷àå
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×òîáû ïîíÿòü, êàê ìîæíî èçìåðÿòü óãëû
â ÷èñòî ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ðàññìîòðèì äâà ëó÷à α : [0,∞[→ R2 è
β : [0,∞[→ R2, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè a = α(0) = β(0). Çàôèêñèðîâàâ
äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà t, s è ïðèìåíèâ òåîðåìó êîñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêó
aα(t)β(s), ìû ïîëó÷èì òàêîå âûðàæåíèå äëÿ óãëà ìåæäó ëó÷àìè:

arccos
|aα(t)|2 + |aβ(s)|2 − |α(t)β(s)|2

2|aα(t)||aβ(s)| .

Òî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà t è s, ñ÷àñòëèâàÿ ñëó÷àéíîñòü:
ñòîèëî íàì âçÿòü âìåñòî ëó÷åé äâå äðóãèå ãëàäêèå êðèâûå, è ìû
ïîëó÷èëè áû âûðàæåíèå, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåå îò t è s. Ïîñêîëüêó
óãîë ìåæäó êðèâûìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíôèíèòåçèìàëüíîå ïîíÿòèå,
åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè t, s → 0.

Îïðåäåëåíèå 3.6.25. Ïóñòü x, y, z � òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, d). Îïðåäåëèì óãîë ñðàâíåíèÿ ]̃xyz (èëè ]̃(x, y, z))
ðàâåíñòâîì

]̃xyz = arccos
d(x, y)2 + d(y, z)2 − d(x, z)2

2 d(x, y) d(y, z)
.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü 4xyz � òðåóãîëüíèê â R2 ñî ñòîðîíàìè |xy|, |yz| è |xz|, ðàâíûìè
ðàññòîÿíèÿì d(x, y), d(y, z) è d(x, z), ñîîòâåòñòâåííî. (Òàêîé òðåóãîëüíèê
åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ.) Òîãäà ]̃xyz = ]xyz.

Îïðåäåëåíèå 3.6.26. Ïóñòü α : [0, ε) → X è β : [0, ε) → X � ïóòè â
ïðîñòðàíñòâå X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, èñõîäÿùèå èç òî÷êè p = α(0) =
β(0). Îïðåäåëèì óãîë ](α, β) ìåæäó α è β ðàâåíñòâîì

](α, β) = lim
s,t→0

]̃(α(s), p, β(t)),

åñëè òîëüêî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ êðèâûõ α è β
ïîëîæèì

θ(s, t) = ]̃(α(s), p, β(t)).
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Òîãäà
](α, β) = lim

s,t→0
θ(s, t).

Åñëè α è β � êðàò÷àéøèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé, òî d(p, α(s)) = s,
d(p, β(t)) = t, òàê ÷òî θ(s, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì d(α(s), β(t)):

θ(s, t) = arccos
s2 + t2 − d(α(s), β(t))2

2st
.

Òåïåðü îïðåäåëåíèå óãëà (äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ)
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: óãîë ](α, β) ñóùåñòâóåò
è ðàâåí θ0 ∈ [0, π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(α(s), β(t))2 = s2 + t2 − 2st cos θ0 + o(st), s, t → 0.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ óãëàìè ìåæäó êðàò÷àéøèìè.
Òåì íå ìåíåå ïîëåçíî ïîñìîòðåòü, êàê ìîæåò âåñòè ñåáÿ óãîë ìåæäó
äðóãèìè êðèâûìè â îáû÷íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñóùåñòâîâàíèå óãëà òåñíî ñâÿçàíî ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.27. Ïóñòü α : [0, ε) → R2 è β : [0, ε) → R2 �
íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ïóòè, èñõîäÿùèå èç îäíîé è òîé æå
òî÷êè a = α(0) = β(0). Òîãäà,

1) åñëè îáà ïóòè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t = 0, òî óãîë ](α, β)
ñóùåñòâóåò è ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè ýòèõ ïóòåé.

2) Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ïóòåé α, β íå äèôôåðåíöèðóåì â
òî÷êå t = 0, òî óãîë ](α, β) íå ñóùåñòâóåò.

Óïðàæíåíèå 3.6.28. Äîêàæèòå ýòî ïðåäëîæåíèå.

Åñòü ìíîãî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, â êîòîðûõ
óãîë ](α, β) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ äâóõ êðàò÷àéøèõ α, β.
Âåðîÿòíî, ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî ðîäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëåèâ äâà
ýêçåìïëÿðà ïðÿìîé R â íóëå è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà 2−n, ãäå n � öåëîå.

Íàøå îïðåäåëåíèå óãëà îñíîâûâàåòñÿ íà ñðàâíåíèè ñ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòüþ. Ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå äàæå èíôèíèòåçèìàëüíî
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò åâêëèäîâà, òàê îïðåäåëåííûå óãëû ìîãóò íå
ñóùåñòâîâàòü. Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïðåäîñòàâëÿåò öåëûé êëàññ ïðèìåðîâ.

Óïðàæíåíèå 3.6.29. Ïóñòü (V, | · |) � äâóìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî ïðîñòðàíñòâî (V, | · |) åâêëèäîâî, ëèáî îíî
ñîäåðæèò äâà ëó÷à, ìåæäó êîòîðûìè óãîë íå ñóùåñòâóåò.

Ïîäñêàçêà.Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|w + v|2 + |v − w|2 = 2(|v|2 + |w|2)
äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v, w.
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Ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà óãëà ñðàçó ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ;
ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâà â êà÷åñòâå íåòðóäíûõ óïðàæíåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.30. 1. Êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ îáðàçóåò íóëåâîé óãîë
ñ ñàìîé ñîáîé.

2. Åñëè äâå êðàò÷àéøèå [a, b] è [b, c] òàêîâû, ÷òî èõ �îáúåäèíåíèå�
(ïðîèçâåäåíèå) [abc] � êðàò÷àéøàÿ ìåæäó a è c, òî óãîë ìåæäó [b, a]
è [b, c] ðàâåí π.

Çàìå÷àíèå 3.6.31. Â ýòîì êóðñå ìû â îñíîâíîì áóäåì èìåòü äåëî ñ
ïðîñòðàíñòâàìè (ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé), êðèâèçíû êîòîðûõ â íåêîòîðîì
ñìûñëå îãðàíè÷åíû. Äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ óãîë ìåæäó êðàò÷àéøèìè
âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåí. Â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëåçíî
ââåñòè âåðõíèé óãîë, êîòîðûé âñåãäà ñóùåñòâóåò. Èìåííî,

Îïðåäåëåíèå 3.6.32. Âåðõíèé óãîë ]upper(α, β) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
]upper(α, β) = lim sup

s,t→0
]̃(α(s), p, β(t)).

Çàìå÷àíèå 3.6.33. Èñòîðè÷åñêè ïîíÿòèå óãëà èãðàëî î÷åíü âàæíóþ
ðîëü ïðè ñîçäàíèè ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ñåé÷àñ óæå ïîíÿòíî, ÷òî,
èìåÿ äåëî ñ ñèíãóëÿðíûìè (íå-ðèìàíîâûìè) ïðîñòðàíñòâàìè, â ïðèíöèïå
ìîæíî èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ óãëà â áîëüøèíñòâå ðàññóæäåíèé (áåç
ñóùåñòâåííûõ óñëîæíåíèé). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîíÿòèå óãëà ÷àñòî
ïîìîãàåò ñäåëàòü ðàññóæäåíèÿ áîëåå íàãëÿäíûìè è êðàòêèìè è èñïîëüçîâàòü
àíàëîãèþ ñ ðèìàíîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

3.6.6. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå
óãëà, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé.
Ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè òàêèì æå êðàåóãîëüíûì
êàìíåì, êàê ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé,
è ïðîäâèíóòàÿ ÷àñòü òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà íà÷èíàåòñÿ ñ
ýòîãî ïîíÿòèÿ, êîòîðîå çàìåíÿåò òàì, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïîíÿòèå
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàôèêñèðóåì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êó p è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî âñåõ êðèâûõ ñ íà÷àëîì â p. Ìû õîòèì âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç �õîðîøî âåäóùèõ ñåáÿ êðèâûõ�, è ââåñòè íà íåì óãëîâóþ
ïîëóìåòðèêó.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ.
Âàæíîå çàìå÷àíèå. Î÷åíü âíèìàòåëüíî èçó÷èòå äîêàçàòåëüñòâî

ñëåäóþùåé òåîðåìû: â ýòîì êóðñå îíî � ïåðâûé ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà,
îñíîâûâàþùåãîñÿ íà ñðàâíåíèè íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè â ïðîñòðàíñòâå
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñ àíàëîãè÷íîé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) êîíôèãóðàöèåé
íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ â
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ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè òàê æå ÷àñòî è íîñÿò ñòîëü æå ôóíäàìåíòàëüíûé
õàðàêòåð, êàê (ε, δ)-ðàññóæäåíèÿ â àíàëèçå.

Òåîðåìà 3.6.34. Ðàññìîòðèì òðè êðèâûå γ1, γ2 è γ3, èñõîäÿùèå èç
îäíîé òî÷êè p. Åñëè ñóùåñòâóþò óãëû α1 = ](γ2, γ3), α2 = ](γ1, γ3),
α3 = ](γ1, γ2), òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:

α3 ≤ α1 + α2.

Çàìå÷àíèå 3.6.35. Â ýòîé òåîðåìå ìû ïðåäïîëàãàëè ñóùåñòâîâàíèå
óãëîâ. Íà ñàìîì äåëå òàêîå æå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âåðõíèõ
óãëîâ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò âñåãäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà òðèâèàëüíà, åñëè α1 + α2 ≥ π. Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî α1 + α2 < π.

Êàæäûé èç óãëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè θ.
Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ (ïîëîæèòåëüíûõ)
s, t, r ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|α1 − θ(b, c)| ≤ ε, |α2 − θ(a, c)| ≤ ε, |α3 − θ(a, b)| ≤ ε,

ãäå a = a(s) = γ1(s), b = b(t) = γ2(t) è c = c(r) = γ3(r).
Èìåííî çäåñü íà÷èíàåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ïëîñêîñòüþ! Âûëîæèì òðåóãîëüíèêè

4pac è 4pbc íà åâêëèäîâó ïëîñêîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû âûáèðàåì íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ÷åòûðå òî÷êè p, a, b è c òàê, ÷òîáû
|pa| = d(p, a), |pb| = d(p, b), |pc| = d(p, c), |ca| = d(c, a), |cb| = d(c, b),

ïðè÷åì ìû âûáèðàåì òî÷êè a è b ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé (pc).
Òðåóãîëüíèêè 4pac, 4pbc íàçûâàþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè ñðàâíåíèÿ äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ 4pac, 4pbc, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàôèêñèðóåì òî÷êè a, b è áóäåì ïåðåìåùàòü c ïî íàïðàâëåíèþ ê p.
Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû óìåíüøàåì r ïðè ôèêñèðîâàííûõ s è t.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè c äîñòàòî÷íî ïðèáëèçèòü ê p (â òî âðåìÿ, êàê a
è b ôèêñèðîâàíû), òî p è c îêàæóòñÿ ðàñïîëîæåííûìè ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïðÿìîé ab. (Îáÿçàòåëüíî íàðèñóéòå êàðòèíêó!)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàôèêñèðîâàâ r è äîñòàòî÷íî óìåíüøèâ s è t, ìû
ìîæåì äîñòè÷ü êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé p è c ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé ab.

Ïî íåïðåðûâíîñòè, íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s, t, r, ÷òî
c áóäåò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [a, b]. Áîëåå ôîðìàëüíî: ìû ìîæåì
çàôèêñèðîâàòü p (íàïðèìåð, âûáðàâ p = (0, 0) ∈ R2) è çàòåì ïîìåñòèòü
c íà ôèêñèðîâàííîì ëó÷å, ñêàæåì, c = (d(p, c), 0). Òåïåðü òî÷êè a
è b îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è çàâèñÿò íåïðåðûâíî îò
ðàññòîÿíèé d(p, a), d(p, b), d(c, a), d(c, b) è d(p, c). Òàêèì îáðàçîì, êîãäà
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ìû ìåíÿåì s, t, r, âñå ÷åòûðå òî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ íåïðåðûâíî (ïðè÷åì p
âîîáùå íå ñäâèãàåòñÿ). Åñëè c ∈ [a, b], òî ìû î÷åâèäíî èìååì |ac|+ |cb| =
|ab| è, ñëåäîâàòåëüíî,

|ab| = |ac|+ |cb| = d(a, c) + d(c, b) ≥ d(a, b).

Äîáàâèì ê íàøåé êîíôèãóðàöèè íà ïëîñêîñòè òàêóþ òî÷êó b̃, ÷òî
|pb̃| = |pb| = d(p, b), |ab̃| = d(a, b),

ïðè÷åì âûáèðàåì b̃ ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé (pa), ÷òî è b.
Íàïîìíèì, ÷òî óãîë θ(a, b) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí óãëó ]apb̃ òðåóãîëüíèêà

ñðàâíåíèÿ4b̃pa è, àíàëîãè÷íî, θ(a, c) = ]apc, θ(b, c) = ]bpc. Ñëåäîâàòåëüíî,
θ(a, c) + θ(b, c) = ]apb.

Ñðàâíèâàÿ òðåóãîëüíèêè 4bpa è 4b̃pa, ìû âèäèì, ÷òî îíè èìåþò ïî
äâå ðàâíûå ñòîðîíû è |ab| ≥ |ab̃|. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ óãëû òàêæå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ]apb ≥ ]apb̃. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
÷òî

θ(a, c) + θ(b, c) ≥ θ(a, b).

Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ íåðàâåíñòâàìè
|α1 − θ(b, c)| ≤ ε, |α2 − θ(a, c)| ≤ ε, |α3 − θ(a, b)| ≤ ε,

ìû âèäèì, ÷òî α3 ≤ α1 + α2 + 3ε äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ε. Ýòèì
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî. ¤

Óïðàæíåíèå 3.6.36. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, óñèëèâàþùèå
íàøó òåîðåìó.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.37. 1. Òåîðåìà 3.6.34 âåðíà è äëÿ âåðõíèõ óãëîâ.
2.Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.6.34 õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ α1 è α2

ðàâåí íóëþ, òî òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ óãëà α3 ìîæíî îïóñòèòü:
îí ñóùåñòâóåò â ñèëó îñòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Óïðàæíåíèå 3.6.38. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ âñåãäà íå
ìåíüøå π. Òî÷íåå, åñëè b � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êðàò÷àéøåé [a, c] è óãëû
]dba è ]dbc ñóùåñòâóþò, òî èõ ñóììà íå ìåíüøå, ÷åì π.

Îïðåäåëåíèå 3.6.39. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ γ (ñ íà÷àëîì â p) èìååò
íàïðàâëåíèå â òî÷êå p, åñëè óãîë ](γ, γ) ñóùåñòâóåò. Äâå êðèâûå α, β
èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå â òî÷êå p, åñëè óãîë ](α, β) ñóùåñòâóåò
è ðàâåí 0.

Óïðàæíåíèå 3.6.40. (i) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé êðèâîé γ : [0, ε) →
R2, ÷òî â òî÷êå γ(0) óãîë ](γ, γ) íå ñóùåñòâóåò.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò óãîë ](γ, γ), òî îí ðàâåí íóëþ.
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(iii) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî óãîë ](γ, γ) âñåãäà
ñóùåñòâóåò.

(iv) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ êðèâûõ, èìåþùèõ íàïðàâëåíèÿ è òàêèõ,
÷òî óãîë ìåæäó íèìè íå ñóùåñòâóåò.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êðèâûå, èìåþùèå íàïðàâëåíèå. Çàìåòèì,
÷òî ñâîéñòâî êðèâûõ èìåòü îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì. Óãîë (èëè
âåðõíèé óãîë) ìåæäó êðèâûìè íå èçìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü ýòè êðèâûå
äðóãèìè, èì ýêâèâàëåíòíûìè. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î óãëå (èëè
âåðõíåì óãëå) ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé
(â äàííîé òî÷êå) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì; ðàññòîÿíèåì
ñëóæèò âåðõíèé óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè (óãëîâàÿ ìåòðèêà).

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ïîíÿòèå, êàæóùååñÿ î÷åíü îáùèì, íå ñëèøêîì
ïîëåçíî (âåðîÿòíî, èìåííî ïîòîìó, ÷òî îíî ñëèøêîì îáùåå). Çàáåãàÿ
âïåðåä, îáúÿñíèì íåôîðìàëüíî, ÷òî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. Â îñíîâíîì, ìû áóäåì èçó÷àòü òàêèå ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðûõ óãîë ìåæäó êðàò÷àéøèìè âñåãäà ñóùåñòâóåò. È ìû áóäåì èìåòü
äåëî òîëüêî ñ êðèâûìè, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû êðàò÷àéøèì. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèÿìè, ïîðîæäåííûìè êðàò÷àéøèìè.
Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ íàïðàâëåíèé áóäåò ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ïî
îòíîøåíèþ ê óãëó (âìåñòî âåðõíåãî óãëà, íåîáõîäèìîãî â îáùåì ñëó÷àå).
Ïîñòðîåííîå òàê ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü íåïîëíûì, ìû åãî ïîïîëíèì
è òîëüêî åãî (ìåòðè÷åñêîå) ïîïîëíåíèå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì
íàïðàâëåíèé.





Ãëàâà 4

Ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû

4.1. Îïðåäåëåíèÿ

4.1.1. Ââåäåíèå. Îáùèå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè ìîãóò
áûòü êðàéíå ñêâåðíûìè, è ïðàêòè÷åñêè âñå íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû
î íèõ ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñðåäè
òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé, ðàáîòàþùèõ â êà÷åñòâå �óñëîâèé
ðåãóëÿðíîñòè�, îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó. Ãðóáî
ãîâîðÿ, îãðàíè÷åííîñòü êðèâèçíû ãàðàíòèðóåò îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü
âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè. Ìû íà÷íåì ñ
äâóõ íàèáîëåå âàæíûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ: íåïîëîæèòåëüíîé è íåîòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû. Ýòè äâà êëàññà îáëàäàþò ñîâåðøåííî ðàçíûìè
ñâîéñòâàìè, îäíàêî äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñõîäíûå ìåòîäû.
Õîòÿ äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó òîæå âàæíû, îñíîâíûå ñâîéñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâ ïðîñëåæèâàåòñÿ â äâóõ áàçîâûõ
êëàññàõ. Ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé (ñâåðõó èëè ñíèçó)
êðèâèçíû ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà.

Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ìîãóò íà ïåðâûé âçãëÿä íå
èìåòü íè÷åãî îáùåãî ñ åâêëèäîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè íè ìåòðè÷åñêè, íè
òîïîëîãè÷åñêè. Òåì íå ìåíåå, èõ îïðåäåëåíèÿ îñíîâàíû íà ñðàâíåíèè ñ
åâêëèäîâûì ìèðîì, è â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ýòè ïðîñòðàíñòâà ìåíåå
�÷óäîâèùíû�, ÷åì, íàïðèìåð, íîðìèðîâàííûå. Òàê, ïîíÿòèå óãëà âïîëíå
îñìûñëåííî â ïðîñòðàíñòâàõ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû; â òî æå âðåìÿ
åñòü âåñêèå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ýòî ïîíÿòèå íå èìååò ïîëíîöåííîãî
îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ìû äàäèì íåñêîëüêî ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâ íå-
ïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû. Íåôîðìàëüíûé
ñìûñë ýòèõ îïðåäåëåíèé òàêîâ:

• Äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ íå ìåíåå âûïóêëû
(ñîîòâ., íå ìåíåå âîãíóòû), ÷åì äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè;

• ãåîäåçè÷åñêèå, èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè, ðàñõîäÿòñÿ íå ìåäëåííåå
(ñîîòâ., íå áûñòðåå), ÷åì íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè;

• òðåóãîëüíèêè íå òîëùå (ñîîòâ., íå òîíüøå), ÷åì åâêëèäîâû
òðåóãîëüíèêè ñ òàêèìè æå äëèíàìè ñòîðîí.

Ãîâîðÿ î÷åíü íåñòðîãî, ýòè ïðîñòðàíñòâà íå ìåëü÷å (ñîîòâ., íå êðóïíåå),
÷åì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî; íàïðèìåð, îíè äîïóñêàþò áîëüøå íåðàñòÿãèâàþùèõ
(ñîîòâ., íåñæèìàþùèõ) îòîáðàæåíèé.

Ñôåðà ñëóæèò òàêèì ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû,
â êîòîðîì ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ëåãêî ïðîñëåäèòü. Òàê, ñôåðè÷åñêèé
òðåóãîëüíèê âûãëÿäèò �òîëùå� ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè
(íàïðèìåð, óãëû ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå óãëîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïëîñêîãî òðåóãîëüíèêà). Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå êàê áû �ïðèòÿãèâàþòñÿ�
äðóã ê äðóãó, à íå ðàñõîäÿòñÿ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ (òî÷íåå, ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íà ñôåðå, âûõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè,
ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé). Âñå ýòî � õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Áîëåå îáùî, êàæäàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü (òî åñòü ãðàíèöà âûïóêëîãî
òåëà) â R3 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, à êàæäàÿ
ãëàäêàÿ ñåäëîâàÿ ïîâåðõíîñòü (ëîêàëüíî âûãëÿäÿùàÿ êàê ãèïåðáîëè÷åñêèé
ïàðàáîëîèä) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Äëÿ ÷èòàòåëÿ, çíàêîìîãî ñ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé, óïîìÿíåì, çàáåãàÿ
âïåðåä, ÷òî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé íåîòðèöàòåëüíîé (ñîîòâ. íåïîëîæèòåëüíîé) êðèâèçíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ñåêöèîííûå êðèâèçíû íåîòðèöàòåëüíû
(ñîîòâ., íåïîëîæèòåëüíû).

Ñîãëàøåíèå. Â ýòîé ãëàâå âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå
ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñ÷èòàþòñÿ ñâÿçíûìè (èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, ñ êîíå÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè), à ìåòðèêè ïðåäïîëàãàþòñÿ
ñòðîãî âíóòðåííèìè, òî åñòü òàêèìè, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî
ñîåäèíèòü êðàò÷àéøåé.

Òåì ñàìûì ìû æåðòâóåì îáùíîñòüþ äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ;
äàëåå (â ãëàâàõ 9 è 10) ìû ðàññìîòðèì è áîëåå îáùèå ñëó÷àè.

4.1.2. Ñðàâíåíèå äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé. Çàôèêñèðóåì òî÷êó
p ∈ X; áóäåì íàçûâàòü åå òî÷êîé îòñ÷åòà. Ðàññìîòðèì ðàññòîÿíèå äî
p êàê âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà X: dp(x) = d(x, p). Óäîáíåå
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èìåòü äåëî ñ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé, ðàññìàòðèâàÿ ñóæåíèÿ ôóíêöèè
dp íà �îòðåçêè� â X. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé
êðàò÷àéøåé [ab] = γ : [0, T ] → X ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ g(t) =
d(p, γ(t)) = dp◦ γ(t), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóæåíèå äèñòàíöèîííîé
ôóíêöèè dp íà γ. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôóíêöèþ îäíîìåðíîé äèñòàíöèîííîé
ôóíêöèåé.

Ìû õîòèì ñðàâíèòü g ñ ïîäõîäÿùåé îäíîìåðíîé åâêëèäîâîé äèñòàíöèîííîé
ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îòðåçîê òàêîé
æå äëèíû è òî÷êó îòñ÷åòà, �ðàñïîëîæåííóþ ïî îòíîøåíèþ ê îòðåçêó
òàê æå, êàê p ðàñïîëîæåíà îòíîñèòåëüíî γ�. Ãîâîðÿ ôîðìàëüíî, ìû
âûáèðàåì åâêëèäîâ îòðåçîê [ab] òîé æå äëèíû T = |ab|, è òàêóþ
òî÷êó îòñ÷åòà p, ÷òî |ap| = dp(a) = d(a, p) è |bp| = dp(b) = d(b, p).
ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà ñðàâíåíèÿ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
äâèæåíèÿ. Âûáðàííûé îòðåçîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïóòü γ0(t),
ïàðàìåòðèçîâàííûé äëèíîé äóãè òàê, ÷òî γ0(0) = a, γ0(T ) = b.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Åâêëèäîâà äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ (ðàññòîÿíèÿ
äî òî÷êè p), ñóæåííàÿ íà îòðåçîê [ab] (òî åñòü ôóíêöèÿ g0(t) = |pγ0(t)|)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñðàâíåíèÿ äëÿ g.

Ñëåäóÿ èäåå, ÷òî äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà íåïî-
ëîæèòåëüíîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû äîëæíà áûòü áîëåå
âûïóêëîé (ñîîòâ., áîëåå âîãíóòîé), ÷åì äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü ýòè ïðîñòðàíñòâà íåðàâåíñòâîì g0(t) ≥ g(t) (ñîîòâ.
g0(t) ≤ g(t)). ×òîáû ñäåëàòü íàøå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûì, ìû òðåáóåì
âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íå äëÿ âñåõ ïàð (p, γ), à òîëüêî äëÿ òàêèõ,
êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2 (�Óñëîâèå ñðàâíåíèÿ äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé�).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (X, d) � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ.
íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû, åñëè êàæäàÿ òî÷êà èç X èìååò òàêóþ
îêðåñòíîñòü, ÷òî äëÿ òî÷êè p è îòðåçêà γ, ëåæàùèõ â ýòîé îêðåñòíîñòè,
îäíîìåðíàÿ äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ g(t) = d(p, γ(t)) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ g0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó g0(t) ≥ g(t) (ñîîòâ.
g0(t) ≤ g(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íàçâàíèå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà äëÿ
âñåõ ïðîñòðàíñòâ ñ îãðàíè÷åíèåì íà êðèâèçíó, â ÷àñòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâ
íåïîëîæèòåëüíîé è íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

4.1.3. Ïåðâûå ïðèìåðû. Õîòÿ ìû âûáðàëè äëÿ íà÷àëà î÷åíü ïðîñòûå
ïðèìåðû, äîêàçàòåëüñòâà èõ ñâîéñòâ äîâîëüíî äëèííûå (îñîáåííî äëÿ
âòîðîãî). Ïîýòîìó, åñëè èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò âàì, ÷òî ýòè ïðèìåðû
âåðíû, ìîæíî íà âðåìÿ îòëîæèòü ðàçáîð äîêàçàòåëüñòâ. Äåëî â òîì, ÷òî
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ìû ïðîâîäèì ýòè äîêàçàòåëüñòâà �âðó÷íóþ�, îïèðàÿñü òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî
íà îïðåäåëåíèÿ, íå èìåÿ ïîêà íèêàêîé òåõíèêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàáîòû.

Ïðèìåð 4.1.3. Ñêëåèì òðè ýêçåìïëÿðà ëó÷à [0,∞) ⊂ R, îòîæäåñòâèâ
èõ íà÷àëüíûå òî÷êè. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî R(3) èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ
êðèâèçíó.

Ïðèìåð 4.1.4. Ïóñòü K � êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ äëèíû L (ñì. 3.6.2).
Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ïðè L ≤ 2π
è ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïðè L ≥ 2π.

Ïðèìåð 4.1.5. Ðàññìîòðèì R2 ñ íîðìîé ‖v‖ = |x| + |y|, ãäå x è
y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðà v. Ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íè îòðèöàòåëüíîé, íè ïîëîæèòåëüíî
êðèâèçíû.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ óòâåðæäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðèìåðà 4.1.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O îáùóþ òî÷êó
íàøèõ òðåõ ëó÷åé. Êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ â R(3) � ýòî èëè îòðåçîê â îäíîì
èç ëó÷åé, èëè îáúåäèíåíèå äâóõ îòðåçêîâ íà äâóõ ðàçíûõ ëó÷àõ. Ïóñòü
γ : [0, T ] → R(3) � êðàò÷àéøàÿ, p ∈ R(3). Åñëè äâå òî÷êè èç íàáîðà
{γ(0), γ(T ), p} ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ëó÷ó, íàøå óòâåðæäåíèå
òðèâèàëüíî, òàê êàê òîãäà γ è p ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ
ëó÷åé, è ýòî îáúåäèíåíèå èçîìåòðè÷íî R. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé êîãäà âñå òðè òî÷êè p, a = γ(0) è b = γ(T )
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ëó÷àì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [Oa] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî |px| = |pa|− |ax|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g èç îïðåäåëåíèÿ
4.1.2 ïðè γ(t) ∈ [Oa] èìååò âèä g(t) = g(0) − t. Äëÿ ôóíêöèè g0 ïî
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ìû èìååì g0(t) ≥ g0(0) − t. Òàê êàê g0(0) =
g(0), òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî g(t) ≤ g0(t) ñïðàâåäëèâî ïðè γ(t) ∈ [Oa].
Ñëó÷àé γ(t) ∈ [Ob] ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðèìåðà 4.1.4. Êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêèì âñþäó êðîìå âåðøèíû; êàæäûé åãî ïîäêîíóñ íàä îòðåçêîì
äëèíû α ≤ max{L/2, π} � âûïóêëûé è èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó ñåêòîðó ñ
óãëîì α ïðè âåðøèíå. (Âñïîìíèòå îáñóæäåíèå êîíóñîâ â ðàçäåëå 3.6.2.)
Äëÿ êðàò÷àéøåé γ : [0, T ] → K è òî÷êè p ∈ K, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê
4, ñîñòàâëåííûé èç òðåõ êðàò÷àéøèõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè p, a = γ(0) è
b = γ(T ). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

• Òðåóãîëüíèê 4 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, íå ñîäåðæàùóþ O, èëè
îäíà èç òî÷åê a, b, p ñîâïàäàåò ñ O.

• Òðåóãîëüíèê4 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ O, èëè îäíà
èç åãî ñòîðîí ïðîõîäèò ÷åðåç O.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå îãðàíè÷åííàÿ òðåóãîëüíèêîì îáëàñòü èçîìåòðè÷íà
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïëîñêèì òðåóãîëüíèêîì, è ôóíêöèè g è g0 (èç
îïðåäåëåíèÿ 4.1.2) ïðîñòî ñîâïàäàþò.

Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìîòðèì îòäåëüíî äëÿ L < 2π è L > 2π. (Ñëó÷àé
L = 2π òðèâèàëåí, èáî òîãäà êîíóñ èçîìåòðè÷åí R2.)

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L < 2π. Òîãäà ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü êîíóñ
K êàê òðåõãðàííûé êîíóñ íàä òðåóãîëüíèêîì 4 â R3, ñ ðåáðàìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âåðøèíû4. (Ýòîò òðåõãðàííûé êîíóñ ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñ åãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé; �ïðåäñòàâèòü� îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äâà êîíóñà
èçîìåòðè÷íû.) ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé êîíóñ, ðàçðåæåì K ëó÷àìè Oa,
Ob è Op, íà òðè ñåêòîðà è ðàñïîëîæèì ýòè ñåêòîðû â R3 òàê, ÷òîáû
îíè îáðàçîâûâàëè òðåõãðàííûé óãîë (ýòî âîçìîæíî â ñèëó íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ).

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 4 � ýòî ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè â R3. Ýòîò
òðåóãîëüíèê ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè P ⊂ R3, è ìû ìîæåì
åãî èñïîëüçîâàòü (ðàññìàòðèâàÿ êàê ïîäìíîæåñòâî â P ), ÷òîáû îïèñàòü
ôóíêöèþ g0 èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.2. Äðóãèìè ñëîâàìè, g0(t) ðàâíî ðàññòîÿíèþ
â R3 îò p äî γ(t). Òàê êàê ðàññòîÿíèÿ âî âíóòðåííåé ìåòðèêå êîíóñà
íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R3, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
g ≥ g0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L > 2π. Òðåóãîëüíèêè 4abO, 4apO è 4bpO �
ïëîñêèå, òî åñòü èçîìåòðè÷íû òðåóãîëüíèêàì â ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèêè 4abO è 4bpO, è ðàñïîëîæèì èõ èçîìåòðè÷íûå êîïèè
4abO è 4bpO â îäíîé ïëîñêîñòè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò èõ îáùåé
ñòîðîíû Ob. (åñëè îäíà èç êðàò÷àéøèõ [ab],[bp] ïðîõîäèò ÷åðåç O,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîïèÿ âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê.) Çàìåòèì, ÷òî ]aOb +
]bOp > π è ]aOp ≤ ]aOc; ñëåäîâàòåëüíî |ap| ≤ |ap|. Áóäåì ïîâîðà÷èâàòü
òðåóãîëüíèê 4abO âîêðóã b äî òåõ ïîð, ïîêà |ap| ñòàíåò ðàâíûì |ap|
(ñì. ëåâûé ðèñóíîê 4.1). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî èçîìåòðè÷íûå êîïèè
òðåóãîëüíèêîâ 4abO è 4bpO ëåæàò â ïëîñêîì òðåóãîëüíèêå 4abp (ñî
ñòîðîíàìè, ðàâíûìè ñòîðîíàì 4abp) òàê, ÷òî èõ âíóòðåííîñòè íå íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò äëÿ ëþáîé ïàðû òðåóãîëüíèêîâ
èç íàáîðà 4aOb, 4bOp, 4pOa; ïîýòîìó èõ êîïèè ëåæàò â 4abp òàê, ÷òî
èõ âíóòðåííîñòè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, êàê ïîêàçàíî â ïðàâîé ÷àñòè
ðèñóíêà 4.1.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà
4abp íå áîëüøå ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè òðåóãîëüíèêà
ñðàâíåíèÿ 4abp, òî åñòü g ≤ g0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ åñòü ïðîñòðàíñòâî
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. ¤
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Ðèñ. 4.1: Òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ ïîïàðíî íå íàëåãàþò äðóã íà äðóãà.

Çàìå÷àíèå 4.1.6. Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ÿñíî, ÷òî îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî: åñëè êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé (ñîîòâ., íåïîëîæèòåëüíîé) êðèâèçíû, òî
äëèíà ýòîé îêðóæíîñòè íå áîëüøå (ñîîòâ., íå ìåíüøå) 2π.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå õàðàêòåðèçóåò êðèâèçíó êîíóñà íàä îòðåçêîì
(çàìåòèì, ÷òî êîíóñ íàä äîñòàòî÷íî êîðîòêèì îòðåçêîì � ýòî ïðîñòî
ïëîñêèé ñåêòîð). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò ýòîãî óïðàæíåíèÿ
äàëåå â ýòîé ãëàâå

Óïðàæíåíèå 4.1.7. Ïóñòü X � êîíóñ íàä îòðåçêîì äëèíû L. Äîêàæèòå,
÷òî

1. X � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû äëÿ âñåõ L.
2. X � ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà L ≤ π.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðèìåðà 4.1.5. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûå
îòðåçêè â íîðìèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè,
òàê êàê äëèíà îòðåçêà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöàìè. Îäíàêî
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå êðàò÷àéøèå.

Åäèíè÷íîé ñôåðîé â X ñëóæèò åâêëèäîâ êâàäðàò ñ âåðøèíàìè
(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1). Îáîçíà÷èì p = (0, 0). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
êðàò÷àéøóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (1, 0) è (0, 1) è ïàðàìåòðèçîâàííóþ
èíòåðâàëîì [−1, 1]. Äëÿ ýòîé êðàò÷àéøåé g(t) ≡ 1; â òî æå âðåìÿ g0(t) =
|t|, òàê ÷òî g > g0 âñþäó, êðîìå êîíöîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òåïåðü ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè (1

2 , 1
2) è (1

2 ,−1
2) è ïàðàìåòðèçîâàííóþ èíòåðâàëîì [0, 1]. Â ýòîì

ñëó÷àå g(0) = g0(0) = 1 è g(1) = g0(1) = 1. Îäíàêî g(1
2) = 1

2 , â òî
âðåìÿ êàê g0(1

2) =
√

3
2 > 1

2 . Òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå g(1
2) < g0(1

2), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåîòðèöàòåëüíîñòè êðèâèçíû.



4.1. Îïðåäåëåíèÿ 123

Íà ïåðâûé âçãëÿä íàøå ðàññóæäåíèå íå áûëî ëîêàëüíûì, â òî
âðåìÿ êàê îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé è íåîòðèöàòåëü-
íîé êðèâèçíà � ëîêàëüíûå. Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå æå ðàññóæäåíèå
ìîæíî ïîâòîðèòü â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà, èáî åâêëèäîâû ãîìîòåòèè
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ãîìîòåòèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå. ¤

4.1.4. Ñðàâíåíèå ðàññòîÿíèé â òðåóãîëüíèêàõ. Âåðîÿòíî ÷èòàòåëü
ïîêà ÷òî, òî åñòü òîëüêî íà îñíîâå íàøåãî àíàëèçà äèñòàíöèîííûõ
ôóíêöèé, íå ñëèøêîì ïðåóñïåë â ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæè-
òåëüíîé (íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû. Ïîýòîìó ìû ïåðåôîðìóëèðóåì
îïðåäåëåíèÿ â áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ïî òðàäèöèè, óñëîâèÿ
èç ýòèõ îïðåäåëåíèé íàçûâàþòñÿ CAT(0)-óñëîâèÿìè, à ïðîñòðàíñòâà,
èì óäîâëåòâîðÿþùèå, íàçûâàþò CAT(0)-ïðîñòðàíñòâàìè. Çäåñü CAT
ñëóæèò ñîêðàùåíèåì äëÿ ñëîâ �ñðàâíåíèå ïî Êàðòàíó�Àëåêñàíäðîâó�
Òîïîíîãîâó�, à (0) îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó
âûáðàí íóëü, òî åñòü ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñðàâíèâàåòñÿ ñ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòüþ. Ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè ïðîñòðàíñòâàìè (òàêèìè, êàê ñôåðà)
îïðåäåëÿåò CAT(k)-ïðîñòðàíñòâà äëÿ äðóãèõ k ∈ R. Ýòî ñîêðàùåíèå
÷àùå èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé ñâåðõó, à â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé
ñíèçó îáû÷íî ãîâîðÿò î ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé
ñíèçó ÷èñëîì k. Îòìåòèì, ÷òî òåðìèí �ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà�
ìîæåò ïðèâåñòè ê ïóòàíèöå, òàê êàê îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîèõ âèäîâ
îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó ñëåäóåò óòî÷íÿòü, ÿâëÿåòñÿ k îãðàíè÷åíèåì ñâåðõó
èëè ñíèçó.

Ïîä òðåóãîëüíèêîì â X ìû ïîíèìàåì íàáîð èç òðåõ òî÷åê, a, b è c
(âåðøèí), ñîåäèíåííûõ òðåìÿ êðàò÷àéøèìè (ñòîðîíàìè). Äëÿ êðàòêîñòè
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè êðàò÷àéøèå ÷åðåç [ab], [bc], [ca], à èõ äëèíû �
|ab|, |bc|, |ca|, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî îäíè òîëüêî âåðøèíû
ìîãóò íå îïðåäåëÿòü òðåóãîëüíèê îäíîçíà÷íî, òàê êàê ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
íåñêîëüêî ðàçíûõ êðàò÷àéøèõ, ñîåäèíÿþùèõ îäíó ïàðó âåðøèí. ×åðåç
]abc áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë ìåæäó êðàò÷àéøèìè [ba] è [bc] â òî÷êå b
(åñëè ýòîò óãîë ñóùåñòâóåò).

Ïî êàæäîìó òðåóãîëüíèêó 4abc â X ìû ñòðîèì â åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèê 4abc ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí, òî åñòü

|ab| = |ab|, |bc| = |bc|, |ac| = |ac|.
Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Îïèñàííûé âûøå òðåóãîëüíèê 4abc íàçûâàåòñÿ
òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà 4abc.

ßñíî, ÷òî òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü
óñëîâèå ñðàâíåíèÿ äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.2 ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.9 (�Óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ�). Ïðîñòðàíñò-
âî X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëü-
íîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà4abc è êàæäîé òî÷êè d ∈ [ac] ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |db| ≤ |db| (ñîîòâ., |db| ≥ |db|), ãäå d � òàêàÿ òî÷êà íà ñòîðîíå
[ac] òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ 4abc, ÷òî |ad| = |ad|.

Òàêàÿ îêðåñòíîñòü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé îáëàñòüþ. Âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü íîðìàëüíóþ îáëàñòü G ñòîëü ìàëîé, ÷òî âñå êðàò÷àéøèå
ñ êîíöàìè â G áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â íåêîòîðîé (âîçìîæíî áîëüøåé)
íîðìàëüíîé îáëàñòè.

Óïðàæíåíèå 4.1.10. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïðåäåëåíèå 4.1.9 äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïåðåôîðìóëèðîâêîé îïðåäåëåíèÿ 4.1.2 â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Óïðàæíåíèå 4.1.11. Ïîêàæèòå, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ íà òðåóãîëüíèêè òîëüêî äëÿ òî÷êè d, ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé
ñòîðîíû [ab]; òî åñòü òàêîå îñëàáëåííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó.

Óïðàæíåíèå 4.1.12. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ 4.1.9, íî íå ðàâíîñèëüíî åìó:

äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà 4abc è ñåðåäèí d è e åãî ñòîðîí [ab] è [bc]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2|de| ≤ |ac|.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 4.1.13. Ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (ñì. 3.6.1) ïðîñòðàíñòâ
íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ.,íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû � ñíîâà ïðîñòðàí-
ñòâî íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû.

Óïðàæíåíèå 4.1.14. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.
Ïîäñêàçêà. Ïóñòü 4X � òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå X = X1×X2, à

41, 42 � åãî ïðîåêöèè â X1 è X2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 4a1b1c1 è 4a2b2c2

òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 4X è 4Y , ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè ëåæàò â (x, y)- è (z, t)-ïëîñêîñòÿõ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R4 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z, t).
Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê â R2

1×R2
2 ñ âåðøèíàìè (a1, a2), (b1, b2) è (c1, c2)

ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ 4X . Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî çàêîí÷èòü ïóòåì íåáîëüøîãî ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, âñå äîñòàòî÷íî ìàëûå òðåóãîëüíèêè â ïðîñòðàíñòâî
íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû íå òîëùå (ñîîòâ.
íå òîíüøå) ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå;
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
�ðàçäóòûì� êàê íà ðèñóíêå 4.2 ñëåâà, â òî âðåìÿ êàê òðåóãîëüíèê â
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ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû âûãëÿäèò �òîùèì� (åãî ñòîðîíû
�âäàâëåíû âíóòðü�).

A C

B

A

K>0

C

B

K=0

C

B

K=0

C

B

K<0

A A

PSfrag replacements
A
B
C

K < 0
K = 0
K > 0

Ðèñ. 4.2: Òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ.

Õîòÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé è íåîòðèöàòåëü-
íîé êðèâèçíû î÷åíü ïîõîæè, ìû óâèäèì ïîçäíåå, ÷òî ñâîéñòâà ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ ìû èíîãäà ãîâîðèì �ïðîñòðàíñòâî
èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíóþ) êðèâèçíó�, êðèâèçíà
êàê îòäåëüíîå ïîíÿòèå íå îïðåäåëåíà, è áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î åå
÷èñëåííîì çíà÷åíèè.

4.1.5. Ñðàâíåíèå óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Êîãäà ìû ñìîòðèì íà ðèñóíêè
�òîëñòûõ� è �òîùèõ� òðåóãîëüíèêîâ, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî �òîëñòûå� òðåóãîëüíèêè äîëæíû èìåòü áîëüøèå óãëû, à óãëû �òîùèõ�
òðåóãîëüíèêîâ äîëæíû áûòü ìàëåíüêèìè. Ýòî íàáëþäåíèå íàâîäèò
íà ìûñëü îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïóòåì
ñðàâíåíèÿ óãëîâ. À èìåííî, X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíû, åñëè óãëû êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî òðåóãîëüíèêà
ñóùåñòâóþò è îíè íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà
ñðàâíåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü ñëîâà �íå áîëüøå� íà �íå ìåíüøå� è, êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèòü,,
÷òî ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà π. 1 Íà áîëåå ôîðìàëüíîì ÿçûêå ýòî
îïðåäåëåíèå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 4.1.15 (�Óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ�). Ïðîñòðàíñòâî X
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû, åñëè êàæäàÿ òî÷êà èç X èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî
óãëû ]bac, ]cba è ]abc êàæäîãî òðåóãîëüíèêà 4abc, ëåæàùåãî â ýòîé
îêðåñòíîñòè, ñóùåñòâóþò è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

]bac ≤ ]̃bac ]abc ≤ ]̃abc ]bca ≤ ]̃bca

1Ïî-âèäèìîìó äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, íåîáõîäèìî ëè ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå â
äåéñòâèòåëüíîñòè èëè íåò.
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(íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç ]̃abc îáîçíà÷åí óãîë òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ,
òî åñòü ]̃abc = ]abc, ãäå 4abc � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ, ñðàâíèòå ñ
îïðåäåëåíèåì 3.6.25).

Àíàëîãè÷íî, X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû,
åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî óãëû ]bac, ]cba
è ]abc êàæäîãî òðåóãîëüíèêà 4abc, ñîäåðæàùåãîñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè,
ñóùåñòâóþò è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

]bac ≥ ]̃bac ]abc ≥ ]̃abc ]bca ≥ ]̃bca,

è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ êðàò÷àéøèõ [pq] è [rs], ãäå r � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà êðàò÷àéøåé [pq], ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ]prs + ]srq = π.

Â òî âðåìÿ êàê îïðåäåëåíèå ÷åðåç òðåóãîëüíèêè 4.1.9 åñòü ïðîñòî
ïåðåôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè 4.1.2,
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíè ðàâíîñèëüíû îïðåäåëåíèþ ÷åðåç óãëû
4.1.15, òðåáóåò íåêîòîðîé ðàáîòû. Ìû äîêàæåì ïîñëåäíþþ ðàâíîñèëüíîñòü
ïîçäíåå, â ïóíêòå 4.3.2.

4.2. Ïðèìåðû
Òåïåðü, èìåÿ òðè îïðåäåëåíèÿ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íîâûå ïðèìåðû
ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà. Âèäèìî, èñòîðè÷åñêè âîçíèêíîâåíèå ïîíÿòèÿ
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû áûëî ìîòèâèðîâàíî ïðèìåðàìè
âûïóêëûõ è ñåäëîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ê ñîæàëåíèþ, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî
ýòè ïðèìåðû óäîâëåòâîðÿþò íàøèì îïðåäåëåíèÿì, íóæåí íåêîòîðûé
àïïàðàò, êîòîðûé åùå íàìè íå èçëîæåí. Îäíàêî ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ
äåðæàòü ýòè äâà ïðèìåðà â óìå.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà, äëÿ
êîòîðûõ ïðîâåðêà íàøèõ óñëîâèé íå òðåáóåò íèêàêîé òåõíèêè, à èìåííî,
íåñêîëüêî òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ è ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ìàëûõ
ðàçìåðíîñòåé (1 è 2).
Ïðèìåð 4.2.1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì Àëåêñàíäðîâà (è íåïîëîæèòåëüíîé, è íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
îäíîâðåìåííî).
Ïðèìåð 4.2.2. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà
î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà (ñ òåì æå çíàêîì êðèâèçíû).
Ïðèìåð 4.2.3. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà,
ðàññìàòðèâàåìîå ñ èíäóöèðîâàííîé â íåì âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà (ñ òåì æå çíàêîì êðèâèçíû). Ýòî ñðàçó
ñëåäóåò èç ëîêàëüíîñòè îïðåäåëåíèé è òîãî ôàêòà, ÷òî íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì
âíóòðåííåé ìåòðèêè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðèìåð 4.2.4. �Âååð�, ñäåëàííûé èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ, íà÷àëà êîòîðûõ
ñêëååíû âìåñòå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
Ýòî ìîæíî äîêàçàòü òàê æå, êàê â ïðèìåðå 4.1.3. Îäíàêî òåïåðü, ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 4.1.15, ìû ìîæåì äîêàçàòü ýòî â íåñêîëüêèõ
ñëîâàõ: â êàæäîì òðåóãîëüíèêå íàøåãî ïðîñòðàíñòâà ëèáî âñå óãëû
íóëåâûå (è òåì ñàìûì îïðåäåëåíèå ÷åðåç óãëû î÷åâèäíî âûïîëíåíî),
ëèáî ñàì òðåóãîëüíèê âûðîæäàåòñÿ (òî åñòü ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç
ñâîèõ ñòîðîí). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åãî òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ òàêæå
âûðîæäåí.

Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà â ëîêàëüíî êîíå÷íîì ãðàôå èìååò îêðåñòíîñòü,
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ëèáî îòðåçîê, ëèáî ïó÷îê îòðåçêîâ, ñêëååííûõ
â îäíîé òî÷êå, òî âñå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ñâÿçíûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâàìè íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: â îòëè÷èå îò ãðàôîâ, íå âñå äâóìåðíûå ëîêàëüíî
êîíå÷íûå ïîëèýäðû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà.
Ïðèìåð 4.2.5. Îáúåäèíåíèå êîîðäèíàòíîé xy-ïëîñêîñòè è îñè z â R3

(ñ èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé) ñëóæèò åùå îäíèì ïðèìåðîì
ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ýòîò ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü
(è ýòî � ëó÷øåå, �âíóòðåííåå� îïèñàíèå) ñêëåèâ âìåñòå ïëîñêîñòü è
ïðÿìóþ, ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ ìåæäó ñîáîé ïî îäíîé èõ òî÷êå, òî åñòü
ñîçäàâ ìåòðè÷åñêèé áóêåò (ñì. îïðåäåëåíèå 4.2.7 íèæå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé òðåóãîëüíèê â íàøåì ïðîñòðàíñòâå
óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ÷åðåç óãëû. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ
ñ êîíöàìè â xy-ïëîñêîñòè ñàìà ïîëíîñòüþ â íåé ñîäåðæèòñÿ. À êàæäàÿ
êðàò÷àéøàÿ ñ íà÷àëîì íà îñè z ìîæåò ïîêèíóòü ýòó îñü òîëüêî â
íà÷àëå êîîðäèíàò O. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íà óãëû
òðåóãîëüíèêà î÷åâèäíî, åñëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò â ïëîñêîñòè èëè
åñëè äâå âåðøèíû ëåæàò íà îñè, à îäíà � â ïëîñêîñòè. Îñòàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíû a, b ëåæàò â ïëîñêîñòè, à c � íà ïðÿìîé.
Òîãäà íàø òðåóãîëüíèê ñîñòîèò èç ïëîñêîãî òðåóãîëüíèêà 4abO è
�õâîñòà� Oc. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì
ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ, � ýëåìåíòàðíîå óïðàæ-
íåíèå. ¤
Ïðèìåð 4.2.6. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîïèé ïëîñêîñòè R2 ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé è îòîæäåñòâèì ìåæäó ñîáîé ýòè òî÷êè. Ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Â ñëó÷àå äâóõ êîïèé R2 ýòî ïðîñòðàíñòâî
òîïîëîãè÷åñêè óñòðîåíî êàê êîíóñ x2 + y2 = z2.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: ñàì ýòîò êîíóñ ñ åãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé
èç R3, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà!

Äîêàçàòåëüñòâî â îñíîâíîì òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
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Âñå ýòè ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñëåäóþùåé îáùåé
êîíñòðóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.7. Ïóñòü {Xi}� ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, è â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Xi âûáðàíà òî÷êà xi. Ìåòðè÷åñêèì
áóêåòîì ïðîñòðàíñòâ Xi (ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè xi) íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïîëó÷åííîå èç îáúåäèíåíèÿ

⋃
Xi

(ãäå ïðîñòðàíñòâà Xi ñ÷èòàþòñÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ) ïóòåì
îòîæäåñòâëåíèÿ âñåõ òî÷åê xi.

Óïðàæíåíèå 4.2.8. Äîêàæèòå, ÷òî ñêëåèâàíèå ïðîñòðàíñòâ â áóêåò
íå èçìåíÿåò èõ ìåòðèê. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Xi

èçîìåòðè÷åñêè ïðîåêòèðóåòñÿ íà åãî îáðàç â áóêåòå.

Âñå òðè ïðèìåðà, ïðèâåäåííûå âûøå, � ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.9. Ìåòðè÷åñêèé áóêåò ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíû � òîæå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Óïðàæíåíèå 4.2.10. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 4.2.11. �Áëîêíîò�èç ïðèìåðà 2.2.7 ïàðàãðàôà 2.2 (íåñêîëüêî
ïîëóïëîñêîñòåé, ñêëååííûõ âìåñòå âäîëü îãðàíè÷èâàþùèõ èõ ïðÿìûõ)
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4abc â �áëîêíîòå�. Ñðåäè
âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òîò, ãäå âåðøèíû
a, b, c òðåóãîëüíèêà ëåæàò â òðåõ ðàçëè÷íûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ A, B, C,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü L � îáùåå ðåáðî ïîëóïëîñêîñòåé. Îáúåäèíåíèå
ïîëóïëîñêîñòåé A ∪ B � ýòî åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, à êðàò÷àéøàÿ [ab] �
îòðåçîê â ýòîé ïëîñêîñòè (ýòà êðàò÷àéøàÿ íå ìîæåò çàõîäèòü âî âíóòðåííîñòü
C: ýòî ñäåëàëî áû ïóòü äëèííåå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îí ïåðåñåêàë
áû L ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû, è ó÷àñòîê ïóòè, ëåæàùèé â C, áûë áû
äëèííåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê ðåáðà L). Êðàò÷àéøèå [bc] è [ac]
èìåþò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà. Òåïåðü ðàññìîòðèì èçîìåòðèþ f : B →
C, îñòàâëÿþùóþ L íåïîäâèæíîé. (Ïðåäñòàâüòå, ÷òî B ïîâîðà÷èâàåòñÿ
âîêðóã L äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñîâïàäåò ñ C.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç d
ïåðåñå÷åíèå [bc] ñ L. Òåïåðü óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà (a, b, d, f(c)) â
òî÷êàõ a, b, f(c) ðàâíû óãëàì òðåóãîëüíèêà 4abc â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ. Ëåãêî ïðîâåðèòü (ýòî óæå ýëåìåíòàðíàÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ),
÷òî óãëû òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ4abc áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå
óãëû íàøåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. ¤

Çàìå÷àíèå 4.2.12. Â ãëàâå 9, ìû äîêàæåì ïðèíàäëåæàùóþÞ. Ã. Ðåøåòíÿêó
îáùóþ òåîðåìó 9.1.21, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò êàê ðàçîáðàííûå âûøå, òàê
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è ìíîãèå äðóãèå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû,
ïîëó÷åííûõ ñêëåèâàíèåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü êðèâèçíû ñâåðõó â íåêîòîðîì
ñìûñëå ìåíåå æåñòêîå óñëîâèå, ÷åì îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó; òàê, èìååòñÿ
íå òàê óæ ìíîãî ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ
íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Íàïðèìåð, âñå äâóìåðíûå ïðîñòðàíñòâà íå-
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè
(âîçìîæíî, ñ ãðàíèöåé).

Ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ÷òî âñå âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâàìè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Çäåñü ìû äîêàæåì ýòî
òîëüêî äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Áîëåå òîãî, ìû âûÿñíèì çäåñü
ïîëíîñòüþ, êàêèå äâóìåðíûå ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà. Ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ ïåðåä ýòèì âñïîìíèòü
èëè ïåðå÷èòàòü îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ïîëèýäðàëüíûõ ìåòðèêàõ, ïðèâåäåííûå
â ðàçäåëå 3.2. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ëåììà, êîòîðàÿ óæå
äîêàçàíà â ïðèìåðå 4.1.4.
Ëåììà 4.2.13. Êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëèíà ýòîé îê-
ðóæíîñòè íå ìåíüøå 2π. Êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëèíà
ýòîé îêðóæíîñòè íå áîëüøå 2π.

Èñïîëüçóÿ ýòó ëåììó, ìû ëåãêî ìîæåì îõàðàêòåðèçîâàòü âñå äâóìåðíûå
ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà. Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî
ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé áûëè îïðåäåëåíû
â ïàðàãðàôå 3.2. Ó êàæäîé òî÷êè äâóìåðíîãî ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà åñòü îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íàÿ îêðåñòíîñòè âåðøèíû êîíóñà íàä
ãðàôîì. Ýòîò ãðàô íàçûâàåòñÿ ëèíêîì. òî÷êè.
Òåîðåìà 4.2.14. 1. Äâóìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì (âîçìîæíî, ñ êðàåì),
è ñóììà óãëîâ âîêðóã êàæäîé åãî âåðøèíû íå áîëüøå 2π, à åñëè âåðøèíà
ïðèíàäëåæèò êðàþ, òî äàæå íå áîëüøå π. Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî
ëèíê êàæäîé âåðøèíû � ëèáî îêðóæíîñòü äëèíû íå áîëåå 2π, ëèáî
îòðåçîê äëèíû íå áîëåå π.

2. Äâóìåðíîå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñò-
âîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíê
êàæäîé âåðøèíû íå ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâà, èçîìåòðè÷íîãî îê-
ðóæíîñòè äëèíû ìåíüøå, ÷åì 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íåîòðèöàòåëüíîñòü (ñîîòâ., íåïîëîæèòåëüíîñòü)
êðèâèçíû � ëîêàëüíîå ñâîéñòâî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ìàëóþ
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îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè. Åñëè îêðåñòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, òî â
íåé ïîëèýäð íå îòëè÷àåòñÿ îò êîíóñà íàä ëèíêîì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ (ñîîòâ., íåïîëîæèòåëüíóþ)
êðèâèçíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíóñ íàä ëèíêîì ëþáîé òî÷êè
x ∈ X èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ (ñîîòâ., íåïîëîæèòåëüíóþ) êðèâèçíó.

1. Ïî ëåììå 4.2.13 êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ äëèííåå π èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó. Êîíóñ íàä îòðåçêîì äëèíû α ≤ π èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó
ñåêòîðó ñ óãëîì α ïðè âåðøèíå; òàêîé ñåêòîð èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó êàê âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ëèíê êàæäîé òî÷êè � îêðóæíîñòü äëèíû íå áîëåå 2π èëè îòðåçîê äëèíû
íå áîëåå π, òî ïðîñòðàíñòâî èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ
êðèâèçíó. Ñíà÷àëà èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ëèíêè, êðîìå äâóõ
òèïîâ.

(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíê íåêîòîðîé òî÷êè íåñâÿçåí. Òîãäà ïîñëå
óäàëåíèÿ ýòîé òî÷êè X ïåðåñòàåò áûòü ëîêàëüíî ñâÿçíûì. Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê 4abc, ãäå a ïðèíàäëåæèò îäíîé êîìïîíåíòå ëîêàëüíîé
ñâÿçíîñòè, à b, c � äðóãîé. Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
ïðèìåðó 4.2.6), ÷òî X íå ìîæåò èìåòü íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê íåêîòîðîìó ðåáðó ïðèìûêàþò áîëåå äâóõ
ãðàíåé. Òîãäà îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ýòîãî ðåáðà âûãëÿäèò êàê
�áëîêíîò� èç ïðèìåðà 4.2.11, êîòîðûé çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

(c) Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî ëèíê ëþáîé âåðøèíû ñâÿçåí, è êàæäàÿ
åãî òî÷êà èìååò ïîðÿäîê íå áîëåå 2 (èíà÷å â X ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
ðåáðó ïðèìûêàëî áû áîëåå äâóõ ãðàíåé). Ñëåäîâàòåëüíî ëèíê äîëæåí
áûòü îêðóæíîñòüþ èëè îòðåçêîì. Åñëè îí � îêðóæíîñòü, òî åå äëèíà
íå áîëåå 2π ïî ëåììå 4.2.13. Åñëè æå ëèíê � îòðåçîê, òî åãî äëèíà íå
ïðåâûøàåò π â ñèëó óïðàæíåíèÿ 4.1.7.

2. Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíà. Íàì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñëåäóþùåå:

Êîíóñ K íàä ãðàôîì Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ äëèíà êàæäîé íåòðèâèàëüíîé
ïåòëè íå ìåíüøå 2π.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâèçíà K íåïîëîæèòåëüíà è ïîêàæåì,
÷òî Γ íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ïåòåëü äëèíû ìåíüøå 2π. Ïóñòü γ �
êðàò÷àéøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïåòëÿ â Γ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ γ
îäèí èç äâóõ ó÷àñòêîâ γ ìåæäó x è y ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â Γ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî γ � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Γ; ñëåäîâàòåëüíî ïîäêîíóñ
íàä γ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â K (ïî ëåììå 3.6.15). Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòîò ïîäêîíóñ íàñëåäóåò èç K íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó. Òîãäà ïî
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ëåììå 4.2.13, L(γ) ≥ 2π. Òàê êàê γ � êðàò÷àéøàÿ ïåòëÿ, òî âñå ïåòëè íå
êîðî÷å 2π.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ïåòëè â Γ íå êîðî÷å 2π,
è äîêàæåì, ÷òî K èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó. Ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèê 4abc â K. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
íå ïðîõîäÿò ÷åðåç O. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ òðåóãîëüíèêà 4abc â Γ. Ýòà
ïðîåêöèÿ � òðåóãîëüíèê4a′b′c′, ñòîðîíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè
â Γ (âñïîìíèòå îáñóæäåíèå êðàò÷àéøèõ â êîíóñå â ïàðàãðàôå 3.6.2).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 4a′b′c′ (êàê ïîäìíîæåñòâî Γ) íå ñîäåðæèò
ïðîñòûõ ïåòåëü (ïðîñòàÿ ïåòëÿ � ýòî ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå îêðóæ-
íîñòè). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå òðè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 4a′b′c′

èìåþò îáùóþ òî÷êó d ∈ Γ; òî÷íåå, íàéäóòñÿ òàêèå êðàò÷àéøèå [a′d],
[b′d],[c′d], ÷òî òðåóãîëüíèê 4a′b′c′, êàê ïîäìíîæåñòâî Γ, ñîâïàäàåò ñ
�âååðîì� [a′d]∪ [b′d]∪ [c′d]. Ýòîò âååð ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì
Γ (ïîòîìó ÷òî êàæäàÿ ïàðà åãî òî÷åê ïðèíàäëåæèò êðàò÷àéøåé, ñîäåðæàùåéñÿ
â âååðå). Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé òðåóãîëüíèê 4abc ñîäåðæèòñÿ â
êîíóñå íàä ýòèì âååðîì; è ýòîò êîíóñ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì
â K, ñîñòîÿùèì èç òðåõ ñåêòîðîâ, ñêëååííûõ âìåñòå âäîëü ëó÷à. Òåïåðü
àáñîëþòíî òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå, ÷òî è â ïðèìåðå 4.2.11 (�áëîêíîò�)
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

(b) Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî4a′b′c′ ñîäåðæèò ïðîñòóþ ïåòëþ. Òîãäà
ïåðèìåòð L = |a′b′| + |b′c′| + |a′c′| íå ìåíüøå, ÷åì 2π. Ðàññìîòðèì
êîíóñ K1 íàä îêðóæíîñòüþ S äëèíû L. Âûáåðåì ñîõðàíÿþùåå äëèíû
îòîáðàæåíèå g èç S íà òðåóãîëüíèê 4a′b′c′; èìåííî, ðàçîáüåì S íà òðè
äóãè ñ äëèíàìè |a′b′|, |b′c′| è |a′c′|. Ïóñòü g îòîáðàæàåò ýòè òðè äóãè
íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû íàøåãî òðåóãîëüíèê. Ýòî îòîáðàæåíèå g
èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå g : K1 → K, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó (x, t) ∈ K1 â
òî÷êó (g(x), t) ∈ K. îòîáðàæåíèå g ñîõðàíÿåò äëèíû äóã (ñëåäîâàòåëüíî,
íåðàñòÿãèâàþùåå); òðåóãîëüíèê4abc ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà
4a′′b′′c′′ â K1 (îïÿòü æå, âñïîìíèòå îáñóæäåíèå êðàò÷àéøèõ â êîíóñå èç
ïàðàãðàôà 3.6.2).

Òàê êàê äëèíà S íå ìåíüøå 2π, òî K1 � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû. À ïîñêîëüêó äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ4abc è4a′′b′′c′′

ðàâíû, òî ýòè òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùèé òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4abc
â R2. Òåïåðü äëÿ êàæäîé òî÷êè d ∈ [bc] è ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê
d′′ ∈ [b′′c′′] è d ∈ [bc] ìû èìååì: |ad| ≤ |a′′d′′| ≤ |ad|.

Çäåñü íåðàâåíñòâî |ad| ≤ |a′′d′′| ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî g � íåðàñòÿãèâàþùåå
îòîáðàæåíèå, à íåðàâåíñòâî |a′′d′′| ≤ |ad| � èç òîãî, ÷òî K1 èìååò
íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó. Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå (b) çàâåðøåíî.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñòîðîíà
òðåóãîëüíèêà 4abc ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó O êîíóñà. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî ÷åðåç O ïðîõîäèò ñòîðîíà [ab]. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå
â Γ ìåæäó ïðîåêöèÿìè a è b íå ìåíüøå, ÷åì π.

Åñëè îäíà èëè îáå ñòîðîíû [bc], [ac] òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç O,
äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèìåðàì 4.2.5, 4.2.4. Ìû îñòàâëÿåì
ýòî ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå. Òàê ÷òî ðàññìîòðèì òîëüêî �íàèáîëåå
îáùèé ñëó÷àé�, êîãäà íè [ac], íè [bc] íå ïðîõîäÿò ÷åðåç O. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó, ïðîåêöèÿìè êðàò÷àéøèõ [ac] è [bc] íà Γ ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèå
[a′c′] è [b′c′] â Γ, è òðåóãîëüíèê 4abc ñîäåðæèòñÿ â ïîäêîíóñå íàä
îáúåäèíåíèåì [a′c′] ∪ [b′c′]. Òåïåðü, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ
(b), óñëîâèå íà äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè 4.1.2 äëÿ òðåóãîëüíèêà 4abc
ñâîäèòñÿ ê íåìó æå, íî äëÿ òðåóãîëüíèêà â êîíóñå K1 íàä îòðåçêîì
äëèíû |a′c′| + |b′c′|. Òåïåðü îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî êîíóñ íàä îòðåçêîì èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó (ñì. óïðàæ-
íåíèå 4.1.7). ¤

4.3. Óãëû â ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà è
ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé

4.3.1. Ìîíîòîííîñòü óãëîâ. Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî îï-
ðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà, à çàòåì äîêàæåì, ÷òî âñå íàøè
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü α è β � äâå êðàò÷àéøèå (ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè),
èñõîäÿùèå èç îäíîé è òîé æå òî÷êè p. Òàêóþ êîíôèãóðàöèþ ìû
áóäåì íàçûâàòü �øàðíèðîì� (α, β). Êàê è â ïàðàãðàôå 3.6.5, ââåäåì
îáîçíà÷åíèå θ(x, y) = ]̃α(x)pβ(y); òî åñòü θ(x, y) � ýòî óãîë â òî÷êå
p â òðåóãîëüíèêå ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà 4α(x)pβ(y).

Îïðåäåëåíèå 4.3.1 (�Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óãëîâ�). Ïðîñòðàíñòâî
X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé (ñîîòâ., íåïîëîæèòåëü-
íîé) êðèâèçíû, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êðàò÷àéøèõ α è β, èñõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè
p è ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè è, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ
θ(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (ñîîòâ., íåóáûâàþùåé) ïî êàæäîé èç
ïåðåìåííûõ x è y.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò:

Ïðåäëîæåíèå 4.3.2. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 4.3.1, òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êðàò÷àéøèìè â X (ñ
îáùèì íà÷àëîì) ñóùåñòâóåò êîððåêòíî îïðåäåëåííûé óãîë.

4.3.2. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí ôàêò
èç ýëåìåíòàðíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà Àëåêñàíäðîâà
(ýòà ëåììà âïåðâûå ïîÿâèëàñü â àíàëîãè÷íîì êîíòåêñòå â êíèãå À.Ä.Àëåêñàíäðîâà
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[Al]). Ïðåæäå ÷åì åå ñôîðìóëèðîâàòü, îáúÿñíèì åå ñìûñë ñ èíæåíåðíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Ïîäîáíûå àññîöèàöèè áûâàþò î÷åíü ïîëåçíû äëÿ ïîíèìàíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì.

Ðàññìîòðèì ïëîñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñäåëàííûé èç ÷åòûðåõ øàðíèðíî
ñîåäèíåííûõ ñòåðæíåé. Îáîçíà÷èì äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ (ïî äèàãîíàëè)
ñîåäèíåíèÿ (óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà)) ÷åðåç b è d è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âñå óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, d, ìåíüøå,
÷åì π. Ðàññìàòðèâàÿ äâå ñòîðîíû, ïðèìûêàþùèå ê d, êàê øàðíèð,
íà÷íåì �ðàñêðûâàòü� ýòîò øàðíèð äî òåõ ïîð, ïîêà îí ïîëíîñòüþ
ðàñïðÿìèòñÿ, òî åñòü ïîêà ñòîðîíû, ïðèìûêàþùèå ê d, ñòàíóò ïðîäîëæåíèÿìè
äðóã äðóãà (åñëè òàêîå âîçìîæíî). Òîãäà, åñëè óãîë â òî÷êå d áûë
ìåíüøå π (òî åñòü, åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë âûïóêëûì), òî d ïðè
òàêîì ðàñïðÿìëåíèè ïðèáëèçèòñÿ ê b, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îòäàëèòñÿ.

Âåðîÿòíî, õîðîøèé ðèñóíîê ïðîèñõîäÿùåãî ìîæåò çàìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî
è óáåäèòü áîëüøèíñòâî ÷èòàòåëåé.

Ôîðìàëüíî ëåììà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ëåììà 4.3.3 (Ëåììà Àëåêñàíäðîâà). Ïóñòü a, b, c, d � ÷åòûðå òî÷êè
íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì a è c ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ ïî
îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé bd. Ðàññìîòðèì òàêîé òðåóãîëüíèê 4a′b′c′ íà
ïëîñêîñòè, ÷òî

|ab| = |a′b′|, |bc| = |b′c′|, |ad|+ |dc| = |a′c′|,
è ïóñòü d′ � òî÷êà íà ñòîðîíå [a′c′] òàêàÿ, ÷òî |ad| = |a′d′|.

Òîãäà íåðàâåíñòâî ]adb + ]bdc < π âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà |b′d′| < |bd|. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ]b′a′d′ < ]bad è
]b′c′d′ < ]bcd; ñì. ðèñ. 4.3.2 ñëåâà.

Àíàëîãè÷íî, ]adb + ]bdc > π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |b′d′| >
|bd|, è â ýòîì ñëó÷àå ]b′a′d′ > ]bad è ]b′c′d′ > ]bcd; ñì. ðèñ. 4.3.2
ñïðàâà.

a
c’a’ d’=d

c’a’

b

a

c

c

d’=d

b

b’

< >
b’

PSfrag replacements
a
a′

b
b′

c
c′

d′ = d
]adb + ]bdc > π
]adb + ]bdc < π

Ðèñ. 4.3: Ðàññòîÿíèå bd óáûâàåò èëè ðàñòåò â çàâèñèìîñòè îò ]adb + ]bdc.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èñïîëüçóåì òîëüêî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òðåóãîëüíèêîâ:
åñëè äëèíû äâóõ ñòîðîí ïëîñêîãî òðåóãîëüíèêà çàôèêñèðîâàíû, òî
óãîë ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé äëèíû
òðåòüåé ñòîðîíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè |xy| = |x′y′| è |yz| = |y′z′| äëÿ
äâóõ ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêà 4xyz è 4x′y′z′, òî ]xyz > ]x′y′z′ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà |xz| > |x′z′|, è íàîáîðîò.

Âîçüìåì òî÷êó c1 íà ëó÷å ad òàê, ÷òîáû d ëåæàëà ìåæäó a è c1, è
|dc| = |dc1|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ]adb + ]bdc > π; òîãäà ]bdc1 < ]bdc.
Ñðàâíèâàÿ òðåóãîëüíèêè 4bdc è 4bdc1 âèäèì, ÷òî |bc1| < |bc| = |b′c′|

Ñðàâíèâàÿ òåïåðü òðåóãîëüíèêè 4abc1 è 4a′b′c′ (ãäå |ab| = |a′b′| è
|ac1| = |a′c′|), ìû ïîëó÷àåì ]bac1 < ]b′a′c′. Ñëåäîâàòåëüíî, |bd| < |b′d′|
(èç òðåóãîëüíèêîâ 4bad è 4b′ad′).

Ñëó÷àé ]adb+]bdc < π àíàëîãè÷åí ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû íåðàâåíñòâ
íà ïðîòèâîïîëîæíûå. ¤

Çàìå÷àíèå 4.3.4. Ýòà ëåììà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé (è äîêàçûâàåòñÿ
òî÷íî òàê æå) è â ñëó÷àå, åñëè òðåóãîëüíèêè ëåæàò íà ñôåðå èëè
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè (ïîñëåäíÿÿ áóäåò îïðåäåëåíà â ãëàâå 5)
âìåñòî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì çàìå÷àíèåì ïîçäíåå,
êîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó.

Òåîðåìà 4.3.5. Âñå îïðåäåëåíèÿ, (4.1.2 � ñðàâíåíèå äèñòàíöèîííûõ
ôóíêöèé, 4.1.9 � ñðàâíåíèå òðåóãîëüíèêîâ, 4.1.15 � ñðàâíåíèå óãëîâ,
è 4.3.1 � ìîíîòîííîñòü óãëîâ), ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé.

Çàìå÷àíèå 4.3.6. Íàøè îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíû. Èõ ýêâèâàëåíòíîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îäíî èç îïðåäåëåíèé âûïîëíåíî â îêðåñòíîñòè U
íåêîòîðîé òî÷êè, òî äðóãèå âûïîëíÿþòñÿ â íåêîòîðîé äðóãîé îêðåñòíîñòè
V , âîçìîæíî, ìåíüøåé, ÷åì U . Âñå òàêèå îêðåñòíîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü
íîðìàëüíûìè îáëàñòÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.5. Äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íåïîëîæèòåëü-
íîé è íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû àíàëîãè÷íû (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû
íåðàâåíñòâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå). ×òîáû èçáåæàòü ïîâòîðåíèé, ìû
ðàññìîòðèì äåòàëüíî òîëüêî ñëó÷àé íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à çàòåì
óêàæåì òå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íàäî ñäåëàòü âî âòîðîì ñëó÷àå.

(1) Óñëîâèÿ ñðàâíåíèÿ äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé è ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ,
î÷åâèäíî. ýêâèâàëåíòíû.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà èìååò ìåñòî ìîíîòîííîñòü óãëîâ.

Ðàññìîòðèì øàðíèð èç äâóõ êðàò÷àéøèõ α = [p, a], [p, b]
è âîçüìåì òî÷êó a1 íà êðàò÷àéøåé α. Ðàññìîòðèì òåïåðü
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ4pab è4pa1b äëÿ òðåóãîëüíèêîâ4pab
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è 4pa1b. Ïóñòü ã � òàêàÿ òî÷êà íà ñòîðîíå pa1, ÷òî |pã| = |pa|.
Òîãäà óñëîâèå íà òðåóãîëüíèêè äàåò: |ãb| ≥ |ab| = |ab|. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ]a1pb ≥ ]apb, òî åñòü èìååò ìåñòî ìîíîòîííîñòü
óãëîâ.

(3) Äîêàæåì, ÷òî èç ìîíîòîííîñòè óãëîâ 4.3.1 ñëåäóåò óñëîâèå
ñðàâíåíèÿ óãëîâ 4.1.15. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê
4abc. Ïóñòü êðàò÷àéøèå α, β � åãî ñòîðîíû [ba], [bc], è ïóñòü
α(0) = β(0) = b. Èç ìîíîòîííîñòè óãëîâ ñëåäóåò

]abc ≡ ](α, β) = lim
t→0

θ(t, t) ≤ θ(|ab|, |bc|)

ãäå θ îçíà÷àåò òîò æå óãîë, ÷òî è â 4.3.1. Òåïåðü èç òîãî, ÷òî
θ(|ab|, |bc|) = ]abc, ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ óãëîâ.

(4) Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ ñðàâíåíèÿ óãëîâ 4.1.15 ñëåäóåò
óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ 4.1.9. Ðàññìîòðèì òðåóãîëü-
íèê 4abc è òî÷êó d íà ñòîðîíå [ac]. Çàìåòèì, ÷òî ]bda+]bdc ≥
]adc = π ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ. Ïîìåñòèì
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ 4abd è 4cbd ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïðÿìîé bd in R2. Òîãäà íåðàâåíñòâî äëÿ óãëîâ äàåò ]adb+]cdb ≥
π. Òåïåðü èç ëåììû Àëåêñàíäðîâà 4.3.3 ñëåäóåò, ÷òî |bd| =
|bd| ≤ |b1d1|, ãäå 4a1b1c1 � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ 4abc, à
d1 � òàêàÿ òî÷êà íà [a1c1], Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ äëÿ 4abc è òî÷êè d.

Òåì ñàìûì ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ îïðåäåëåíèé â ñëó÷àå íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
íóæíî çàìåíèòü âñå íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Îäíàêî, êðîìå
íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû,
ìû èñïîëüçîâàëè åùå òî, ÷òî ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ íå ìåíüøå π. Ýòî
âåðíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, íî ïðîòèâîïîëîæíîå
íåðàâåíñòâî âåðíî íå âñåãäà. Èìåííî ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóììà
ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà π, áûëî âêëþ÷åíî â îïðåäåëåíèå ÷åðåç óãëû 4.1.15
â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû, íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå î ñóììå ñìåæíûõ
óãëîâ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè óãëîâ. Ìû ñôîðìóëèðóåì ýòî â
âèäå îòäåëüíîé ëåììû (îíà èìååò ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé).

Ëåììà 4.3.7. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.3.1 (÷åðåç ìîíîòîííîñòü óãëîâ). Òîãäà ñóììà
ëþáûõ ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíà π. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè q0 � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà êðàò÷àéøåé p0r0, è q0s0 � òîæå êðàò÷àéøàÿ, òî ]p0q0s0 +
]s0q0r0 = π.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ ìû èìååì
]p0q0s0 + ]s0q0r0 ≥ ]p0q0r0 ≥ π

×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå
òî÷êè p, s, r íà êðàò÷àéøèõ [p0q0], [s0q0], [r0q0], ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñïîëîæèì
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ 4pqs è 4sqr íà ïëîñêîñòè R2 ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé qs . Ïóñòü 4p1s1r1 � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ
òðåóãîëüíèêà 4psr. Èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè óãëîâ 4.3.1 ñëåäóåò, ÷òî
]spq ≥ ]s1p1r1. Òåïåðü, ïî ëåììå Àëåêñàíäðîâà 4.3.3, ÷åòûðåõóãîëüíèê
pqrs � âûïóêëûé, òî åñòü ]pqs + ]rqs ≤ π. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êè p, r, s ñòðåìÿòñÿ ê q, ìû ïîëó÷èì æåëàåìîå
íåðàâåíñòâî ]p0q0s0 + ]s0q0r0 ≤ ]p0q0r0 ≤ π. ¤

Äîêàçàâ ëåììó, ìû òåì ñàìûì çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
4.3.5. ¤

Óïðàæíåíèå 4.3.8. Äîêàæèòå, ÷òî íàøè îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íå-
ïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ. íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó:
Ïóñòü 4pqr � (äîñòàòî÷íî ìàëûé) òðåóãîëüíèê â X, à 4pqr � åãî
òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè p1, r1 íà ñòîðîíàõ
[pq], [rq] òðåóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1, r1 òàêèå òî÷êè íà ñòîðîíàõ
[pq] [rq] òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ, ÷òî |qp1| = |qp1|, |qr1| = |qr1|. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |p1r1| ≤ |p1r1| (ñîîòâ., |p1r1| ≥ |p1r1|.

4.3.3. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü óãëîâ. Óãëû òðåóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò åãî âåðøèí. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà
óãëû îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ïîëóíåïðåðûâíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàò÷àéøèõ [aibi] è [aici]
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê êðàò÷àéøèì [ab] è [ac], ñîîòâåòñòâåííî. (Âñå
êðàò÷àéøèå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïóòè, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé
äóãè.) Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïóòåé � ãîðàçäî áîëåå
ñèëüíîå òðåáîâàíèå, ÷åì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ai → a, bi → b è ci → c.
Òåì íå ìåíåå, â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäåëåííîãî î
ñâÿçè ìåæäó óãëîì ]bac è ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ]biaici, äàæå
åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 4.3.9. Ïóñòü[ab] è [bc] � ðåáðà êóáà (ìû ðàññìàòðèâàåì
ïîâåðõíîñòü êóáà, à íå åãî âíóòðåííîñòü). Ðàññìîòðèì îòðåçêè [aibi] è
[bici], ëåæàùèå íà ðàçíûõ ãðàíÿõ êóáà, ïàðàëëåëüíûå ðåáðàì [ab] è [bc],
ñîîòâåòñòâåííî, è îòñòîÿùèå îò íèõ íà ðàññòîÿíèÿ 1/i; ñì. ðèñ. 4.4.

Øàðíèðû ([aibi], [bici]) ñõîäÿòñÿ ê øàðíèðó ([ab], [bc]) ïðè i → ∞.
Îäíàêî ]abc = π/2, â òî âðåìÿ êàê ]aibici = π ïðè âñåõ i.
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Ðèñ. 4.4: Â ïðåäåëå óãîë ìîæåò ñêà÷êîì óìåíüøèòüñÿ èëè óâåëè÷èòüñÿ.

Ïðèìåð 4.3.10. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü R2, èç êîòîðîé
óäàëåí êîîðäèíàòíûé êâàäðàíò {x > 0, y > 0}. Ïóñòü a = (1, 0),
ai = (1,−1/i), b = (0, 0), bi = (−1/i,−1/i), c = (0, 1), ci = (−1/i, 1). Òîãäà
øàðíèðû ([aibi], [bici]) ñõîäÿòñÿ ê øàðíèðó ([ab], [bc]); íî ]abc = π, â òî
âðåìÿ êàê limi→∞]aibici = π/2.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèìåðå 4.3.9 ïðîñòðàíñòâî èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó, à â ïðèìåðå 4.3.10 � íåïîëîæèòåëüíóþ. Ýòè ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè óãëîâ
Òåîðåìà 4.3.11. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ.,
íåîòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êðàò÷àéøèõ {[aibi]}∞i=1 è {[aici]}∞i=1 ñõîäÿòñÿ ê êðàò÷àéøèì [ab] è
[ac], ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ]bac ≥ lim supi→∞]biaici (ñîîòâ., ]bac ≤
lim infi→∞]biaici).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α è αi óãëû ]bac è ]biaici. Ðàññìîòðèì
òî÷êè b′ ∈ [a, b], c′ ∈ [a, c] è b′i ∈ [ai, bi], c′i ∈ [ai, ci] íà ðàññòîÿíèè
x îò a è ai, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå x � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(x) è θi(x) óãëû ñðàâíåíèÿ ]̃b′ac′ è ]̃b′iaic

′
i.

Çàìåòèì, ÷òî |aib
′
i| = |ab|, |aic

′
i| = |ac| è |b′ic′i| → |bc| ïðè i → ∞ (äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà x), è, ñëåäîâàòåëüíî, limi→∞ θi(x) = θ(x).
Ïî îïðåäåëåíèþ óãëà, α = limx→0 θ(x) è αi = limx→0 θi(x). Åñëè X

èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó, òî θ è θi � íåóáûâàþùèå ôóíêöèè
(ïî óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè óãëîâ). Ñëåäîâàòåëüíî θi(x) ≥ αi ïðè âñåõ
x > 0, è òåì ñàìûì

θ(x) = lim
i→∞

θi(x) ≥ lim sup
i→∞

αi.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α = limx→0 θ(x) ≥ lim supi→∞ αi.
Åñëè X èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî:

θi � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî θi(x) ≤ αi, è òåì ñàìûì
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θ(x) ≤ lim infi→∞ αi ïðè âñåõ x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî α = limx→0 θ(x) ≤
lim infi→∞ αi. ¤

4.4. Àíàëèç äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé
Ýòîò ïàðàãðàô � íå îáÿçàòåëüíûé, è åãî ìàòåðèàë íèãäå â äàëüíåéøåì
íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ëèáî �áîëåå âûïóêëûå�, ëèáî �áîëåå âîãíóòûå� (â
çàâèñèìîñòè îò çíàêà êðèâèçíû), ÷åì äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè. Çäåñü ìû ôîðìàëèçóåì è îáoñíóåì ýòî óòâåðæäåíèå. Òàêîé
ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà âûãëÿäèò ñêîðåå àíàëèòè÷åñêèì,
÷åì ãåîìåòðè÷åñêèì, íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îí îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
ïîëåçíûì.

Êàê è â îïðåäåëåíèè 4.1.2, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî (X, d) ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, òî÷êó p ∈ X, è êðàò÷àéøóþ γ : [a, b] → X, ïàðàìåòðèçîâàííóþ
äëèíîé äóãè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(t) = d(γ(t), p) è ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ g0 äëÿ åâêëèäîâà îòðåçêà. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
g0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé g; íàõîæäåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ g0 ÷åðåç A = d(γ(a), p) = g(a) è B = d(γ(b), p) = g(b) � ýòî ïðîñòîå
òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óïðàæíåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû îïðåäåëèëè ïðî-
ñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíà, îãðàíè÷èâ êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå
ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ñóæåíèåì äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé íà êðàò÷àéøèå.
Óòî÷íèì ýòî îïèñàíèå.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå áåç îãðàíè÷åíèé íà êðèâèçíó, íå âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îäíîìåðíàÿ äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ.
Âî ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî g äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé; äàëåå, îíà
äîëæíà áûòü íåðàñòÿãèâàþùåé (íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ
íåðàñòÿãèâàþùåé, åñëè |g(t) − g(s)| ≤ |t − s| äëÿ âñåõ s, t. Äëÿ ãëàäêîé
ôóíêöèè g ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî |g′(t)| ≤ 1 äëÿ âñåõ t.)

Óïðàæíåíèå 4.4.1. Äîêàæèòå, ÷òî g � íåðàñòÿãèâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäñêàçêà. Ýòî òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîëíûé ñïèñîê âñåõ ôóíêöèé g0 îäíîé ïåðåìåííîé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñóæåíèå åâêëèäîâîé äèñòàíöèîííîé
ôóíêöèè íà îòðåçîê (èíûìè ñëîâàìè, ñïèñîê âñåõ ôóíêöèé, ñ êîòîðûìè
ìû áóäåì ñðàâíèâàòü). Åñëè p ∈ R2 è γ0 � ïðÿìàÿ â R2, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
äëèíîé, òî g0(t) = |p − γ0(t)| =

√
(t + c)2 + h2, ãäå ÷èñëî c âûáðàíî

òàê, ÷òî òî÷êà γ0(−c) � îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèÿ òî÷êè p íà γ0, à
h � ðàññòîÿíèå îò p äî ýòîé ïðîåêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
îäíîìåðíûõ åâêëèäîâûõ äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
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ôóíêöèé âèäà t 7→
√

(t + c)2 + h2, ãäå c è h � ëþáûå âåùåñòâåííûå
÷èñëà.

×òîáû èìåòü óäîáíûé ÿçûê äëÿ âûðàæåíèÿ óñëîâèé ñðàâíåíèÿ,
äàäèì ñëåäóþùåå îáùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g : R → R íàçûâàåòñÿ F -âûïóêëîé (ñîîòâ., F -
âîãíóòîé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F , òàêîé, ÷òî
g(x) = f(x) è g(y) = f(y), ïðè âñåõ z ∈ [x, y] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(z) ≥ g(z) (ñîîòâ., f(z) ≤ g(z)).

Ïðèìåð 4.4.3. Ìû ïîëó÷èì îáû÷íûå âûïóêëûå è âîãíóòûå ôóíêöèè,
åñëè âûáåðåì êëàññ F = {f(t) = at + b, a, b ∈ R}, ñîñòîÿùèé èç âñåõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 4.4.4. Êëàññ Fλ = {f(t) = λt2 + at + b, a, b ∈ R} ïðèâîäèò
ê ïîíÿòèþ λ-âûïóêëîñòè. λ-âûïóêëîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî êîñíóòüñÿ
ñíèçó ãðàôèêà ôóíêöèè g (â ëþáîé òî÷êå) òðàíñëÿòîì ïàðàáîëû y =
λx2. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
g′′ ≥ 0, òî äëÿ λ-âûïóêëîé ôóíêöèè ýòî íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà
íåðàâåíñòâî g′′ ≥ λ.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êëàññ ôóíêöèé

E = {f(t) =
√

(t + c)2 + h2, c, h ∈ R}.
Â ñàìîì äåëå, íàøå îïðåäåëåíèå 4.1.2 ÷åðåç äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè
êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå îäíîìåðíûå äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè g
ÿâëÿþòñÿ E-âûïóêëûìè (ñîîòâ., E-âîãíóòûìè).

Çàìå÷àíèå 4.4.5. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîñêîëüêó íàøè óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
êðèâèçíû áûëè ëîêàëüíûìè. íàì ñëåäîâàëî áû íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ
íà îäíîìåðíóþ äèñòàíöèîííóþ ôóíêöèþ g òîëüêî ëîêàëüíî, òî åñòü
òðåáîâàòü, ÷òîáû ñóæåíèå g íà èíòåðâàë áûëî E-âûïóêëîé (èëè E-
âîãíóòîé) ôóíêöèåé, åñëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ñóæåíèÿ äîñòàòî÷íî
ìàëî. Îäíàêî, äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
è ðàññìàòðèâàòü E-âûïóêëûå ôóíêöèè R→ R.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå îáîáùàåò òîò ôàêò, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
äîïóñêàåò �ëèíåéíóþ îïîðó� â êàæäîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 4.4.6. Äîêàæèòå, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ íåðàñòÿãèâàþùàÿ
ôóíêöèÿ g : R → R ÿâëÿåòñÿ E-âûïóêëîé (ñîîòâ., E-âîãíóòîé) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ E òàêàÿ,
÷òî f(x0) = g(x0) è f ≤ g (ñîîòâ., f ≥ g) ïðè âñåõ x.
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Çàìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, âñå íåîòðèöàòåëüíûå íåðàñòÿãèâàþùèå
E-âûïóêëûå ôóíêöèè âûïóêëû â îáû÷íîì ñìûñëå.

Êëàññ E ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ g′′(t)g(t) = 1−(g′(t))2. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âûïóêëûõ ôóíêöèé,
ãëàäêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåðàñòÿãèâàþùàÿ ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ E-
âûïóêëîé (ñîîòâ., E-âîãíóòîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g′′(t) ≥ 1− (g′(t))2

g(t)
(
ñîîòâ., g′′(t) ≤ 1− (g′(t))2

g(t)
)
.

Óïðàæíåíèå 4.4.7. Äîêàæèòå ýòî.

Âûïóêëûå ôóíêöèè, âîçìîæíî íå ãëàäêèå, èìåþò ïðèÿòíûå ñâîéñòâà:
îíè èìåþò âñþäó îäíîñòîðîííèå ïðàâûå è ëåâûå ïðîèçâîäíûå; îíè
äèôôåðåíöèðóåìû âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê,
è èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò èìåòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå (ñîîòâ., îòðèöàòåëüíûå)
ñêà÷êè â òî÷êàõ íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ E-
âûïóêëûõ è E-âîãíóòûõ ôóíêöèé:

Óïðàæíåíèå 4.4.8. Ïóñòü g : R→ R� íåîòðèöàòåëüíàÿ íåðàñòÿãèâàþùàÿ
E-âûïóêëàÿ (ñîîòâ., E-âîãíóòàÿ) ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

1. g íåïðåðûâíà.
2. g èìååò âñþäó îäíîñòîðîííèå ïðàâûå è ëåâûå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì

ëåâûå ïðîèçâîäíûå íå áîëüøå (ñîîòâ., íå ìåíüøå), ÷åì ïðàâûå.
3. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå g íå äèôôåðåíöèðóåìà (òî åñòü ïðàâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ íå ðàâíà ëåâîé), êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.
4. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå, ãäå îíà îïðåäåëåíà.
Ïîäñêàçêà. Ôóíêöèÿ g(t)2 − t2 âûïóêëà (ñîîòâ., âîãíóòà).

4.5. Ôîðìóëà ïåðâîé âàðèàöèè
Íàçâàíèå �ôîðìóëà ïåðâîé âàðèàöèè� ïðèøëî èç äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèÿ è îçíà÷àåò ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëèíû ïåðåìåííîé
êðèâîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
êðàò÷àéøåé â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì,
êîãäà îäèí èç êîíöîâ êðàò÷àéøàÿ çàôèêñèðîâàí, à äðóãîé äâèæåòñÿ
âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé. (Áîëåå îáùèå ñëó÷àè âûíåñåíû â óïðàæíåíèÿ â
êîíöå ïàðàãðàôà.) Òàê êàê äëèíà êðàò÷àéøåé ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó
åå êîíöàìè, òî ýòà æå ôîðìóëà äàåò ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà åâêëèäîâ ñëó÷àé. Ïóñòü γ : [0, a] → R2 � ãëàäêàÿ
íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â R2, à p ∈ R2 � òî÷êà, íå
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ïðèíàäëåæàùàÿ (îáðàçó) γ. Ðàññìîòðèì äèñòàíöèîííóþ ôóíêöèþ l(t) =
|pγ(t)|. Òîãäà

dl

dt
= − cos](p− γ(t), γ′(t)),

ãäå γ′ � ýòî, êîíå÷íî, âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé γ.
Óïðàæíåíèå 4.5.1. Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ
ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé è íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, γ : [0, T ] → X � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðàò÷àéøàÿ,
a = γ(0), d = γ(T ) è p ∈ X \{a}. Ïîëîæèì l(t) = |pγ(t)| ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]
è çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ êðàò÷àéøóþ σt, ñîåäèíÿþùóþ γ(t) ñ p.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå èìååò îáùèé õàðàêòåð: îíî âåðíî äëÿ
ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé è íå ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà êðèâèçíó.
Ïðåäëîæåíèå 4.5.2. Åñëè óãîë α = ]pad ìåæäó êðàò÷àéøèìè γ è
[ap] = σ0 ñóùåñòâóåò, òî

(4.1) lim sup
t→+0

l(t)− l(0)
t

≤ − cosα.

Çàìå÷àíèå 4.5.3. ×èòàòåëü, êîòîðîìó áîëüøå íðàâÿòñÿ òðàäèöèîííûå
îáîçíà÷åíèÿ ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè, âåðîÿòíî, ïðåäïî÷òåò
çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (4.1) â ôîðìå:

l(t) ≤ l(0)− t cosα + o(t), t → +0.

Çàìå÷àíèå 4.5.4. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.1) íå çàâèñèò îò
σ0, òî ìîæíî íàïèñàòü

lim sup
t→0

l(t)− l(0)
t

≤ inf
σ0

(− cosα),

èëè, ðàâíîñèëüíî,

lim sup
t→0

l(t)− l(0)
t

≤ − cosαmin,

ãäå αmin � èíôèìóì óãëîâ ìåæäó γ è âñåâîçìîæíûìè êðàò÷àéøèìè
ñîåäèíÿþùèìè a ñ p. (Ñì òàêæå ñëåäñòâèå 4.5.7 íèæå.)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ëåììà.
Ëåììà 4.5.5. Ïóñòü 4abc � òðåóãîëüíèê â R2, α = ]bac, t = |ac|.
Òîãäà ∣∣∣∣cosα− |ab| − |bc|

t

∣∣∣∣ ≤
t

|ab| .
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b

z

al

x

ta c

PSfrag replacements
a
α
b
t
c
y

z

Ðèñ. 4.5: Ëåììà 4.5.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ |ab| = y, |bc| = z (ñì.ðèñóíîê
4.5). Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ìû èìååì

cosα =
t2 + y2 − z2

2ty
=

y − z

t

y + z

2y
+

t

2y
.

Òàê êàê ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
∣∣∣y + z

2y − 1
∣∣∣ ≤ t

2y , è
∣∣∣y − z

t

∣∣∣ ≤ 1, òî
òåïåðü

∣∣∣∣cosα− y − z

t

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
y − z

t

y + z

2y
+

t

2y
− y − z

t

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
y − z

t

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
y + z

2y
− 1

∣∣∣∣ +
t

2y
≤ 1 · t

2y
+

t

2y
≤ t

y
.

¤

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.5.2. Ðàññìîòðèì äâå �ïåðåìåííûå�
òî÷êè: òî÷êó b íà êðàò÷àéøåé [ap] = σ0 è òî÷êó c = γ(t). Ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà

|ab| − |bc| = |ap| − (|bp|+ |bc|) ≤ l(0)− l(t).

Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 4.5.5ê òðåóãîëüíèêó ñðàâíåíèÿ äëÿ 4abc. Ýòî
äàåò

cos ]̃abc ≤ |ab| − |bc|
t

+
t

|ab| ≤ − l(t)− l(0)
t

+
t

|ab| .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè b è c ñõîäÿòñÿ ê a òàê, ÷òî t/|ab| → 0. Òåïåðü,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî. ¤

Äàëåå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ ïåðåä ïðåäëîæåíèåì
4.5.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.5.6 (Ôîðìóëà ïåðâîé âàðèàöèè). Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî
íåïîëîæèòåëüíîé èëè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è ïóñòü îáîçíà÷åíèÿ
γ, σt è l(t) � òå æå, ÷òî è âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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σti ñõîäèòñÿ ê σ0 äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞i=1, ãäå ti → 0
ïðè i →∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(4.2) lim
ti→0

l(ti)− l(0)
ti

= − cosα,

ãäå α � óãîë ìåæäó σ0 è γ â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5.2, ìû èìååì

lim sup
i→∞

l(ti)− l(0)
ti

≤ − cosα.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim inf
i→∞

l(ti)− l(0)
ti

≥ − cosα.

Çàôèêñèðóåì ñòîëü ìàëîå r > 0, ÷òî |ap| > 5r, è øàð B5r(a) ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé îáëàñòüþ (ñì. ïóíêò 4.1.4 è çàìå÷àíèå 4.3.6); ýòîò øàð
äîëæåí ñîäåðæàòü âñå òðåóãîëüíèêè, èñïîëüçóåìûå â ïîñëåäóþùèõ
ðàññóæäåíèÿõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ(ti) ∈ Br(a) ïðè âñåõ i. Äëÿ
êàæäîãî i ïîëîæèì ci = γ(ti), è ïóñòü bi � òàêèå òî÷êè íà êðàò÷àéøèõ
[cip] = σti , ÷òî |bici| = r. Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî
(4.3) lim sup

i→∞
]̃acibi ≤ π − α.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê òåîðåìà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (4.3). Ïðèìåíèì
ëåììó 4.5.5 ê òðåóãîëüíèêó ñðàâíåíèÿ äëÿ 4acibi. Ýòî äàåò:

l(0) = |pa| ≤ |pbi|+ |bia| ≤ |pbi|+ |bici| − ti cos ]̃acibi +
t2i
|bici| .

Òàê êàê |pbi|+ |bici| = l(ti), òî
l(ti)− l(0)

ti
≥ cos ]̃acibi − ti

|bici| = cos ]̃acibi − ti
r

.

Òåïåðü, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (4.3),

lim inf
i→∞

l(ti)− l(0)
ti

≥ lim inf
i→∞

(cos ]̃acibi) ≥ cos(π − α) = − cosα,

÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Íåðàâåíñòâà (4.3) äîêàçûâàåòñÿ ïî ðàçíîìó â ñëó÷àÿõ íåïîëîæèòåëü-

íîé è íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
1. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Òîãäà, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ÷åðåç ñðàâíåíèå óãëîâ 4.1.15
]̃acibi ≤ ]acibi = π − ]bicid.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.3), òàê êàê ïî ïîëóíåïðåðûâíîñòè
óãëîâ (òåîðåìà 4.3.11) ìû èìååì lim infi→∞]bicid ≥ α.



144 4. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû

2. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Îáîçíà÷èì
÷åðåç b òàêóþ òî÷êó êðàò÷àéøåé [ap] = σ0, ÷òî |ab| = r. Òîãäà ]babi ≤
]̃babi, è ]̃babi → 0 ïðè i → ∞, òàê êàê |bib| → 0, â òî âðåìÿ êàê |ab| è
|abi| îòäåëåíû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ]babi → 0 as i →∞.

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ ñëåäóåò, ÷òî ]ciabi → α ïðè
i →∞. Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.1.15,

lim inf
i→∞

]̃ciabi ≥ lim inf
i→∞

]ciabi = α.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ]̃ciabi + ]̃acibi + ]̃abici = π è ]̃abici → 0, òî
]̃ciabi + ]̃acibi → π ïðè i →∞. Òàêèì îáðàçîì,

lim sup
i→∞

]̃acibi = π − lim inf
i→∞

]̃ciabi ≤ π − α.

Ýòèì íåðàâåíñòâî (4.3) äîêàçàíî è â ñëó÷àå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
¤

Èç òåîðåìû 4.5.6 î÷åâèäíî ñëåäóåò òàêîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
äëèíà êðàò÷àéøèõ: åñëè {σt}t∈[0,T ] � íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî êðàò÷àéøèõ,
ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó p ñ òî÷êàìè γ(t), òî ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
dl/dt|t=0 = − cosα. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ðàññòîÿíèÿ îò p äî γ(t), äàæå åñëè êðàò÷àéøèå ñîåäèíÿþùèå p ñ γ(t) íå
åäèíñòâåííû. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 4.5.7. Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íåïîëîæèòåëüíîé èëè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, γ : [0, T ] �
ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äëèíîé äóãè, p ∈ X è p 6= γ(0). Òîãäà
ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè t 7→ l(t) = |pγ(t)| ñóùåñòâóåò è ðàâíà

lim
t→+0

l(t)− l(0)
t

= − cosαmin

ãäå αmin � ýòî èíôèìóì (íà ñàìîì äåëå ìèíèìóì) óãëîâ ìåæäó γ è
êðàò÷àéøèìè, ñîåäèíÿþùèìè γ(0) ñ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.5.2

lim sup
t→+0

l(t)− l(0)
t

≤ − cosαmin.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}, ñõîäÿùóþñÿ ê 0 òàê, ÷òîáû ïðè i →∞
l(ti)− l(0)

ti
−→ lim inf

t→+0

l(t)− l(0)
t

.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå êðàò÷àéøèå σti , ñîåäèíÿþùèå p ñ γ(ti). Ïî
òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè 2.5.14, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σti} ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
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ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé êðàò÷àéøåé σ0. Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σti} ñõîäèòñÿ ê σ0. Òåïåðü, ïî òåîðåìå 4.5.6,

lim
i→∞

l(ti)− l(0)
ti

= − cosα,

ãäå α � óãîë ìåæäó γ è σ0. Òàêèì îáðàçîì,

lim inf
t→+0

l(t)− l(0)
t

= − cosα ≥ − cosαmin,

îòêóäà ñëåäóåò æåëàåìàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé. Çàìåòèì,
÷òî ïîïóòíî ìû ïîëó÷èëè è ðàâåíñòâî α = αmin, òàê ÷òî ìèíèìóì óãëîâ
íà ñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ (íà σ0). ¤
Çàìå÷àíèå 4.5.8. Òåîðåìà 4.5.6 è ñëåäñòâèå 4.5.7 íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèå
íà êðàò÷àéøóþ σ0, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïðåäåë êðàò÷àéøèõ
{σti}, ti → 0. Èìåííî, åñëè σ0 � ïðåäåëüíàÿ êðàò÷àéøàÿ, òî, ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 4.5.7, óãîë α = ](γ, σ0) ðàâåí αmin. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåë
(l(0) − l(ti))/ti ðàâåí cosα ïî òåîðåìå, è ýòîò æå ïðåäåë ðàâåí cosαmin

ïî ñëåäñòâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî α = αmin.
Óïðàæíåíèå 4.5.9. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 4.5.6 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé
äëÿ ëþáîé êðèâîé γ, èìåþùåé îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå â òî÷êå a (à
íå òîëüêî äëÿ êðàò÷àéøåé).
Óïðàæíåíèå 4.5.10. Îáîáùèòå òåîðåìó 4.5.6 íà ñëó÷àé, êîãäà îáà
êîíöà êðàò÷àéøåé {σt} äâèæóòñÿ âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ γ1 è γ2 ñ ïîñòîÿííûìè
ñêîðîñòÿìè v1 è v2. Èìåííî, äîêàæèòå, ÷òî åñëè êðàò÷àéøèå σt ñîåäèíÿþò
γ1(t) ñ γ2(t), è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(ti)} ñõîäèòñÿ ê σ0, òî

lim
i→∞

l(ti)− l(0)
ti

= −v1 cosα1 − v2 cosα2,

ãäå l(t) = L(σt) = |γ1(t)γ2(t)| è αj = cos](σ0, γj), j = 1, 2.
Óïðàæíåíèå 4.5.11. Îáîáùèòå ñëåäñòâèå 4.5.7 íà ñëó÷àé äèñòàíöèîííûõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâ. Èìåííî, äîêàæèòå ñëåäóþùåå: åñëè γ : [0, T ] → X �
êðàò÷àéøàÿ, A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå γ(0), è l(t) =
dist(γ(t), A), òî

lim
t→+0

l(t)− l(0)
t

= − cosαmin,

ãäå αmin � ìèíèìóì óãëîâ ìåæäó γ è êðàò÷àéøèìè äëèíû l(0), ñîåäèíÿþùèìè
γ(0) ñ A.
Çàìå÷àíèå 4.5.12. Òåîðåìà 4.5.6 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ áîëåå
îáùèõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñíèçó èëè
ñâåðõó (íå îáÿçàòåëüíî íóëåì). Ýòè ïðîñòðàíñòâà áóäóò îïðåäåëåíû
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå 4.6. Äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû è òðåáóþò
òîëüêî ìèíèìàëüíûõ èçìåíåíèé.
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4.6. Íåíóëåâûå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó è
ãëîáàëèçàöèÿ

4.6.1. Íåíóëåâûå îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâèçíó. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè
òîëüêî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé èëè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
Òàêîå óïðîùåíèå áûëî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìî÷ü ÷èòàòåëþ ïîíÿòü
îñíîâíûå èäåè, íå îòâëåêàÿñü íà òåõíè÷åñêèå äåòàëè. Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ
îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû íå áîëüøå èëè íå
ìåíüøå k äëÿ ëþáîãî k ∈ R. Òàêîå îáîáùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
ïîãîíåé çà îáùíîñòüþ. Èñòèííàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîñò-
ðàíñòâà êðèâèçíû, ñêàæåì, ≥ 1 èëè ≤ −1, îáëàäàþò íîâûìè âàæíûìè
ñâîéñòâàìè, è ñðàâíåíèå ñ íóëåì íåäîñòàòî÷íî äëÿ èõ âûÿâëåíèÿ.

Íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, â äîïîëíåíèå ê ñëó÷àþ k = 0,
åùå òîëüêî äâà ñëó÷àÿ, k = 1 è k = −1, ïîòîìó ÷òî âñå äðóãèå ñëó÷àè
ìîæíî ñâåñòè ê ýòèì òðåì çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà.

Ïîêà ÷òî ìû ïðîäîëæàåì ñ÷èòàòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìåòðèêè
ñòðîãî âíóòðåííèìè (áîëåå îáùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî áóäåò íàéòè â
ãëàâàõ 9 è 10).

Èñòîðè÷åñêè ïîíÿòèå êðèâèçíû ïðèøëî èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,
â ïåðâóþ î÷åðåäü êàê ãàóññîâà êðèâèçíà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè èëè
äâóìåðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, à çàòåì êàê ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Çäåñü ïîêà ÷òî íåñóùåñòâåííî, ÷òî ýòè òåðìèíû
çíà÷àò; âî âñÿêîì ñëó÷àå ýòî � êëàññè÷åñêèå îáúåêòû äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè. Ìû êðàòêî ðàññìîòðèì ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è èõ êðèâèçíû
â ãëàâàõ 5 è 6. Ïîêà ÷òî äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü, ÷òî ãàóññîâà è ñåêöèîííàÿ
êðèâèçíû � ýòî âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, ââåäåííûå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé; ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà íåïîëîæèòåëüíîé (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíîé)
êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñåêöèîííûå êðèâèçíû âñþäó
íåïîëîæèòåëüíû (ñîîòâ., íåîòðèöàòåëüíû). Ýòè äâà êëàññà ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, è ýòî ñëóæèò
îäíèì èç äîâîäîâ, ïî÷åìó ñëåäóåò èçó÷àòü ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà.

Àíàëîãè÷íî, êëàññû ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k èëè ≤
k (êîòîðûå ìû ñêîðî îïðåäåëèì) ñîäåðæàò âñå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ,
ñåêöèîííûå êðèâèçíû êîòîðûõ âñþäó ≥ k (ñîîòâ., ≤ k).

×òîáû ïîä÷åðêíóòü ñâÿçü ìåæäó íàøèìè ïðåæíèìè êëàññàìè (ïðîñòðàíñòâ
íåîòðèöàòåëüíîé è íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû) è íîâûìè êëàññàìè
(åùå íå îïðåäåëåííûìè) ìû óïîìÿíåì ñëåäóþùèå ôàêòû, êîòîðûå ìû
äîêàæåì ïîçäíåå:

1. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (èëè, áîëåå
îáùî, êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñíèçó), òî êàæäîå åãî ïðîñòðàíñòâî
íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ 1.
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2. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû (èëè, áîëåå îáùî, êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó), òî êàæäîå
åãî ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ 1.

Îïðåäåëåíèÿ. Ñóùíîñòü óïîìÿíóòûõ îáîáùåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ñðàâíèâàåòñÿ, âìåñòî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
ñ äðóãèìè �ìîäåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè�. Íà ñàìîì äåëå ðîëü ýòèõ
ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èãðàþò ñòàíäàðòíûå äâóìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû k. Åñëè k > 0, òî ýòî � åâêëèäîâû
ñôåðû ðàäèóñà 1/

√
k. Ïðè k < 0 ìîäåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñëóæàò

ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè êðèâèçíû k. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü
áóäåò îïðåäåëåíà ïîçäíåå, â ãëàâå 5. Ïîêà æå âû ìîæåòå îãðàíè÷èòüñÿ
ñëó÷àåì k ≥ 0, à ïîñëå çíàêîìñòâà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòüþ åùå
ðàç ïîñåòèòü ýòîò ïàðàãðàô.

×òîáû èçáåæàòü îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåõ ñëó÷àåâ: k < 0, k = 0
è k > 0, ìû ââåäåì ïîíÿòèå k-ïëîñêîñòè:

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Ïóñòü k � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. k-Ïëîñêîñòü �
ýòî, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà k, îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

• R2, åñëè k = 0;
• åâêëèäîâà ñôåðà ðàäèóñà 1/

√
k (ñ åå âíóòðåííåé ìåòðèêîé), åñëè

k > 0;
• ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü êðèâèçíû k (òî åñòü ñòàíäàðòíàÿ
ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé, óìíîæåííîé íà 1/

√−k),
åñëè k < 0.

Çàìåòèì, ÷òî k-ïëîñêîñòü îãðàíè÷åíà (èìååò êîíå÷íûé äèàìåòð),
åñëè k > 0, è íåîãðàíè÷åíà, åñëè k ≤ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rk äèàìåòð
k-ïëîñêîñòè, òî åñòü

Rk =

{
π/
√

k, k > 0,

∞, k ≤ 0.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå ñâîéñòâî k-ïëîñêîñòè: äëÿ
ëþáûõ a, b, c > 0 òàêèõ, ÷òî a + b + c < 2Rk, ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê íà
k-ïëîñêîñòè ñî ñòîðîíàìè äëèíû a, b, c; êðîìå òîãî, òàêîé òðåóãîëüíèê
åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ (òî åñòü èçîìåòðèè k-ïëîñêîñòè
íà ñåáÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî òðåóãîëüíèêà
â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ
òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ) òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ íà k-ïëîñêîñòè. (Ñëîâà
�äîñòàòî÷íî ìàëîãî� ìîæíî îïóñòèòü, åñëè k ≤ 0.)

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≥ k è êðèâèçíû ≤
k ñîâåðøåííî òàê æå, êàê ìû îïðåäåëÿëè ïðîñòðàíñòâà íåîòðèöàòåëüíîé
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è íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, íî òîëüêî ñ çàìåíîé ïëîñêîñòè íà k-
ïëîñêîñòü.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì îáùóþ âåðñèþ îïðåäåëåíèÿ 4.1.9.
Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Ïóñòü k � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïðîñòðàíñòâî X
ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû≥ k
(ñîîòâ., ≤ k), åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U ,
÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà 4abc, ñîäåðæàùåãîñÿ â U , è ëþáîé òî÷êè
d ∈ [ac] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |bd| ≥ |bd| (ñîîòâ., |bd| ≤ |bd|), ãäå
4abc � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ â k-ïëîñêîñòè, à òî÷êà d ∈ [ac] âûáðàíà
òàê, ÷òî |ad| = |ad|.

Âñå îñòàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû òàêèì
æå ñïîñîáîì. Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ íåñóùåñòâåííûõ ìîìåíòîâ,
âñå óòâåðæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, êàñàþùèåñÿ ðàâíîñèëüíîñòè îïðå-
äåëåíèé è ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ, íå îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ
k = 0. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû ≤ k èëè êðèâèçíû ≥ k (êîíå÷íî, íå ïîëíîñòüþ âñå, à
òîëüêî òå, êîòîðûå íàñ èíòåðåñóþò) íå çàâèñÿò îò k. Îäíàêî ðÿä
âàæíûõ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ (ñâîéñòâ �â öåëîì�) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò k. Òî÷íåå, ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≥ k, ãäå k > 0, è ïðîñòðàíñòâà
êðèâèçíû ≤ k, ãäå k < 0, áåçóñëîâíî èìåþò äîïîëíèòåëüíûå èíòåðåñíûå
íåëîêàëüíûå ñâîéñòâà.
Óïðàæíåíèå 4.6.3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû
≥ k (ñîîòâ., ≤ k) äëÿ ëþáîãî k ÷åðåç äèñòàíöèîííóþ ôóíêöèþ, ÷åðåç
óãëû òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç ìîíîòîííîñòü óãëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýòè
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.
Óïðàæíåíèå 4.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k1 > k2, òî êàæäîå ïðîñòðàí-
ñòâî êðèâèçíû ≥ k1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k2, è êàæäîå
ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ k2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ k1.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà ñ �ïåðåìåííîé ãðàíèöåé� äëÿ êðèâèçíû.
Îïðåäåëåíèå 4.6.5. Ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñîîòâ., ñíèçó), åñëè êàæäàÿ
òî÷êà x ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû
≤ k (ñîîòâ., ≥ k) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ R. (Çäåñü îêðåñòíîñòü áåðåòñÿ ñ åå
èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à ÷èñëî k ìîæåò çàâèñåòü îò x.)

4.6.2. Ãëîáàëèçàöèÿ. Ñóùåñòâóþò âàæíûå êëàññû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
Àëåêñàíäðîâà, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå íà òðåóãîëüíèêè èç îïðåäåëåíèÿ
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû âûïîëíÿåòñÿ �â öåëîì�, òî åñòü äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ,
íåçàâèñèìî îò òîãî, ñêîëü îíè âåëèêè.
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Îïðåäåëåíèå 4.6.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k èëè ≤ k ãëîáàëüíî,
èëè �â öåëîì�, åñëè óñëîâèå íà òðåóãîëüíèêè èç îïðåäåëåíèÿ 4.6.2
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òåõ òðåóãîëüíèêîâ 4abc èç X, äëÿ êîòîðûõ
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ íà k-ïëîñêîñòè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, òî åñòü
ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû à òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî èìååò êðèâèçíó ≤ k èëè ≥ k â
öåëîì, åñëè âñå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îáëàñòüþ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ïðèìåíÿòü ýòî îïðåäåëåíèå ê íåñâÿçíûì
ïðîñòðàíñòâàì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (â íèõ íåêîòîðûå ðàññòîÿíèÿ
áåñêîíå÷íû). Îòâåò òàêîé æå, êàê â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ îïðåäåëåíèé:
X åñòü ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k èëè ≤ k â öåëîì, åñëè è òîëüêî
åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíû.

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ áûëè êîððåêòíî îïðåäåëåíû,
íóæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèÿõ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè k > 0 íà
k-ïëîñêîñòè íåò òðåóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðîì áîëüøèì, ÷åì 2Rk =
2π/

√
k. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, åñëè ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà 4abc áîëüøå, ÷åì 2π/
√

k. Åñëè æå ýòîò ïåðèìåòð ðàâåí
2π/

√
k, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(1) Êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà êîðî÷å π/
√

k. Â ýòîì ñëó÷àå òðå-
óãîëüíèê ñðàâíåíèÿ åäèíñòâåííà: ýòî � áîëüøàÿ îêðóæíîñòü,
íà êîòîðîé îòìå÷åíû òðè òî÷êè � âåðøèíû òðåóãîëüíèêà.

(2) Îäíà èç ñòîðîí ðàâíà π/
√

k, íàïðèìåð, |ab| = π/
√

k. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ ñðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû â êà÷åñòâå
a è b è ñîåäèíèòü èõ ïðîèçâîëüíîé ïîëóîêðóæíîñòüþ (áîëüøîãî
êðóãà), à çàòåì ïîìåñòèòü c â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå ýòîé îêðóæ-
íîñòè, ðàññìàòðèâàÿ ýòó ïîëóîêðóæíîñòü êàê [ab].

Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå, ÷òîáû òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ 4abc
áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:
max{|ab|, |ac|, |bc|} < π/

√
k, |ab|+ |ac|+ |bc| ≤ 2π/

√
k.

Íà ñàìîì äåëå, íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü òðåóãîëüíèêè ñ
ïåðèìåòðîì 2π/

√
k:

Óïðàæíåíèå 4.6.7. Ïóñòü k > 0 è X � òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, ÷òî óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè
4.6.2 (ïðè ñðàâíåíèè ñ k-ïëîñêîñòüþ) âûïîëíÿåòñÿ (äëÿ êðèâèçíû ≥ k

èëè ≤ k) äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðàìè ìåíüøèìè, ÷åì 2π/
√

k.
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Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k (èëè, ñîîòâ., ≤ k)
â öåëîì.

Ïîäñêàçêà. Â ñëó÷àå êðèâèçíû≤ k óñëîâèå ñðàâíåíèÿ äèñòàíöèîííûõ
ôóíêöèé ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðîì 2π/

√
k.

À â ñëó÷àå êðèâèçíû ≥ k ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü äàííûé òðåóãîëü-
íèê ñ ïåðèìåòðîì 2π/

√
k òðåóãîëüíèêàìè ñ ìåíüøèìè ïåðèìåòðàìè è

ïîëó÷èòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 4.6.6 ìîæíî �ãëîáàëèçîâàòü� è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ

îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû. Âñå ãëîáàëüíûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò, êàê è
ëîêàëüíûå, ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé.
Óïðàæíåíèå 4.6.8. Ñôîðìóëèðóéòå ãëîáàëüíûå âàðèàíòû äðóãèõ îï-
ðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≥ k èëè ≤ k äëÿ ëþáîãî k è äîêàæèòå
ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.
Óïðàæíåíèå 4.6.9. Åñëè k1 > k2, òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû
≤ k2 â öåëîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k1 â öåëîì, è êàæäîå
ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k1 â öåëîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû
≥ k2 â öåëîì. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

×èòàòåëü, âåðîÿòíî, çàìåòèë, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
óïðàæíåíèÿ ìíîãî òðóäíåå, ÷åì ïåðâîé. Ïðè÷èíà, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî
â ñëó÷àå k1 > 0 â îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≥ k2 ó÷àñòâóåò
áîëüøå òðåóãîëüíèêîâ, ÷åì äëÿ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≥ k1. Èìåííî,
óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êðèâèçíû ≥ k1 íè÷åãî íå ãîâîðÿò î òðåóãîëüíèêàõ ñ
ïåðèìåòðîì á�îëüøèì, ÷åì 2π/

√
k1, â òî âðåìÿ êàê ñëó÷àé êðèâèçíû ≥ k2

òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðàìè, ìåíüøèìè
2π/

√
k2 (èëè áåñêîíå÷íîñòè, åñëè k1 < 0).

Íà ñàìîì äåëå, ýòà òðóäíîñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå íå ñóùåñòâóåò:
åñëè ïðîñòðàíñòâî èìååò êðèâèçíó ≥ k â öåëîì, òî íà ñàìîì äåëå
ïåðèìåòðû âñåõ òðåóãîëüíèêîâ íå ïðåâûøàþò 2π/

√
k. Ïðàâäà, ýòî

ïðàâèëî íåïðèìåíèìî ê îäíîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì (îòðåçêàì è îêðóæíîñòÿì).
Òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âû íàéäåòå
â ãëàâå 10.

Òåîðåìû ãëîáàëèçàöèè. Èçâåñòíû äâå òåîðåìû, óòâåðæäàþùèå, ÷òî
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ëîêàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà êðèâèçíó âëå÷åò
ãëîáàëüíîå. Ýòî � î÷åíü âàæíûå òåîðåìû; íà ñàìîì äåëå îíè îáðàçóþò
îñíîâó äëÿ äâóõ òåîðèé. Õîòÿ ýòè òåîðåìû áóäóò äîêàçàíû òîëüêî
â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ, ìû, ââèäó èõ çíà÷èìîñòè, ñôîðìóëèðóåì ýòè
òåîðåìû ïðÿìî ñåé÷àñ.

1. Òåîðåìà î ãëîáàëèçàöèè äëÿ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (òåîðåìà
9.2.9): êàæäîå ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ k, ãäå
k ≤ 0, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k â öåëîì.
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2. Òåîðåìà Òîïîíîãîâà î ãëîáàëèçàöèè (òåîðåìà10.3.1): äëÿ ëþáîãî
k ∈ R êàæäîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì êðèâèçíû ≥ k â öåëîì.

Êàê âû âèäèòå, âòîðàÿ òåîðåìà íîñèò î÷åíü îáùèé õàðàêòåð, òîãäà
êàê ïåðâàÿ ñîäåðæèò äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ: èìåííî, îíà, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíà ïðè k > 0, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå òîïîëîãè÷åñêîå òðåáîâàíèå íåîáõîäèìî:
íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå S1 × R èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó (òàê
êàê îíî ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî R2), íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñò-
âîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â öåëîì (ðàññìîòðèòå òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè íà îêðóæíîñòü S1 × {0} ⊂ S1 × R).

Ïîïðîáóéòå ñàìè äîêàçàòü, êàê óïðàæíåíèÿ, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå
÷àñòíûå ñëó÷àè ýòèõ òåîðåì: ñëó÷àè, êîãäà k = 0 è ïðîñòðàíñòâî
ãîìåîìîðôíî R2. (Åñëè õîòèòå, ìîæåòå ïðåäïîëîæèòü êðîìå òîãî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî � ïîëèýäðàëüíîå; îäíàêî ýòî íå ñëèøêîì óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî.)

4.7. Êðèâèçíà êîíóñà
Çäåñü ìû äîáàâèì ê íàøåìó ñïèñêó ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà åùå îäèí
ïðèìåð. Èìåííî, ìû ïîëíîñòüþ èçó÷èì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîíóñ
íàä ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ
èëè íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó. Êîíóñ íàä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñò-
âîì áûë îïðåäåëåí â ïàðàãðàôå 3.6.2. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè êîíóñà
íàä ïðîñòðàíñòâîì X ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû (x, t), ãäå x ∈ X
è t ∈ [0, +∞), ïðè÷åì âñå ïàðû (x, 0) îòîæäåñòâëåíû ìåæäó ñîáîé
(ïîëó÷åííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà). Ìåòðèêà êîíóñà îï-
ðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ åâêëèäîâîé òåîðåìîé êîñèíóñà; â ÷àñòíîñòè,
êîíóñ íàä åäèíè÷íîé ñôåðîé S2 � ýòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ïîñòîÿííóþ
êðèâèçíó 1, à ñàìî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò íóëåâóþ êðèâèçíó.
Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
áîëåå èñêðèâëåíî, ÷åì ñôåðà (òî åñòü èìååò êðèâèçíó ≥ 1), òî êîíóñ
íàä X áîëåå èñêðèâëåí, ÷åì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (òî åñòü èìååò
êðèâèçíó ≥ 0), è íàîáîðîò. Íà ñàìîì äåëå, ÷òîáû ýòî óòâåðæäåíèå ñòàëî
âåðíûì, òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå
îòíîñèòåëüíî X. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ëîêàëüíî, à ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà êîíóñà îêîëî
åãî âåðøèíû çàâèñèò îò ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Íàïðèìåð, âñïîìíèì êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ (ïðèìåð 4.1.4). Êàæäûé
êîíóñ íàä îêðóæíîñòüþ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè âåðøèíû,
ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åí R2, îäíàêî åãî ãåîìåòðèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû
çàâèñèò îò ïîëíîé äëèíû îêðóæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, êîíóñ íàä äëèííîé
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îêðóæíîñòüþ èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ (íî íå ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ)
êðèâèçíó, à êîíóñ íàä êîðîòêîé îêðóæíîñòüþ èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
(íî íå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ) êðèâèçíó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ êîíóñîâ.

Òåîðåìà 4.7.1. Ïóñòü K � êîíóñ íàä (âîçìîæíî íåñâÿçíûì) ïðîñò-
ðàíñòâîì X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, è O � âåðøèíà êîíóñà. Òîãäà

1. K \ {O} � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ 0 (ñîîòâ., ≤ 0) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ 1 (ñîîòâ., ≤ 1).

2. K � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ 1 â öåëîì (âîçìîæíî íåñâÿçíîå).

3. K � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X � ëèáî äâóõòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ëèáî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî
êðèâèçíû ≥ 1 â öåëîì, è âñå òðåóãîëüíèêè â X èìåþò ïåðèìåòðû,
íå ïðåâîñõîäÿùèå 2π.

Çàìå÷àíèå 4.7.2. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, óñëîâèå íà ïåðèìåòð èç
ïóíêòà 3 òåîðåìû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �ïî÷òè âñåõ� ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû≥ 1 (òî÷íåå, äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ, çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ
îäíîìåðíûõ êîíòðïðèìåðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. Ìû îáñóäèì ýòî ïîçäíåå, â ïóíêòå 10.2.1.

Çàìå÷àíèå 4.7.3. Åñëè êðèâèçíà êîíóñà K îãðàíè÷åíà ëîêàëüíî, òî
îíà îãðàíè÷åíà è â öåëîì. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, çàìåòèì, ÷òî ëþáîé òðå-
óãîëüíèê â K ìîæíî �ïåðåìåñòèòü� â íîðìàëüíóþ îêðåñòíîñòü âåðøèíû
O ïóòåì ãîìîòåòèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 1. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê4abc â K, ñòîðîíû
êîòîðîãî íå ïðîõîäÿò ÷åðåç O. Òîãäà äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
4a′b′c′ (ïðîåêöèè íàøåãî òðåóãîëüíèêà â X) ìåíüøå π. Ñòîðîíû 4abc
ëåæàò â ïëîñêèõ âûïóêëûõ ñåêòîðàõ, èìåííî, â ïîäêîíóñàõ íàä ñòîðîíàìè
4a′b′c′ (ñì. ðèñ. 4.6. Õîòÿ íà ðèñóíêå áàçà êîíóñà èçîáðàæåíà ïëîñêîé ñ
öåëüþ ñäåëàòü ðèñóíîê áîëåå ïîíÿòíûì, ÷èòàòåëþ ëó÷øå ïðåäñòàâëÿòü
ýòó áàçó êàê ÷àñòü ñôåðû.

Îáðàòíî, ëþáîé òðåóãîëüíèê 4a′b′c′ â X ñî ñòîðîíàìè, ìåíüøèìè
π, ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà 4abc â K, ñòîðîíû
êîòîðîãî íå ïðîõîäÿò ÷åðåç O (ïðè÷åì ïîñëåäíèé òðåóãîëüíèê ìîæíî
ñ÷èòàòü ëåæàùèì â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà 4a′b′c′ ìåíüøå 2π. Òîãäà
äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4a′b′c′ íà ñòàíäàðòíîé
åäèíè÷íîé ñôåðå S2 ⊂ R3 (ñ öåíòðîì O ∈ R3). Ðàñïîëîæèì òî÷êè
a, b, c íà ëó÷àõ Oa′, Ob

′
, Oc′ ⊂ R3 òàê, ÷òîáû |Oa| = |Oa|, |Ob| = |Ob| è

|Oc| = |Oc|. Äëèíû ñòîðîí ïîëó÷åííîãî òðåóãîëüíèêà 4abc â R3 ðàâíû
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Ðèñ. 4.6: Êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì èìååò êðèâèçíó ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñàìî ïðîñòðàíñòâî èìååò êðèâèçíó ≥ 1.

äëèíàì ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 4abc; äðóãèìè ñëîâàìè, 4abc ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ 4abc.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó d ∈ [ac] ⊂ K, è ïóñòü d′ ∈ [a′c′] ⊂ X �
ïðîåêöèÿ d. Ïóñòü, äàëåå, d è d

′ � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íà åâêëèäîâîì
îòðåçêå [ac] è ñôåðè÷åñêîé êðàò÷àéøåé [a′d′], ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäêîíóñ
íàä [a′c′] â K èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó ñåêòîðó â R3, íàòÿíóòîìó íà
ñôåðè÷åñêóþ êðàò÷àéøóþ [a′c′]. Èçîìåòðèÿ ýòîãî ïîäêîíóñà íà ïëîñêèé
ñåêòîð, îòîáðàæàåò èçîìåòðè÷íî îòðåçîê [ac] íà îòðåçîê [ac]; â ÷àñòíîñòè,
ïîñûëàåò d â d. Êðîìå òîãî, ñóæåíèå ýòîé èçîìåòðèè íà êðàò÷àéøóþ
[a′c′] îòîáðàæàåò åå èçîìåòðè÷íî íà ñôåðè÷åñêóþ êðàò÷àéøóþ [a′c′], â
÷àñòíîñòè ïåðåâîäèò d′ â d

′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d ïðèíàäëåæèò ëó÷ó
Od

′, è |Od| = |Od|.
Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ íà òðåóãîëüíèêè (èç îïðåäåëåíèÿ

4.1.9) äëÿ êðèâèçíû ≥ 0 èëè ≤ 0, âûïîëíÿþòñÿ äëÿ 4abc â K òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ, íî äëÿ êðèâèçíû ≥ 1 èëè ≤ 1
(4.6.6), âûïîëíÿþòñÿ äëÿ 4a′b′c′ â X.

Åñëè ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèÿ |Ob| è |Od| ôèêñèðîâàííûìè, òî ðàññòîÿíèå
|bd| â K ñòàíîâèòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò |b′d′| (âñïîìíèòå ôîðìóëó
äëÿ ðàññòîÿíèÿ â êîíóñå). Åñëè |b′d′| = |b′d′|, òî |bd| = |bd|, èáî |Ob| = |Ob|
è |Od| = |Od|. Ñëåäîâàòåëüíî, |b′d′| ≥ |b′d′| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|bd| ≥ |bd|, è íàîáîðîò. Ýòèì æåëàåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ñâÿçàòü ðåçóëüòàò
ïóíêòà 1 ñ íàøèìè îïðåäåëåíèÿìè è ðàññìîòðåòü âòîðîñòåïåííûå ñëó÷àè.
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Ìû âèäèì, êàê ðåçóëüòàò ïóíêòà 1, ÷òî åñëè K èìååò êðèâèçíó ≥ 0
(ñîîòâ., ≤ 0), òî X èìååò êðèâèçíó ≥ 1 (ñîîòâ., ≤ 1) â öåëîì.

Àíàëîãè÷íî, ïðîåêöèÿ ëþáîé íîðìàëüíîé îáëàñòè â K \ {O} (äëÿ
êðèâèçíû ≥ 0 èëè ≤ 0) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îáëàñòüþ â X (äëÿ êðèâèçí
≥ 1 èëè ≤ 1, ñîîòâåòñòâåííî), è, íàîáîðîò, ïîäêîíóñ íàä (äîñòàòî÷íî
ìàëîé) íîðìàëüíîé îáëàñòüþ â X ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îáëàñòüþ â K \
{O}. (�Äîñòàòî÷íî ìàëàÿ� îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî åå äèàìåòð ìåíüøå,
÷åì 2π/3.) Ýòèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

3. Òåïåðü ðàññìîòðèì �áîëüøèå� òðåóãîëüíèêè â X. Èìåííî, ïóñòü
4abc � òàêîé òðåóãîëüíèê â K, ÷òî åãî ñòîðîíû íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
âåðøèíó O êîíóñà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåóãîëüíèê 4a′b′c′ � åãî
ïðîåêöèÿ â X � èìååò ïåðèìåòð L > 2π. Òîãäà ïîäêîíóñ íàä 4a′b′c′

â K (ñîñòîÿùèé èç òðåõ âûïóêëûõ ïëîñêèõ ñåêòîðîâ) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
êîíóñà K1 íàä îêðóæíîñòüþ äëèíû L ïðè ñîõðàíÿþùåì äëèíû îòîáðàæåíèè.
Êðîìå òîãî,4abc ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òðåóãîëüíèêà â K1. Òàê êàê ñîõðàíÿþùåå
äë�èíû îòîáðàæåíèå î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì, è K1 èìååò
íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó, òî òðåóãîëüíèê4abc óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ
4.1.9 (äëÿ êðèâèçíû ≤ 0) áåç êàêèõ áû òî íè áûëî óñëîâèé íà X.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê â K1, ñîîòâåòñòâóþùèé
òðåóãîëüíèêó4abc, íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó îïðåäåëåíèþ (äëÿ êðèâèçíû
≥ 0), ïîòîìó ÷òî âåðøèíà êîíóñà K1 ëåæèò �âíóòðè� ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
Íå óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåìó óñëîâèþ è4abc. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
K èìååò êðèâèçíó ≥ 0, òî X íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîíû
êîòîðûõ ìåíüøå π, à ïåðèìåòð áîëüøå, ÷åì 2π.

Ñëó÷àé òðåóãîëüíèêà 4a′b′c′ â X, êàêèå ëèáî ñòîðîíû êîòîðîãî íå
êîðî÷å π, àíàëîãè÷åí. Òàêîé òðåóãîëüíèê ñîîòâåòñòâóåò òðåóãîëüíèêó
â K, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç O, è ïîñëåäíèé òðå-
óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì (ïðè ñîõðàíÿþùåì äëèíû îòîáðàæåíèè)
òðåóãîëüíèêà â êîíóñå íàä îòðåçêîì äëèíû L > π. (Òàêîé êîíóñ èìååò
íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû. Ñðàâíèòå ñ ïîñëåäíèì ïóíêòîì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 4.2.14 î ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.)

Âûâîä òàêîâ: äëÿ ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâîâàíèå òðåóãîëüíèêà
ñ ïåðèìåòðîì áîëüøèì, ÷åì 2π, çàïðåùàåò K èìåòü íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó, íî íå âëå÷åò íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû K. Ýòèì òåîðåìà
â ñëó÷àå ñâÿçíîãî X äîêàçàíà.

4. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñâÿçíîãî X. Òîãäà X ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïîíåíò, è K ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêèì áóêåòîì êîíóñîâ íàä êîìïîíåíòàìè. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
4.2.9, êîíóñ K â ýòîì ñëó÷àå èìååò êðèâèçíó ≤ 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîíóñ íàä êàæäîé êîìïîíåíòîé èìååò êðèâèçíó ≤ 0. Ýòèì
äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû çàâåðøåíî.
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Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà êîíóñ K íàä
íåñâÿçíûì X èìååò êðèâèçíó ≥ 0, � ýòî ñëó÷àé äâóõòî÷å÷íîãî X (â
ýòîì ñëó÷àå K ∼= R). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x è y � äâå òî÷êè â ðàçëè÷íûõ
êîìïîíåíòàõ ïðîñòðàíñòâà X, è ïóñòü z ∈ X � ëþáàÿ òðåòüÿ òî÷êà.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x è z ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì
(èíà÷å ïåðåîáîçíà÷èì x è y). Ïóñòü x′, y′ è z′ � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè
â K; èìåííî, x′ = (x, 1), y′ = (y, 1) è z′ = (z, 1). Òîãäà ñòîðîíû [x′y′]
è [x′z′] òðåóãîëüíèêà 4x′y′z′ ïðîõîäÿò ÷åðåç O è èìåþò îáùèé îòðåçîê
[x′O]. Ñëåäîâàòåëüíî ]y′x′z′ = 0, è òåì ñàìûì 4x′y′z′ íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ íà óãëû.

Ñîáðàâ âìåñòå âñå èìïëèêàöèè, ïîëó÷åííûå â òå÷åíèè ýòîãî äëèííîãî
ðàññóæäåíèÿ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îíè äîêàçûâàþò òåîðåìó. ¤





Ãëàâà 5

Ãëàäêèå âíóòðåííèå
ìåòðèêè

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, îïðåäåëåíèå è èññëåäîâàíèå êîòîðûõ èñïîëüçóþò àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû. Âíà÷àëå ìû ïîñòàðàåìñÿ äàòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ðèìàíîâûõ
è ôèíñëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, çàòåì ïåðåéäåì ê ââåäåíèþ â ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ãåîìåòðèþ. Ïîñëå ýòîãî ìû ðàññìîòðèì è äðóãèå èíòåðåñíûå ïðèìåðû
ãëàäêèõ âíóòðåííèõ ìåòðèê. Íèæå � êðàòêèé ïëàí ãëàâû âìåñòå ñ
íåêîòîðûìè ïîÿñíåíèÿìè.

Â ïàðàãðàôå 5.1 äàåòñÿ êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ðèìàíîâûõ ìåòðèê
è îáñóæäàåòñÿ âàæíàÿ èäåÿ î òîì, ÷òî êàæäàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà
ëîêàëüíî ïî÷òè åâêëèäîâà. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû â îñíîâíîì
îãðàíè÷èâàåìñÿ äâóìåðíûìè îáëàñòÿìè; îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé îáû÷íî òðèâèàëüíû (â ïðåäåëàõ íàøèõ ðàññìîòðåíèé).
Â ïàðàãðàôå 5.2 ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êðàò÷àéøèå â ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèàëüíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ãåîäåçè÷åñêèå, èìåþùèå â
íà÷àëüíîé òî÷êå äàííûé âåêòîð ñêîðîñòè.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàì ñðàçó ïîñòðîèòü íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû,
êîòîðûå àíàëîãè÷íû ïîëÿðíûì, äåêàðòîâûì è ñôåðè÷åñêèì (â á�îëüøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ) êîîðäèíàòàì: îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé îáðàçóþò
ãåîäåçè÷åñêèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè, à äðóãîå ñåìåéñòâî
ñîñòîèò èç ýêâèäèñòàíòíûõ êðèâûõ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì êðèâûì ïåðâîãî
ñåìåéñòâà. Åñòü äâà ïîäõîäà ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
äóàëüíûì òî÷êàì çðåíèÿ â ìåõàíèêå è îïòèêå: äâèæåíèå ïî ëó÷àì
è ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí. Èìåííî, â ïåðâîì ñëó÷àå ìû íà÷èíàåì ñ
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ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ (íàïðèìåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè) � ýòî
äàåò íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû, àíàëîãè÷íûå ïîëÿðíûì. Ýòè ãåîäåçè÷åñêèå
ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ëó÷è, à èõ îðòîãîíàëüíûå òðàåêòîðèè,
ÿâëÿþùèåñÿ ýêâèäèñòàíòíûìè êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì ôðîíòàì.
Àëüòåðíàòèâíî, ìîæíî íà÷àòü ñ ãëàäêîé êðèâîé (èñõîäíûé âîëíîâîé
ôðîíò) è ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî åãî ýêâèäèñòàíò � êðèâûõ, ëåæàùèõ
íà ïîñòîÿííîì ðàññòîÿíèè îò èñõîäíîãî ôðîíòà. Ýòî ñåìåéñòâî ïðåäñòàâëÿåò
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí (íà÷èíàÿ ñ èñõîäíîãî âîëíîâîãî ôðîíòà), à îðòîãîíàëüíûå
ê ñåìåéñòâó âîëíîâûõ ôðîíòîâ òðàåêòîðèè îêàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.
×òîáû îáîáùèòü ïîíÿòèå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò íà ñòàðøèå ðàçìåðíîñòè,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ è ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ
èì ýêâèäèñòàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Íà ýòîì ýòàïå åùå íåò ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðèìàíîâûìè è
ôèíñëåðîâûìè ìåòðèêàìè, è ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ ïðèìåíèìû(ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäèôèêàöèÿìè) òàêæå è ê ôèíñëåðîâûì ìåòðèêàì.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå Èìååòñÿ çàìå÷àòåëüíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ âïîëíå îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê (ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû). Ýòî ñåìåéñòâî îáðàçóþò ñôåðû, åâêëèäîâà ïëîñêîñòü è
ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè (ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî). Ãåîìåòðèÿ äâóìåðíûõ
ìåòðèê ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñðàâíèòåëüíî õîðîøî èçó÷åíà, à ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ïóòåì
ñðàâíåíèÿ ñ ýòèìè ìîäåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ìåòðè÷åñêîå ââåäåíèå â äâóìåðíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ
ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ïàðàãðàôà 5.3. Ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ ìîæíî
ïîñòðîèòü êàê àêñèîìàòè÷åñêè, òàê è íà îñíîâå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Îäíàêî, ïðèâëå÷åíèå âñïîìîãàòåëüíûõ åâêëèäîâûõ êîíñòðóêöèé â ëþáîì
ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèÿ; è ìû èñïîëüçóåì õîðîøî
èçâåñòíûå ìîäåëè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â åâêëèäîâîé ïîëóïëîñêîñòè
è â êðóãå.

Â ïàðàãðàôå 5.4 ââîäÿòñÿ ìåòðèêè Êàðíî�Êàðàòåîäîðè îáëàäàþùèå
óäèâèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Â òî âðåìÿ êàê ðèìàíîâû ìåòðèêè ïîëó÷àþòñÿ
ìîäèôèêàöèåé åâêëèäîâà ôóíêöèîíàëà äëèíû, ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû
Êàðíî�Êàðàòåîäîðè âîçíèêàþò çà ñ÷åò ñóæåíèÿ êëàññà äîïóñòèìûõ
ïóòåé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî îïèøåì íåêîòîðûå îòëè÷èòåëüíûå
÷åðòû òàêèõ ìåòðèê è ïðèâåäåì õàðàêòåðíûå ïðèìåðû. Ýòîò ïàðàãðàô
ôàêóëüòàòèâíûé. Äëÿ åãî ïîíèìàíèÿ òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå çíàêîìñòâî ñ
ñêîáêàìè Ëè è äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè.

Äâà ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôà ãëàâû ïîñâÿùåíû ïîíÿòèþ îáúåìà äëÿ
ãëàäêèõ âíóòðåííèõ ìåòðèê.
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5.1.1. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû è êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû. Ñóùåñòâóåò
õîðîøàÿ òðàäèöèÿ íà÷èíàòü ó÷åáíèêè ïî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñ ââåäåíèÿ
â òåîðèþ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ìû ïîñòàðàåìñÿ ñâåñòè ýòó ÷àñòü ê
ìèíèìóìó, îãðàíè÷èâøèñü ââåäåíèåì îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîâ è êîðîòêèì
îáñóæäåíèåì ââåäåííûõ ïîíÿòèé. Ïî ñóùåñòâó, âñå, â ÷åì ìû íóæäàåìñÿ �
ýòî ââåñòè ïðîñòðàíñòâî TΩ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïëîñêîé îáëàñòè Ω.
Åñëè êîìó íèáóäü èç ÷èòàòåëåé ýòè ïîíÿòèÿ ïîêàæóòñÿ òðóäíûìè, ìû
ñîâåòóåì íå ïîëüçîâàòüñÿ èìè ïåðâîå âðåìÿ è ïðîñòî äóìàòü îá TΩ êàê
î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Ω × R2, ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) â
îáëàñòè Ω è áàçèñîì èç äâóõ âåêòîðîâ X = (1, 0), Y = (0, 1) âî âòîðîì
ñîìíîæèòåëå R2. Òàêàÿ íåèíâàðèàíòíàÿ òî÷êà çðåíèÿ î÷åíü óäîáíà, íî
òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ïåðåõîäèì ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Êàñàòåëüíûå âåêòîðû. Ðàññìîòðèì âñå ãëàäêèå êðèâûå γ : [0, 1] → Ω,
íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå p ∈ Ω, òî åñòü òàêèå, ÷òî γ(0) = p. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå
êðèâûå ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ âåêòîðû ñêîðîñòè â òî÷êå 0 ñîâïàäàþò,
òî åñòü åñëè êðèâûå èñõîäÿò èç p ñ îäèíàêîâûìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè.
Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì v â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
òàêèõ êðèâûõ γ, òî åñòü v = [γ].

Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó âñå ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå âûõîäÿò èç p ñ
îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, êàæåòñÿ, ÷òî íåò ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû ìåæäó
îáû÷íûìè è êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè. Òàê ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò óäèâèòüñÿ,
çà÷åì ìû ñòàðàåìñÿ óñëîæíèòü ïðîñòóþ ñèòóàöèþ. Ïðè÷èíà ñòàíåò
ÿñíåå, åñëè ìû çàõîòèì èçìåíèòü ñèñòåìó êîîðäèíàò. Â ñàìîì äåëå,
õîòÿ ìû ðàññìàòðèâàëè Ω êàê îáëàñòü â ïëîñêîñòè, íàì æåëàòåëüíî
íå ôèêñèðîâàòü òàêîå îòîæäåñòâëåíèå. Íàïðèìåð, åñëè Ω � ïðîñòàÿ
ïîâåðõíîñòü â R3, åå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñ îáëàñòüþ â R2, íî
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçíûõ ñïîñîáîâ îòîæäåñòâëåíèÿ (êîîðäèíàòíûõ
ñèñòåì) è íåò êðèòåðèÿ, êàêóþ èç íèõ ñëåäîâàëî áû ïðåäïî÷åñòü. Âî
âòîðûõ, åñëè äàæå Ω óæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â R2, åå äðóãèå, áîëåå
óäîáíûå, âëîæåíèÿ â R2 ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì.

Íà ñàìîì äåëå, èìåííî ââîäÿ êàñàòåëüíûå âåêòîðû, ìû óïðîùàåì
ñëîæíûé îáúåêò. Ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè â èíñòèòóòå (è äàæå â øêîëå)
îáû÷íî ïðèëàãàþò ñåðüåçíûå óñèëèÿ ê òîìó, ÷òîáû ïðèó÷èòü ñòóäåíòîâ
ê èäåå, ÷òî âåêòîðû, ïðèëîæåííûå â ðàçíûõ òî÷êàõ �ðàâíû�, åñëè ðàâíû
èõ äëèíû è íàïðàâëåíèÿ. Çäåñü æå ãëàâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
êàñàòåëüíûå âåêòîðû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ íèêîãäà íå ìîãóò áûòü ðàâíû,
è èõ íåâîçìîæíî ñêëàäûâàòü.

Äàæå âûðàæåíèþ �òî æå ñàìîå íàïðàâëåíèå â ðàçíûõ òî÷êàõ� íåëüçÿ
ïðèäàòü ñìûñë â îáùåì ñëó÷àå: èíà÷å, íàïðèìåð, íåòðóäíî áûëî áû
ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå ïîëå íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ ê ñôåðå
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âî âñåõ åå òî÷êàõ, â òî âðåìÿ êàê èçâåñòíàÿ �òåîðåìà î åæå� óòâåðæäàåò,
÷òî òàêîå íåâîçìîæíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TpΩ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ â òî÷êå
p; ìíîæåñòâî âîîáùå âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
TΩ. Òàê êàê êàñàòåëüíûå â îäíîé è òîé æå òî÷êå p âåêòîðû ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ �îáû÷íûìè� âåêòîðàìè, òî èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è
óìíîæàòü íà ÷èñëà. Ýòè îïåðàöèè èíâàðèàíòíû, òî åñòü ðåçóëüòàò íå
çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, TpΩ ÿâëÿåòñÿ (äâóìåðíûì)
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Õîòÿ êàñàòåëüíûå âåêòîðû â ðàçíûõ òî÷êàõ
ôîðìàëüíî ìîæíî áûëî áû ñêëàäûâàòü (ò.ê. ìû îòîæäåñòâèëè èõ ñ
åâêëèäîâûìè âåêòîðàìè), ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü. È ñíîâà ïðè÷èíà âñå
òà æå: òàêîå �ñëîæåíèå� íå âûäåðæèâàåò èçìåíåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕ : Ω → Ω′. Îáðàç ϕ ◦ γ êðèâîé
γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå p � ýòî êðèâàÿ ñ íà÷àëîì ϕ(p); êðîìå òîãî, åñëè
äâå êðèâûå âûõîäÿò èç òî÷êè x ñ îäèíàêîâûìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè, òî
èõ îáðàçû èìåþò â òî÷êå ϕ(p) òàêæå îäèíàêîâûå âåêòîðû ñêîðîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå dpϕ : TxΩ →
Tϕ(p)Ω′ è, áîëåå îáùî, îòîáðàæåíèå dϕ : TΩ → TΩ′. Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
äèôôåðåíöèàë ëèíååí íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpΩ.

Êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû. Ïîä ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìû ïîíèìàåì äèôôåîìîðôèçì
ϕ : Ω′ → Ω èç îáëàñòè Ω′ ⊂ R2 åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ ôèêñèðîâàííîé
ñèñòåìîé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â Ω. Åñëè (x, y) ∈ Ω′, òî ìû ãîâîðèì,
÷òî òî÷êà ϕ(x, y) ∈ Ω èìååò êîîðäèíàòû (x, y). Åñëè êîîðäèíàòû
çàôèêñèðîâàíû è ÿñíî, î êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èäåò ðå÷ü, ìû
áóäåì, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, îáîçíà÷àòü òî÷êó ϕ(x, y) ÷åðåç (x, y),
îòîæäåñòâëÿÿ, òàêèì îáðàçîì, Ω ñ Ω′!

Âûáðàâ ñèñòåìó êîîðäèíàò â Ω, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ
êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó â TΩ. Â ñàìîì äåëå, òî÷êå p = (x, y) ∈ Ω
åñòåñòâåííî ñîïîñòàâèòü äâå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåå êðèâûå: γx(t) =
(x + t, y) è γy(t) = (x, y + t). Ýòè êðèâûå íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè
ëèíèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç p, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì êàñàòåëüíûå
âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè âåêòîðàìè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
èõ ÷åðåç X è Y (èëè X(p) è Y (p), åñëè æåëàòåëüíî ïîä÷åðêíóòü èõ
çàâèñèìîñòü îò p).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå � ýòî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîé òî÷êå êàñàòåëüíûé âåêòîð â ýòîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûå
âåêòîðû îáðàçóþò äâà êîîðäèíàòíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ. Åñëè íàøà êîîðäèíàòíàÿ
ñèñòåìà çàäàíà îòîáðàæåíèåì ϕ, êîîðäèíàòíûå âåêòîðû X è Y � ýòî
ïðîñòî îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè dϕ ñòàíäàðòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ i =
(1, 0), j = (0, 1) ∈ R2. Êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ÷àñòî îáîçíà÷àþò
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òàêæå ÷åðåç ∂/∂x è ∂/∂y. Ïðè÷èíó ýòîãî ìû îáúÿñíèì â ñëåäóþùåì
ïóíêòå. Ðàâåíñòâî V = vxX + vyY îïðåäåëÿåò (åäèíñòâåííûì îáðàçîì)
êîîðäèíàòû (vx, vy) âåêòîðà V ∈ TpΩ. Ìû áóäåì ÷àñòî ïèñàòü V =
(vx, vy), ñíîâà îòîæäåñòâëÿÿ îáúåêò è åãî êîîðäèíàòû.

Äëÿ ÷åãî íóæíû êàñàòåëüíûå âåêòîðû? Íàèáîëåå âàæíîå ñâîéñòâî
âåêòîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèè:
åñëè f : Ω → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, à V = [γ] � êàñàòåëüíûé âåêòîð â
òî÷êå p; òî ìû îïðåäåëÿåì ïðîèçâîäíóþ V f ôóíêöèè f �â íàïðàâëåíèè�
V ðàâåíñòâîì

V f =
df(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Ïðîèçâîäíûå â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y �
ýòî ïðîñòî îáû÷íûå (õîðîøî èçâåñòíûå) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y.
Ýòî îáúÿñíÿåò ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ X = ∂

∂x , Y = ∂
∂y .

Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíûé âåêòîð ìîæíî îïðåäåëèòü àêñèîìàòè÷åñêè,
êàê �äèôôåðåíöèðîâàíèå�, òî åñòü îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ãëàäêèì
ôóíêöèÿì ÷èñëà è îáëàäàþùåå îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè (òàêèìè, êàê
ëèíåéíîñòü íàä R è ïðàâèëî Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ).

Äðóãîå ïðèìåíåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ñîñòîèò â îïèñàíèè �äâèæåíèÿ
ñî ñêîðîñòüþ, ïðåäïèñàííîé âåêòîðíûì ïîëåì�. Áîëåå ôîðìàëüíî, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå êàæäîãî (äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî)
âåêòîðíîãî ïîëÿ V . Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàëüíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ
òàêîé ïóòü γ(t), ÷òî γ′(t) = dγ(t)/dt = V (γ(t)) ïðè âñåõ t. Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü èíòåãðàëüíîé êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ γ(0) = p, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùåé òåîðåìîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êîîðäèíàòû ñ îñîáåííîñòÿìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
áîëåå îáùèå, ÷åì îáû÷íûå, �âûðîæäåííûå� êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû, òî
åñòü ñèñòåìû, èìåþùèå îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
(r, ρ) âûðîæäàþòñÿ ïðè r = 0: îòîáðàæåíèå (r, ρ) −→ (x = r cos ρ, y =
r sin ρ) íå îáðàòèìî, à åãî äèôôåðåíöèàë âûðîæäàåòñÿ (íå áèåêòèâåí)
ïðè r = 0. Ïîä âûðîæäåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìû èìååì â âèäó
ãëàäêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Ω′ ⊂ R2 → Ω. Ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ ñòîëü æå õîðîøè, êàê â
ñëó÷àå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò: âûðîæäåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî íà êîíå÷íîì
÷èñëå ãëàäêèõ ñâÿçíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ
â òî÷êó,à âíå ýòèõ îñîáåííîñòåé ϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, òàêèõ êàê ïîëÿðíûå èëè íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû,
�âûðîæäåííûå êîîðäèíàòû� òðàäèöèîííî íàçûâàþò ïðîñòî êîîðäèíàòàìè;
è ìû òîæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé íåïðàâèëüíîé òåðìèíîëîãèåé. Óäîáñòâî
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáû÷íî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âûðîæäåííûìè êîîðäèíàòàìè
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ïî÷òè òàê æå, êàê îáû÷íûìè. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,
÷òî òåïåðü â U ìîãóò áûòü òî÷êè, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
íåîäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî â êà÷åñòâå ïîëíîãî ïðîîáðàçà, òàê ÷òî êîîðäèíàòíîå
âåêòîðíîå ïîëå ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü êàê òàêîå îòîáðàæåíèå X,Y : Ω′ →
TΩ, ÷òî

X(x, y) = dϕ(x,y)
∂

∂x
∈ Tϕ(x,y)Ω,

Y (x, y) = dϕ(x,y)
∂

∂y
∈ Tϕ(x,y)Ω.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ ìíîãîçíà÷íûì
â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ. Íàïðèìåð, â íà÷àëå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ìíîæåñòâî
∂
∂r âûãëÿäèò êàê åæ: îíî ñîñòîèò èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, èäóùèõ âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ (â òî âðåìÿ êàê ∂

∂ρ îáðàùàåòñÿ â íîëü â íà÷àëå). Çàìåòèì
åùå, ÷òî åñëè äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ V,W ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ïîëÿìè
íåêîòîðîé (îáû÷íîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî îíè, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Îäíàêî ýòî ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì â ñëó÷àå áàçèñíûõ ïîëåé
âûðîæäåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíàêî íå âñå ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé
ìîãóò âîçíèêàòü êàê áàçèñíûå ïîëÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïîñëåäíèå îáëàäàþò ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì, ÿâëÿÿñü òàê íàçûâàåìûìè
�êîììóòèðóþùèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè�. Ìû îáñóäèì ýòî íèæå.

5.1.2. Ôèíñëåðîâû ìåòðèêè. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ââåëè êàê ôèíñëåðîâ
ôóíêöèîíàë äëèíû, òàê è åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè � ðèìàíîâ è êîíôîðìíûé
ôóíêöèîíàëû, � ðóêîâîäñòâóÿñü èäååé áðàòü â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ
âðåìÿ (èëè äðóãèå ðåñóðñû), íåîáõîäèìîå äëÿ ïóòåøåñòâèÿ èç îäíîé
òî÷êè â äðóãóþ. Ìû èñõîäèëè èç èíòóèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî
ñêîðîñòü ïóòåøåñòâèÿ çàâèñèò îò òîãî, ãäå ìû ïóòåøåñòâóåì è â êàêîì
íàïðàâëåíèè äâèæåìñÿ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áûëî ôîðìàëèçîâàíî ïóòåì
ââåäåíèÿ ãëàäêîé íåîòðèöàòåëüíîé �öåíîâîé� ôóíêöèè λ : TΩ → R, ãäå
îáëàñòü Ω ∈ R2. Òî÷êó (p, V ) ∈ TΩ ìû ïðåäñòàâëÿåì êàê ïàðó èç
òî÷êè p è âåêòîðà ñêîðîñòè V â ýòîé òî÷êå. Òî åñòü, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
ôóíêöèÿ λ(p, V ) = λp(V ) çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ, óêàçûâàþùèõ
ìåñòîïîëîæåíèå è ñêîðîñòü (íàì õîòåëîñü áû îáîçíà÷àòü ýòó ôóíêöèþ
÷åðåç L, òàê êàê íà ÿçûêå ìåõàíèêè ýòî � â òî÷íîñòè ëàãðàíæèàí; íî, ê
ñîæàëåíèþ, îáîçíà÷åíèå L óæå èñïîëüçîâàíî äëÿ ôóíêöèîíàëà äëèíû.

Ôèíñëåðîâ ôóíêöèîíàë äëèíû, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé λ, îïðåäåëåí
íà êëàññå âñåõ êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(5.1) L(γ, a, b) =
∫ b

a
λγ(t)(γ

′(t))dt.

Íàïîìíèì, ÷òî λ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âàæíîìó óñëîâèþ: â êàæäîé
òî÷êå p ôóíêöèÿ λp(V ) = λ(p, V ) äîëæíà áûòü íîðìîé íà TpΩ. Åå
ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ôóíêöèîíàëà
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L îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé, à åå âûïóêëîñòü
(íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) ñëåäóåò èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè L.

Óïðàæíåíèå 5.1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôèíñëåðîâ ôóíêöèîíàë äëèíû,
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (5.1), äåéñòâèòåëüíî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó è,
ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðóåòñÿ ïîðîæäåííîé èì âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Ïîñêîëüêó ìû ñîáèðàåìñÿ èçó÷àòü ëîêàëüíûå ñâîéñòâà, ïðåäïîëîæèì,
÷òî âñå ðàññìîòðåíèÿ âåäóòñÿ â îáëàñòè, äîñòàòî÷íî óäàëåííîé îò
ãðàíèöû Ω; íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Ω = R2. Ìû äåëàåì
òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ñ öåëüþ èçáåæàòü ðàññìîòðåíèÿ ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ;
íàïðèìåð, ñèòóàöèè, êîãäà êðàò÷àéøàÿ �ïðîãèáàåòñÿ, ÷òîáû îáîéòè
âûñòóïàþùåé âíóòðü âûñòóï äîïîëíåíèÿ�.

Êàê îáû÷íî, ôóíêöèîíàë äëèíû ïîðîæäàåò âíóòðåííþþ ìåòðèêó
d. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé γ åå äëèíà â
ìåòðèêå d ñîâïàäàåò ñ L(γ) (óïðàæíåíèå 5.1.1). Îäíàêî, â òî âðåìÿ
êàê ñóùåñòâîâàíèå â ìåòðèêå d êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé ëþáûå äâå
òî÷êè, îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 2.5.23, ãëàäêîñòü êðàò÷àéøèõ ñîâñåì íå
î÷åâèäíà. Áîëåå òîãî, áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðîãîé
âûïóêëîñòè íîðìû λp êðàò÷àéøèå ìîãóò áûòü è íåãëàäêèìè.

Óïðàæíåíèå 5.1.2. ×òîáû ïîíÿòü, êàêèì îáðàçîì êðàò÷àéøàÿ ìîæåò
áûòü íå ãëàäêîé, ðàññìîòðèòå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé λp

(íå çàâèñÿùåé îò òî÷êè p), çàäàííîé ðàâåíñòâîì λp(v1, v2) = |v1| +
|v2|. Íàéäèòå âñå êðàò÷àéøèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêè. Â ÷àñòíîñòè,
îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êàæäàÿ ëîìàíàÿ ñ êîíöàìè (0, 0) è (1, 1),
ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì â òî÷êå (x, y), ãäå x ≥ 0,
y ≥ 0, x + y ≤ 1, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ïðè÷èíîé òàêîé ïàòîëîãèè (íåãëàäêîñòè è íååäèíñòâåííîñòè êðàò÷àéøåé,
äàæå â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè) ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî øàðû íàøåé íîðìû (èìåþùèå ôîðìó ðîìáà) íå ñòðîãî âûïóêëûå.
×èòàòåëü, êîòîðîãî çàèíòåðåñîâàëî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ìîæåò ñàì äîêàçàòü,
÷òî â ñëó÷àå ñòðîãî âûïóêëîé íîðìû âñå êðàò÷àéøèå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè
êðèâûìè, è êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèå äðóã ê äðóãó
òî÷êè, åäèíñòâåííà.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü àíàëîãîì ëåììû 5.1.13 äëÿ ïîäõîäÿùåãî
äâóìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî (âìåñòî åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü ìû îñòàâèì îáùèå ôèíñëåðîâû ìåòðèêè è ñîñðåäîòî÷èìñÿ
íà èõ ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå � ðèìàíîâûõ ìåòðèêàõ. Õîòÿ ãåîìåòðèÿ
ôèíñëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò îêàçàòüñÿ äàæå áîëåå èíòåðåñíîé, ÷åì
ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíà åùå íå ñòîëü ðàçâèòà.
Ôèíñëåðîâà ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðî ðàçâèâàþùóþñÿ îáëàñòü,
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îäíàêî ïðèñóùèå èìåííî åé ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ åùå íå ñôîðìèðîâàëèñü,
è äàæå íå ÿñíî, êàêèå èìåííî ïðîáëåìû îïðåäåëÿò ïðîãðåññ ôèíñëåðîâîé
ãåîìåòðèè â áëèæàéøåì áóäóùåì.

5.1.3. Ðèìàíîâû ìåòðèêè.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Â ñëó÷àå ðèìàíîâîé ìåòðèêè ôóíêöèîíàë λp

èìååò âèä
λp(V ) =

√
Qp(V, V ),

ãäå äëÿ êàæäîé òî÷êè p ôóíêöèÿ Qp ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Áèëèíåéíóþ ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Qp, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü 〈V, W 〉p = Qp(V, W ).
Âåëè÷èíà |V | =

√
〈V, V 〉 =

√
Q(V, V ) íàçûâàåòñÿ äëèíîé êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà V .
Ïîñìîòðèì, êàê îïèñûâàåòñÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà â êîîðäèíàòàõ (x, y).

Äëÿ çàäàíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Qp íà TpΩ äîñòàòî÷íî çíàòü ñëåäóþùèå
åå çíà÷åíèÿ:

E(p) = Qp(X(p), X(p)) = 〈X(p), X(p)〉 ,

F (p) = Qp(X(p), Y (p)) = Qp(Y (p), X(p)) = 〈X(p), Y (p)〉 ,
G(p) = Qp(Y (p), Y (p)) = 〈Y (p), Y (p)〉 ,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòî ýëåìåíòû ìàòðèöû áèëèíåéíîé
ôîðìû 〈, 〉p â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ X(p) è Y (p).
Äåéñòâèòåëüíî,

(5.2) Q(V, W ) = Q(vxX + vyY, wxX + wyY )

= Evxwx + Fvxwy + Fvywx + Gvywy

(çäåñü è â äàëüíåéøåì, ÷òîáû ñäåëàòü ôîðìóëû ìåíåå ãðîìîçäêèìè, ìû
îïóñêàåì àðãóìåíòû, ïîêàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü îò òî÷êè p). Ñëåäîâàòåëüíî,
ðèìàíîâó ìåòðèêó â Ω ìîæíî çàäàòü åå êîýôôèöèåíòàìè � òðåìÿ
ôóíêöèÿìè E, F, G : Ω → R. Ýòè ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâàì E > 0, G > 0, EG − F 2 > 0, èáî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà Q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. ×èòàòåëü, ñîâñåì íå çíàêîìûé
ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ìîæåò âçÿòü ôîðìóëó (5.2) â êà÷åñòâå
êîîðäèíàòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè. Ðàçóìååòñÿ, êîîðäèíàòíûå
âåêòîðû âûðîæäåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè;
òåì íå ìåíåå äàæå â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëîæèòü E = 〈X, X〉,
F = 〈X, Y 〉 è G = 〈Y, Y 〉. Îäíàêî òåïåðü ìû ìîæåì óòâåðæäàòü òîëüêî,
÷òî E ≥ 0, G ≥ 0, EG− F 2 ≥ 0.
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Óïðàæíåíèå 5.1.3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ââåñòè íîâûå êîîðäèíàòû
(u, v) òàê, ÷òî x = x(u, v), y = y(u, v), òî ïåðåõîä ê íîâûì êîîðäèíàòàì
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Eíîâ = E(
∂x

∂u
)2 + 2F

∂x

∂u

∂y

∂u
+ G(

∂y

∂u
)2.

Íàéäèòå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ F è G.
Çàìå÷àíèå.Íàïîìíèì, ÷òî, ãîâîðÿ ôîðìàëüíî, êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà �

ýòî îòîáðàæåíèå ϕ : Ω1 → Ω. Ïåðåõîä ê òàêèì êîîðäèíàòàì (u, v), ÷òî
x = x(u, v), y = y(u, v), ãäå x(u, v) è y(u, v) � äâå äàííûå ôóíêöèè
(êîòîðûå óäîáíî îáîçíà÷èòü òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è êîîðäèíàòû),
ôîðìàëüíî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå ψ : Ω2 → Ω1,
ψ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)), è íàøà íîâàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà � ýòî
îòîáðàæåíèå ϕ ◦ ψ : Ω2 → Ω.

Åñëè êîîðäèíàòû (x, y) âûáðàíû, òî äëèíà êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t))
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(5.3) L(γ, a, b) =
∫ b

a

√
E(x′)2(t) + 2Fx′(t)y′(t) + G(y′)2(t) dt,

ãäå E = E(x(t), y(t)); àíàëîãè÷íî âûðàæàþòñÿ F è G.

5.1.4. Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è èçîìåòðèè. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî
î÷åâèäíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå îáëàñòè Ω è Ω′ ñ ðèìàíîâûìè
ìåòðèêàìè Q, Q′ èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåîìîðôèçì
ϕ : Ω → Ω′, ÷òî Q′(dϕ(V ), dϕ(V )) = Q(V, V ) äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ V ∈ TΩ.

Ðàâíîñèëüíî, ðèìàíîâû ìåòðèêè èçîìåòðè÷íû, åñëè ñóùåñòâóþò
òàêèå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû â Ω è Ω′, ÷òî â òî÷êàõ ñ îäèíàêîâûìè
êîîðäèíàòàìè êîýôôèöèåíòû E, F , G ýòèõ ìåòðèê ðàâíû.

Çàìå÷àíèå 5.1.5. Î÷åâèäíî, ÷òî èçîìåòðè÷íûå ðèìàíîâû îáëàñòè
èçîìåòðè÷íû êàê ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Âåðíî è îáðàòíîå:
åñëè ðèìàíîâû îáëàñòè Ω è Ω′ èçîìåòðè÷íû êàê ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, îíè èçîìåòðè÷íû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.1.4 (òî åñòü ñóùåñòâóåò
ãëàäêàÿ èçîìåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó ðèìàíîâó ñòðóêòóðó â äðóãóþ).
Áîëåå òîãî, êàæäàÿ èçîìåòðèÿ Ω íà Ω′ � ãëàäêàÿ è (êàê ñëåäñòâèå)
ìîæåò áûòü âçÿòà â êà÷åñòâå ϕ èç îïðåäåëåíèÿ 5.1.4.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå (íå ñòîëü óæ
î÷åâèäíîãî) óïðàæíåíèÿ. Ïðîñòåéøåå èç èçâåñòíûõ íàì äîêàçàòåëüñòâ
îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïàðàãðàôà 5.2 (èìåííî, íà ãëàäêîñòè êðàò÷àéøèõ
è ñâîéñòâàõ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ).



166 5. Ãëàäêèå âíóòðåííèå ìåòðèêè

Ãëàäêîñòü èçîìåòðèé ïîçâîëÿåò äàòüìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ (äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî îáëàñòè ñ ðèìàíîâûìè
ìåòðèêàìè).

Îïðåäåëåíèå 5.1.6. Ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò îêðåñòíîñòü,
èçîìåòðè÷íóþ îáëàñòè ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.

Çàìå÷àíèå 5.1.7. Ýòî îïðåäåëåíèå (âèäèìî, âïåðâûå ïðåäëîæåííîå
Ì. Ãðîìîâûì) íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì. Â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû, ÷òî ëåãêî ñëåäóåò
èç çàìå÷àíèÿ 5.1.5 (â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîå ðèìàíîâîé îáëàñòè, ìîæíî åñòåñòâåííî ñíàáäèòü
ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Åñëè âû çíàêîìû ñ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
òî ìû ðåêîìåíäóåì âàì äîêàçàòü ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Åñëè ýòè àáñòðàêòíûå îïðåäåëåíèÿ êàæóòñÿ âàì òðóäíûìè, âû
ìîæåòå ïðîäîëæàòü äóìàòü î ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ êàê î ãëàäêèõ
ïîâåðõíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ñàìîì äåëå ïðè òàêîì
ïîäõîäå âû äàæå íå òåðÿåòå â îáùíîñòè: ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå
Äæ. Íýøà, êàæäîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå èçîìåòðè÷íî ïîâåðõíîñòè,
ãëàäêî âëîæåííîé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîé (äîñòàòî÷íî
áîëüøîé) ðàçìåðíîñòü. Äâóìåðíûå ïðèìåðû òàêîãî ðîäà îáñóæäàþòñÿ â
ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Âëîæåííûå ïîâåðõíîñòè. Âàæíûìè ïðèìåðàìè ðèìàíîâûõ ìåòðèê
äàþò íàì âëîæåííûå ïîâåðõíîñòè. Èìåííî ýòè ïðèìåðû ÿâèëèñü îäíèì
èç ãëàâíûõ ñòèìóëîâ äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé;
òàêîé ïîäõîä âîñõîäèò ê Ê. Ô. Ãàóññó. Â ñëó÷àå âëîæåíèÿ r : Ω → R3

ìû ïîëàãàåì λp(V ) = |dpr(V )|. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà
ïîëó÷àåòñÿ �ïîäúåìîì� åâêëèäîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè âëîæåíèè:
〈V, W 〉p = 〈dpr(V ), dpr(W )〉E , ãäå 〈, 〉E � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â R3. Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ÿñíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: äëÿ ëþáîé
ãëàäêîé êðèâîé γ â Ω åå äëèíà ðàâíà äëèíå LE åå îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè
r. Äåéñòâèòåëüíî,

(5.4) L(γ, a, b) =
∫ b

a
λγ(t)(γ

′(t)) dt

=
∫ b

a
|dγ(t)r(γ

′(t))| dt =
∫ b

a

∣∣ d

dt
r(γ(t))

∣∣ dt = LE(r ◦ γ, a, b).

×èòàòåëü ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü Ω êàê ïîâåðõíîñòü â R3 è ñ÷èòàòü r
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé; òîãäà dr èñ÷åçàåò èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû.
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Âû÷èñëåíèå (5.4) èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ. Çàìåòèì,
÷òî â òî âðåìÿ êàê â Ω çàäàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà, åå îáðàç â R3 ñíàáæåí
âíóòðåííåé ìåòðèêîé dI , èíäóöèðîâàííîé èç îêðóæàþùåãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî r ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó
ýòèìè äâóìÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Èíûìè ñëîâàìè, ìåòðèêà
â r(Ω) èíäóöèðîâàíà ñ ïîìîùüþ êëàññà âñåõ êóñî÷íî�ãëàäêèõ êðèâûõ.
Ðàçóìååòñÿ, r ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ìåòðèêå, òàê
÷òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäíþþ ìåòðèêó òàêæå ÷åðåç d (äàæå åñëè
áû ìû ïîíèìàëè ïîä Ω ïîäìíîæåñòâî â R3 ñ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé,
çàäàííîé îòîáðàæåíèåì r, ýòî îáîçíà÷åíèå áûëî áû âïîëíå êîððåêòíî).
Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ÷òî d = dI . Íåðàâåíñòâî d ≥ dI î÷åâèäíî.
Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ
Óïðàæíåíèå 5.1.8. 1. Ïóñòü ρ(p, q) � äëèíà êðèâîé γpq = r(Ω) ∩ P ,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè p, q ∈ r(Ω), ãäå P � ïëîñêîñòü,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
îòðåçîê [pq] è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ïîâåðõíîñòè r(Ω) â òî÷êå p (çàìåòèì,
÷òî γpq � äåéñòâèòåëüíî êðèâàÿ, ïðèòîì � ãëàäêàÿ, åñëè òî÷êà q
äîñòàòî÷íî áëèçêà ê p). Äîêàæèòå, ÷òî

ρ(p, q)− |pq| = o(|pq|)
ïðè |pq| → 0, ãäå |pq| � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êðèâîé äëèíû L, ëåæàùåé â r(Ω), è
÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ òåìè æå êîíöàìè, äëèíà
êîòîðîé íå áîëåå L + ε.

Ïîäñêàçêà.Íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè
äëèíà êðèâîé â ýòîé ìåòðèêå åñòü ïðåäåë äëèí åâêëèäîâûõ ëîìàíûõ.
Çàìåíèòå êàæäûé îòðåçîê [pipi+1] òàêîé ëîìàíîé íà ãëàäêóþ êðèâóþ
âèäà γpq è âîñïîëüçóéòåñü ïåðâîé ÷àñòüþ ýòîãî óïðàæíåíèÿ, ÷òîáû
îöåíèòü, íàñêîëüêî ýòî ìîæåò óâåëè÷èòü äëèíó ëîìàíîé.

Èç ñêàçàííîãî åùå íå ÿñíî, áóäóò ëè êðàò÷àéøèå ãëàäêèìè êðèâûìè.
Ýòîò âîïðîñ ìû îáñóäèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî
ïàðàãðàôà ìû êðàòêî êîñíåìñÿ ñâÿçè ìåæäó âíóòðåííèìè è âíåøíèìè
ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòåé.

Ïîä âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé ìû ïîíèìàåì ñâîéñòâà, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò ðèìàíîâîé ìåòðèêè. Â ñëó÷àå âëîæåííîé ïîâåðõíîñòè � ýòî
ðèìàíîâà ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ âëîæåíèåì r.

Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ âëîæåíèé, èíäóöèðóþùèõ îäíó
è òó æå ðèìàíîâó ñòðóêòóðó.
Óïðàæíåíèå 5.1.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî âëîæåíèÿ ϕ,ψ : [0, 1]× [0, 1] → R3,
çàäàííûå ðàâåíñòâàìè

ϕ(u, v) = (u, v, 0),

ψ(u, v) = (sinu, cosu, v),
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èíäóöèðóþò îäíó è òó æå ðèìàíîâó ìåòðèêó.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå äàåò áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð. Îí ïîêàçûâàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, èçîìåòðè÷íûõ ïëîñêîé
îáëàñòè.
Óïðàæíåíèå 5.1.10. Âîçüìåì êðèâóþ γ : R→ R3, ïàðàìåòðèçîâàííóþ
äëèíîé äóãè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâèçíà ýòîé êðèâîé íèãäå íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ðàññìîòðèì âëîæåíèå ϕ : U → R3 äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè U ⊂ R2 òî÷êè (u0, v0), ãäå v0 6= 0, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

ϕ(u, v) = γ(u) + vγ̇(u).

Ïîêàæèòå, ÷òî îáëàñòü U ñ åå èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé
èçîìåòðè÷íà ïëîñêîé îáëàñòè.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå àíàëîãè÷íîå âëîæåíèå ïëîñêîé êðèâîé γ1,
èìåþùåé òó æå êðèâèçíó (êàê ôóíêöèþ äëèíû äóãè). ßñíî, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå âëîæåíèå ïåðåâîäèò U â ïëîñêóþ îáëàñòü; ïîêàæèòå, ÷òî
ïîñëåäíåå âëîæåíèå èíäóöèðóåò òó æå ðèìàíîâó ìåòðèêó, ÷òî è ϕ.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ðèìàíîâû ìåòðèêè íå èçîìåòðè÷íû, íàäî íàéòè
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå áûëè áû ó íèõ ðàçëè÷íû. Âîò ïðîñòåéøèå
ïðèìåðû.
Óïðàæíåíèå 5.1.11. Äàéòå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
îáëàñòü íà ñôåðå íå ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷íà ïëîñêîé îáëàñòè. Òî÷íåå,
ïóñòü r : Ω → R3 � âëîæåíèå â ñôåðó (íàïðèìåð, âëîæåíèå r(ϕ, ρ) =
(sinϕ sin ρ, sinϕ cos ρ, cosϕ), çàäàííîå â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
â (ϕ, ρ)-ïëîñêîñòè, íå ïåðåñåêàþùåé ϕ-îñè). Äîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâà
ìåòðèêà â îáëàñòè Ω, èíäóöèðîâàííàÿ îòîáðàæåíèåì r, íå åâêëèäîâà.

Ïîäñêàçêà. Âåðîÿòíî, ïðîñòåéøèé ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò, îòëè÷àþùèé
ñôåðè÷åñêóþ îáëàñòü îò åâêëèäîâîé, � ýòî äëèíà îêðóæíîñòè (êàê
ôóíêöèÿ ðàäèóñà).

Âîîáùå, âîïðîñ î òîì, êàêèå èìåííî ñâîéñòâà âëîæåíèÿ (âíåøíèå
ñâîéñòâà) îïðåäåëÿþòñÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿåòñÿ
íåïðîñòûì è òîíêèì. Íàèáîëåå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà �
ýòî òåîðåìà Ê. Ô. Ãàóññà (êîòîðàÿ íàñòîëüêî åãî ïîðàçèëà, ÷òî îí
íàçâàë åå �òåîðåìà Egregium�, òî åñòü áëèñòàòåëüíàÿ òåîðåìà), êîòîðàÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí âëîæåííîé ïîâåðõíîñòè
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì åå âíóòðåííåé ìåòðèêè. Ýòîò èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ
ãàóññîâà êðèâèçíà; íèæå ìû îïðåäåëèì åå ïðÿìî íà ÿçûêå âíóòðåííåé
ãåîìåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, èç �òåîðåìà Egregium� ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ãëàâíûõ êðèâèçí íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçãèáàíèÿõ ïîâåðõíîñòè. (èçãèáàíèåì
ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî âëîæåíèé, èíäóöèðóþùèõ
îäèíàêîâûå äëèíû êðèâûõ).
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5.1.5. Ðèìàíîâû: åâêëèäîâû â ìàëîì. Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí ïîëåçíîìó
ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è î÷åíü âàæíîìó èäåîëîãè÷åñêè íàáëþäåíèþ,
÷òî êàæäàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè åâêëèäîâîé.

Âûáîð êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû îçíà÷àåò âûáîð ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
Ω è îáëàñòüþ â ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà çàäàåò
âñïîìîãàòåëüíóþ åâêëèäîâó ñòðóêòóðó â Ω. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
óäà÷íîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàêàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ åâêëèäîâà
ìåòðèêà áóäåò î÷åíü áëèçêà ê èñõîäíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî óïðàæíåíèÿ: ðå÷ü èäåò
ïðîñòî î ëèíåéíîé çàìåíå êîîðäèíàò.

Ëåììà 5.1.12. Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ìîæíî íàéòè òàêóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò, ÷òî â ñàìîé òî÷êå p áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà: E =
G = 1, F = 0. Òî÷íåå, ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
ϕ : Ω′ ⊂ R2 → Ω, ϕ(x0, y0) = p, ÷òî â ýòîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå
ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E(x0, y0) = G(x0, y0) =
1, F (x0, y0) = 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ìåòðè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû â (îäíîé) äàííîé òî÷êå p îêàæóòñÿ òî÷íî òàêèìè æå,
êàê êîýôôèöèåíòû åâêëèäîâîé ìåòðèêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûõ
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (TpΩ, 〈, 〉p). Èíûìè ñëîâàìè, äèôôåðåíöèàë d(x0,y0)ϕ
êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé:

d(x0,y0)ϕ : (T(x0,y0)R2, 〈 , 〉åâêë.) → (TpΩ, 〈 , 〉p).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ñèñòåìû êîîðäèíàò îáëàñòè Ω ñ îáëàñòüþ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (êàê
â ýòî ñäåëàíî â ëåììå 5.1.12) ðèìàíîâû è åâêëèäîâà ìåòðèêè îêàæóòñÿ
áëèçêèìè äðóã ê äðóãó (â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p). Èíòóèòèâíî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè åâêëèäîâîé�.

Ëåììà 5.1.13. Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ R2 ââåäåíû îáû÷íûå äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû (x, y), è ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ðèìàíîâîé ìåòðèêè â
ýòèõ êîîðäèíàòàõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E(p) = G(p) = 1, F (p) = 0.

Òîãäà ðèìàíîâà äëèíà |V | =
√
〈V, V 〉 êàæäîãî âåêòîðà V â òî÷êå q

áëèçêà ê åãî åâêëèäîâîé äëèíå |V |E:

lim
|pq|E→0

|V |
|V |E = 1.
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Êðîìå òîãî, â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ðèìàíîâà ìåòðèêà áëèçêà
ê åâêëèäîâîé; èìåííî,

lim
|pq|+|pr|→0

d(q, r)
|qr| = 1,

ãäå |pq| �åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó p è q.

Ëåììà ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ðèìàíîâîé ìåòðèêè Q, òî åñòü èç
íåïðåðûâíîñòè åå ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ E, F , G. Èç ëåììû, â
ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ðèìàíîâû óãëû ðàâíû �ìåòðè÷åñêèì�
óãëàì, òî åñòü óãëàì âî âíóòðåííåé ìåòðèêå, èíäóöèðîâàííîé ðèìàíîâîé
ñòðóêòóðîé. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 5.1.14. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå ïóòè γ1, γ2 â Ω âûõîäÿùèå èç p ñ
íåíóëåâûìè ñêîðîñòÿìè, òî åñòü, γ1(0) = γ2(0) = p, γ′1(0) 6= 0, γ′2(0) 6=
0. Òîãäà (ìåòðè÷åñêèé) óãîë ìåæäó γ1 è γ2 â òî÷êå p ñóùåñòâóåò è
ðàâåí ðèìàíîâó óãëó

arccos
〈γ′1, γ′2〉√〈γ′1, γ′1〉

√〈γ′2, γ′2〉
ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè γ′1 = γ′1(0) è γ′2 = γ′2(0) â òî÷êå t = 0.
Óïðàæíåíèå 5.1.15. Äîêàæèòå ëåììû 5.1.13 è 5.1.14.
Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíûå íàì äîêàçàòåëüñòâà èäåéíî ïðîñòû, íî èõ äåòàëüíîå
èçëîæåíèå íåñêîëüêî ãðîìîçäêî.

Ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ëåììû 5.1.13 áûâàåò ïîëåçíîé. Ïóñòü
ϕ : Ω′ ⊂ R2 → Ω � êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà â Ω, p ∈ Ω. Ââåäåì â R2

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈, 〉E òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå dpϕ : (R2, 〈, 〉E) →
(TpΩ, 〈, 〉p) áûëî èçîìåòðèåé. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå âåêòîðû X
è Y â òî÷êå p îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

X(p) = dpϕ(
∂

∂x
) = dpϕ(1, 0), Y (p) = dpϕ(

∂

∂y
) = dpϕ(0, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøèõ êîîðäèíàòàõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈, 〉E çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâàìè
〈(1, 0), (1, 0)〉E = E(p), 〈(1, 0), (0, 1)〉E = F (p), 〈(0, 1), (0, 1)〉E = G(p),

ãäå E,F ,G � êîýôôèöèåíòû ðèìàíîâîé ìåòðèêè.
Ëåììà 5.1.16. Ðèìàíîâà äëèíà |V | =

√
〈V, V 〉 âåêòîðà V â áëèçêîé ê

p òî÷êå q ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åãî åâêëèäîâîé äëèíû |V |E =
√〈V, V 〉E,

òî åñòü äëèíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈, 〉E; èìåííî

lim
|pq|p→0

|V |
|V |E = 1.
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Ëåììà 5.1.16 ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (èëè
îïðåäåëåíèÿ) ðèìàíîâîé ïëîùàäè â êîîðäèíàòàõ. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé
ïðÿìîóãîëüíèê [x0, x0 + ∆x] × [y0, y0 + ∆y], ãäå p = (x0, y0), à ∆x,
∆y � (ìàëûå) ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ëåììà 5.1.16 ïîäñêàçûâàåò, ÷òî
ðèìàíîâó ïëîùàäü ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
áûëà áëèçêà ê åãî åâêëèäîâîé ïëîùàäè â ìåòðèêå 〈 , 〉E . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû V è W , ðàâíà√
〈V, V 〉 〈W,W 〉 − 〈V,W 〉2. Ñëåäîâàòåëüíî, åâêëèäîâà 〈 , 〉E-ïëîùàäü ýòîãî

ïðÿìîóãîëüíèê ðàâíà
√

E(p)G(p)− F 2(p)∆x∆y. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ðèìàíîâó ïëîùàäü Ω èíòåãðèðîâàíèåì.

(5.5) Area(Ω) =
∫

Ω′

√
E((x, y))G(x, y)− F 2(x, y) dxdy,

ãäå Ω′ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü â (x, y)-ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 5.1.17. 1. Äîêàæèòå ëåììó 5.1.16.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâà ïëîùàäü, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (5.5),

ñîâïàäàåò ñ 2-ìåðíûé ìåðîé Õàóñäîðôà.
3. Îáîáùèòå ôîðìóëó (5.5) ïî ðàçìåðíîñòè.

Ãëàäêîñòü êðàò÷àéøèõ. Ýòîò ïóíêò � íå îáÿçàòåëüíûé, è åãî ìîæíî
ïðîïóñòèòü ïðè ïåðâîì ÷òåíèè; â íåì îáñóæäàåòñÿ ãëàäêîñòü êðàò÷àéøèõ;
â äàëüíåéøåì òå æå âûâîäû áóäóò ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî, äðóãèì ñïîñîáîì.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå êðàò÷àéøèå
â Ω äèôôåðåíöèðóåìû. Ê ñîæàëåíèþ, õîòÿ èçâåñòíûå íàì äîêàçàòåëüñòâà
ïðîñòû, èõ èçëîæåíèå ãðîìîçäêî. Ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì çäåñü òîëüêî
íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ. Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðàò÷àéøàÿ γ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0. Îáîçíà÷èì γ(t0) = p.
Çàäàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò â Ω îïðåäåëÿåò òàì âñïîìîãàòåëüíóþ åâêëèäîâó
ñòðóêòóðó. Ìû ìîæåì, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî E(p) =
G(p) = 1, F (p) = 0, è ïðèìåíèòü ëåììó 5.1.12. Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü γ â òî÷êå ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî
�γ èìååò â ýòîé òî÷êå îïðåäåëåííóþ ñêàëÿðíóþ ñêîðîñòü (åäèíè÷íóþ) è
îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå�, òî åñòü îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì
óñëîâèÿì:

(5.6) d

dt

∣∣
t0
|pγ(t)| = 1,

ãäå |pq| � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå, è
(5.7) lim sup

u,v→t0,uv>0
](p, γ(u), γ(v)) = 0,

ãäå ](A, B,C) � ýòî åâêëèäîâ óãîë òðåóãîëüíèêà 4ABC â âåðøèíå A.
Óñëîâèå (5.6) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.13.
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×òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå (5.7), ðàññìîòðèì ïðè u > v > 0 òðå-
óãîëüíèê 4(p, γ(u), γ(v)). Ëåãêî âèäåòü (ýòî ïðîñòîå óïðàæíåíèå ïî
ïëàíèìåòðèè), ÷òî åñëè ](p, γ(u), γ(v)) ≥ α > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C = C(α), ÷òî

|pγ(u)|+ |γ(v)γ(u)| − |pγ(v)| ≥ C|pγ(v)|.
Êîìáèíèðóÿ ýòî íàáëþäåíèå ñ òåì, ÷òî âñå îòíîøåíèÿ

d(p, γ(u))
|pγ(u)| ,

d(p, γ(v))
|pγ(v)| ,

d(γ(u), γ(v))
|γ(u)γ(u)|

ñõîäÿòñÿ ê 1 ïðè u, v → 0, ìû ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî
d(p, γ(u)) = d(p, γ(v)) + d(γ(u), γ(v)).

Íàïîìíèì, ÷òî íàøè äàëüíåéøåå èçëîæåíèå íå îïèðàåòñÿ íà ïðèâåäåííûå
çäåñü äîâîäû; íèæå ìû äîêàæåì ãëàäêîñòü êðàò÷àéøèõ êàê ïðîñòîå
ñëåäñòâèå ëåììû Ãàóññà 5.2.8.

5.1.6. Âàæíûå ïðèìåðû. Çäåñü ìû äàäèì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ E, F,G â ñëó÷àå �ìîäåëüíûõ� ìåòðèê è
�åñòåñòâåííûõ� êîîðäèíàò.

Íà÷íåì ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (êîòîðûå
âûðîæäàþòñÿ â íà÷àëå). Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèåì
(r, ρ) −→ (r cos ρ, r sin ρ), è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûå âåêòîðû èìåþò
âèä ∂

∂r = (cos ρ, sin ρ), ∂
∂ρ = (−r sin ρ, r cos ρ) (ãäå ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ

çàïèñàíû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ). Òàêèì îáðàçîì,
(5.8) E(r, ρ) = 1, F (r, ρ) = 0, G(r, ρ) = r2.

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ åâêëèäîâà ïëîñêîñòü àáñîëþòíî �îäíîðîäíà�, òî
åñòü âûãëÿäèò �îäèíàêîâîé� â îêðåñòíîñòÿõ âñåõ òî÷åê, íåïîñðåäñòâåííî
èç ôîðìóë (5.8) ýòîãî íå âèäíî: èç íèõ ÿñíî òîëüêî, ÷òî åâêëèäîâà
ïëîñêîñòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã íà÷àëà, òî åñòü
÷òî ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò ρ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåîáðàçîâàíèå (r, ρ) −→ (r, ρ + const) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

Óïðàæíåíèå 5.1.18. Îïèøèòå ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ è ïîêàæèòå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè. Äëÿ ýòîãî
ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî ôóíêöèîíàë äëèíû ñ êîýôôèöèåíòàìè
(5.8) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåíîñàõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà R ñ çàäàííûìè íà íåé (âûðîæäåííûìè)
êîîðäèíàòàìè
(ϕ, ρ) −→ (x = R sin(ϕ/R) cos ρ, y = R sin(ϕ/R) sin ρ, z = R cos(ϕ/R)).

Ýòî � ïî÷òè ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, åäèíñòâåííîå îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåíåí ìàñøòàá âäîëü ϕ-ëèíèé ñ òåì, ÷òîáû
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îíè áûëè ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè. Òðèâèàëüíûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî

(5.9) E = 1, F = 0, G = R2 sin2(ϕ/R).

Êàê è â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóë
ÿñíà òîëüêî âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ (ϕ, ρ) −→ (ϕ, ρ + const) ìåòðèêè.
Êîíå÷íî, ìû çíàåì (èç åâêëèäîâûõ ðàññìîòðåíèé), ÷òî ñôåðû ñîâåðøåííî
ñèììåòðè÷íû: äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñôåðû ñóùåñòâóþò äâèæåíèÿ â
R3, ïåðåâîäÿùèå ñôåðó â ñåáÿ è îäíó èç ýòèõ òî÷åê � â äðóãóþ.
Ýòî, îäíàêî, íå ñðàçó âèäíî, åñëè ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé è èñõîäèì èç ôîðìóë (5.9); èìåííî, åñëè ìû îïðåäåëÿåì ñôåðó
êàê ïîâåðõíîñòü, ðèìàíîâà ìåòðèêà êîòîðîé çàäàíà êîýôôèöèåíòàìè
(5.9), òî âûâîä ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ âñå èçîìåòðèè, òðåáóåò íåêîòîðîé
ðàáîòû (ñðàâíèòå ñ ïðåäûäóùèì óïðàæíåíèåì; åñëè ÷èòàòåëü ëþáèò
ñôåðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, îí ìîæåò ïåðåïèñàòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
åâêëèäîâû âðàùåíèÿ âîêðóã ïðÿìûõ, îòëè÷íûõ îò îñè z).

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü êðèâèçíû k (ãäå
k < 0!) êàê ïëîñêîñòü ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé
èìåþò âèä:

(5.10) E = 1, F = 0, G =
1
−k

sinh2(
√
−k r).

Äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè áóäóò äàíû â ïàðàãðàôå
5.3. Ïîçäíåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ñòîëü æå
îäíîðîäíû êàê ñôåðû è åâêëèäîâà ïëîñêîñòü.

Óïðàæíåíèå 5.1.19. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5.9) è (5.10), äëèíó
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r íà ñôåðå ðàäèóñà R è â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè
êðèâèçíû k.

5.2. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � ïîêàçàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòü ëþáîé
òî÷êè ìîæíî ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé E ðàâíî âñþäó 1,
à F � òîæäåñòâåííûé íîëü. Òàêàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ
ëèíèé òàêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîñòîèò èç êðàò÷àéøèõ (ïàðàìåòðèçîâàííûõ
äëèíîé äóãè). Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ãåîäåçè÷åñêèå êàê êðèâûå, óäîâëåòâîðÿþùèå
íåêîòîðîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è èñïîëüçóåì èõ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò.
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5.2.1. Ãåîäåçè÷åñêèå. Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Îïðåäåëèì ãåîäåçè÷åñêèå
êàê êðèâûå, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Çàòåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå
ëîêàëüíî ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè, è ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
äëèíîé äóãè, ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.
Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Ãåîäåçè÷åñêîé íàçîâåì ãëàäêóþ êðèâóþ (x(t), y(t)),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
(5.11)

E
d2x

dt2
+ F

d2y

dt2
= −

(
1
2

(
dx

dt

)2 ∂E

∂x
+

dx

dt

dy

dt

∂E

∂y
+

(
dy

dt

)2(∂F

∂y
− 1

2
∂G

∂x

))
,

(5.12)

F
d2x

dt2
+ G

d2y

dt2
= −

((
dx

dt

)2(∂F

∂x
− 1

2
∂E

∂y

)
+

dx

dt

dy

dt

∂G

∂x
+

1
2

(
dy

dt

)2 ∂G

∂y

)
.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò êàçàòüñÿ ñòðàííûì. ×òîáû
ìîòèâèðîâàòü âûáîð èìåííî ýòèõ óðàâíåíèé, ìû â ñëåäóþùåé ãëàâå,
âîñïîëüçîâàâøèñü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, ïîêàæåì, ÷òî âñå ãëàäêèå
êðàò÷àéøèå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óðàâíåíèÿì. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì
äåëå ìû íèãäå íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè. Âìåñòî ýòîãî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé,
ìû äàäèì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ëîêàëüíî
ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè. Â äàëüíåéøåì òàêæå ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ýòè
(êîîðäèíàòíûå) óðàâíåíèÿ çàäàþò òîò æå ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò è â
äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé, çàìåòèò, ÷òî óðàâíåíèÿ
(5.11) è (5.12) îïèñûâàþò äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ êîòîðîé çàäàíà ôîðìîé Eẋ2+2Fẋẏ+Gẏ2 (òî åñòü êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé íàøåé ìåòðèêà).
Óïðàæíåíèå 5.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ (òî åñòü,
êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.11) è (5.12)), çà èñêëþ÷åíèåì ïîñòîÿííîãî
îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè.

Ïîäñêàçêà.Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ (5.11) è (5.12) íà d
dtx è d

dty, ñîîòâåòñòâåííî,
è ñëîæèòå ðåçóëüòàòû. Çàòåì ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðàâåíñòâîì

d

dt

(
E

(
dx

dt

)2

+ 2F
dx

dt

dy

dt
+ G

(
dy

dt

)2)
= 0.

Óïðàæíåíèå 5.2.3. Ïðîâåðüòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî êðèâàÿ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå, áóäåò
ãåîäåçè÷åñêîé â êàæäîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü óïðàæíåíèåì 5.1.3.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè çàäàíû íà÷àëüíàÿ òî÷êà p = (x, y) è åäèíè÷íûé
âåêòîð V = (vx, vy) â òî÷êå p, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
γ(t), íà÷èíàþùàÿñÿ â p (ïðè t = 0) è èìåþùàÿ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü
γ̇(0) = V (ýòî � òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè). Ãåîäåçè÷åñêàÿ γ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
|t| (ïîñêîëüêó ñèñòåìà íå ëèíåéíà, òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå
íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü íà áîëüøèé èíòåðâàë).

Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé äóãè.

Îïðåäåëåíèå 5.2.4. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå expp(W ) îïðåäåëèì
ðàâåíñòâîì

expp(W ) = γ(|W |),
ãäå W ∈ TpΩ � êàñàòåëüíûé âåêòîð, γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè γ(0) = p, γ̇(0) = W/|W |, à |W | =

√
〈W,W 〉.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë expp ñîâåðøåííî ÿñåí: ÷òîáû ïîïàñòü â òî÷êó
expp(W ), íàäî ïðîéòè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ñ íà÷àëîì â p â íàïðàâëåíèè
W äèñòàíöèþ |W |.

Ðàçóìååòñÿ, çíà÷åíèå expp(W ) íå îïðåäåëåíî, åñëè êðèâàÿ γ(t) íå
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî t = |W |, íî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå
îïðåäåëåíî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî êîðîòêèõ âåêòîðîâ W .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå expp : Θp ⊂ TpΩ → Ω,
îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Θp íóëü-âåêòîðà â TpΩ. Ðàññìàòðèâàÿ
p êàê âòîðóþ ïåðåìåííóþ, ìû ìîæåì òàêæå ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå
exp: Θ ⊂ TΩ → Ω, ãäå Θ =

⋃
p∈Ω Θp. Ýòî � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

(ïî òåîðåìå î ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé).

Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë expp â òî÷êå 0 ∈ TpΩ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì ïî ïîñòðîåíèþ expp. Äåéñòâèòåëüíî, îáðàç expp(tV ) êðèâîé
tV ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîé â òî÷êå t = 0 �
ýòî â òî÷íîñòè V . Â ÷àñòíîñòè, expp ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ëó÷àìè,
èñõîäÿùèìè èç íà÷àëà � ôàêò, êîòîðûé áóäåò èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ
â äàëüíåéøåì. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè îòîáðàæåíèå expp

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Up íà÷àëà 0 ∈ TpΩ
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà åå îáðàç Vp = expp(Up) in Ω.

Ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè. Ìàêñèìàëüíûé �ðàçìåð� îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé
expp îñòàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ìåòðèêè âáëèçè òî÷êè p.

Îïðåäåëåíèå 5.2.5. Ðàäèóñîì èíúåêòèâíîñòè rp â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìóì òàêèõ ÷èñåë rp (èëè ∞), ÷òî expp : B(rp) → Ω ÿâëÿåòñÿ
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äèôôåîìîðôèçìîì íà îáðàç, ãäå B(r) � êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
0 ∈ TpΩ.
Óïðàæíåíèå 5.2.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K, ñîäåðæàùåãîñÿ
â Ω, inf{rp : p ∈ K} 6= 0.
Çàìå÷àíèå. Ýòî � íå ñëèøêîì ïðèÿòíîå óïðàæíåíèå; õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî
îñíîâûâàåòñÿ íà îáû÷íûõ äëÿ êîìïàêòíîñòè ñîîáðàæåíèÿõ, åãî àêêóðàòíîå
èçëîæåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðÿìîëèíåéíûé
(íî íå íàèëó÷øèé) ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáðàòèòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè è ïîëó÷èòü â íåì ýôôåêòèâíûå îöåíêè
ñíèçó äëÿ ðàçìåðà îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå îáðàòèìî. Îäíàêî
èìåþòñÿ è ïðåâîñõîäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà (ïðèìåðû òîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïîñîáà ìûøëåíèÿ, êîòîðîå ìû ñòðåìèìñÿ ðàçâèòü ýòîé
êíèãîé), îäíàêî îíè òðåáóþò íåêîòîðîé èçîáðåòàòåëüíîñòè.

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ϕ : R2 →
B(rp) â êðóãå ðàäèóñà rp ñ öåíòðîì â 0 ∈ TpΩ. Âìåñòå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
îòîáðàæåíèåì expp ýòî äàåò íàì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) →
expp ϕ(x, y) â Vp = expp B(rp). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ýòî � âûðîæäåííàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò, èáî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû èìåþò �îñîáåííîñòü ïðè
r = 0�, íî, êàê îáû÷íî, òàêàÿ îñîáåííîñòü íå ñîçäàåò êàêèõ ëèáî
òðóäíîñòåé. ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè q ∈ Vp ⊂ Ω, íàäî ñîåäèíèòü
p è q ãåîäåçè÷åñêîé, ïðîõîäÿùåé â Vp (åå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî expp : Up → Vp � äèôôåîìîðôèçì). Äëèíà
ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé è áóäåò x-êîîðäèíàòîé òî÷êè q, à ρ-êîîðäèíàòà
âåêòîðà ñêîðîñòè â òî÷êå p ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé áóäåò y-êîîðäèíàòîé
òî÷êè q. Ýòî � â òî÷íîñòè ðèìàíîâ àíàëîã ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Òàêèå
êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñ öåíòðîì â p.
Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûìè x-ëèíèÿìè γy(t) = (t, y) ñëóæàò ãåîäåçè÷åñêèå,
ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè.

Áîëåå îáùî, íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
(x, y), ÷òî åå x-ëèíèÿìè ñëóæàò ãåîäåçè÷åñêèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé
äóãè, à êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ îðòîãîíàëüíû ïðè x = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî y-ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, îðòîãîíàëüíûìè ê y-
îñè ïðè x = 0. Â ñëó÷àå �îáîáùåííûõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò�, îïèñàííûõ
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ëèíèÿ x = 0 âûðîæäàåòñÿ â îäíó òî÷êó p; ÷òîáû
îòëè÷àòü òàêèå �îáîáùåííûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû�, ìû íàçûâàåì èõ
íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñ öåíòðîì â p.

Èç äàëüíåéøåãî áóäåò ÿñíî, ÷òî íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî
îïðåäåëèòü êàê êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ E = 1, è F = 0.
Çàìå÷àíèå. ×èòàòåëè, êîòîðûå õîòÿò çíàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñòàðøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ, ìîãóò îïðåäåëèòü íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû êàê êîîðäèíàòû,
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â êîòîðûõ äëèíà ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà âñþäó ðàâíà 1, è
îí âñþäó îðòîãîíàëåí îñòàëüíûì êîîðäèíàòíûì âåêòîðàì. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîé êîîðäèíàòå,
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Èíòóèòèâíî, ìîæíî ñíà÷àëà ïðîäîëæàòü äóìàòü
î äâóõ êîîðäèíàòàõ, èç êîòîðûõ âòîðàÿ � (n − 1)-ìåðíàÿ; à çàòåì
ïðåäñòàâèòü ñåáå ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé è ñåìåéñòâî
îðòîãîíàëüíûõ ê íèì ýêâèäèñòàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé,. Ýòîò ïîäõîä áóäåò
ðàçâèò â ñëåäóþùåé ãëàâå (ïàðàãðàô 6.4.1).

5.2.2. Ëåììà Ãàóññà è ëîêàëüíàÿ ìèíèìàëüíîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ.
Èìååòñÿ î÷åíü ïðîñòîé ïðèçíàê íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ëåììà 5.2.7. Åñëè êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè â íåêîòîðîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ E = 1, F = 0, òî ýòà ñèñòåìà
êîîðäèíàò � íîðìàëüíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åå óñëîâèé
x-ëèíèè (x = t, y = const) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (5.11) è
(5.12). ¤

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå òîæå âåðíî. Èìåííî, ÷òî â íîðìàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ èõ x- è y-ëèíèè âçàèìíî îðòîãîíàëüíû (íå òîëüêî ïðè
x = 0). Ýòî óòâåðæäåíèå îáû÷íî íàçûâàþò ëåììîé Ãàóññà.

Ëåììà 5.2.8. Â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
F = 〈X, Y 〉 òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ x-ëèíèþ (x(t), y(t)) =
(t, y0). Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (5.11) è (5.12) (çàìåòèì,
÷òî ìû èñïîëüçóåì óïðàæíåíèå 5.2.3). Ýòè óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå êîîðäèíàòíûõ
ëèíèé ïðèíèìàþò î÷åíü ïðîñòîé âèä, èáî x′ = 1, x′′ = 0, y′ = 0,
y′′ = 0, ãäå, êàê îáû÷íî, øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê äâóì óðàâíåíèÿì: 0 = −∂E/∂x è 0 = −∂F/∂x.
Ïåðâîå óðàâíåíèå íå íåñåò íîâîé èíôîðìàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî
x-ëèíèè ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî E ≡ 1.
Âòîðîå óðàâíåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî F íå ìåíÿåòñÿ âäîëü x-ëèíèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò F òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òàê êàê îí
ðàâåí íóëþ íà y-îñè x = 0. ¤

Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå, â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ðèìàíîâî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå èìååò òîëüêî îäèí íåòðèâèàëüíûé êîýôôèöèåíò G(x, y),
èáî E = 1 è F = 0; â ÷àñòíîñòè êîîðäèíàòíûå ëèíèè îáðàçóþò
îðòîãîíàëüíóþ ñåòü.

Èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî êîðîòêèé
ó÷àñòîê ãåîäåçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.
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Ëåììà 5.2.9. Ïóñòü γ(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà÷àëîì γ(0) = p, è ïóñòü
b < rp, ãäå rp � ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè â òî÷êå p. Òîãäà γ ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó òî÷êàìè p = γ(0) è q = γ(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè p = (0, 0) è q =
(x0, y0) êóñî÷íî ãëàäêóþ êðèâóþ σ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, b], ãäå (x, y) �
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ñ öåíòðîì â p. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò x0 = b < rp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1 íàèìåíüøåå èç
òåõ çíà÷åíèé t, äëÿ êîòîðûõ x(t) = x0. Òîãäà êðèâàÿ σ|[0,b1]

ñîäåðæèòñÿ â
íàøåé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå, è ìû ìîæåì îöåíèòü åå äëèíó ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

L(σ) ≥
∫ b1

0

√
(x′)2 + G(y′)2 dt ≥

∫ b1

0
|x′| dt ≥

∫ b1

0
x′ dt = x0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ëþáîãî ïóòè ìåæäó p è q íå ìåíüøå b. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâà â ïîñëåäíåé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ ìîãóò èìåòü ìåñòî
òîëüêî â ñëó÷àå σ = γ. ¤

Óïðàæíåíèå 5.2.10. Ïîêàæèòå, ÷òî èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå
êðàò÷àéøèå ãëàäêèå!

Èç ýòîé ëåììû è óïðàæíåíèÿ 5.2.6 âûòåêàåò î÷åíü ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.2.11. Ó êàæäîé òî÷êè p ∈ Ω íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü,
÷òî ëþáûå äâå òî÷êè, ëåæàùèå â ýòîé îêðåñòíîñòè, ñîåäèíèìû ðîâíî
îäíîé êðàò÷àéøåé, è êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó åå êîíöàìè.

Óïðàæíåíèå 5.2.12. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

5.3. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè áûëè óæå îïðåäåëåíû â ïàðàãðàôå 5.1
çàäàíèåì èõ ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñì.
(5.10)). Ýòî îïðåäåëåíèå íå âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûì (çà
èñêëþ÷åíèåì òîãî äîâîäà, ÷òî îíî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé çàìåíîé ñèíóñà
è êîñèíóñà â ôîðìóëàõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè).
Îäíàêî íà ñàìîì äåëå èìåþòñÿ î÷åíü ñåðüåçíûå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì
ñëåäóåò èçó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè. Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
ìåòðè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ äâóìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

5.3.1. Ìîòèâèðîâêè.
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Ìîäåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè, ãèïîòåçû è
ïðèìåðû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè î÷åíü ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ,
êîòîðûå îáû÷íî ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû ãîðàçäî ëó÷øå, ÷åì
áîëåå îáùèå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. È ìíîãèå ðåçóëüòàòû
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê �òåîðåìû ñðàâíåíèÿ�, òî åñòü òåîðåìû,
óòâåðæäàþùèå, ÷òî îïðåäåëåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ìàæîðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîäõîäÿùåãî
ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ñðàâíåíèÿ). Íàïðèìåð, íàøè
îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíîé èëè íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
áàçèðîâàëèñü íà ñðàâíåíèè ñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ. Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü,
ñôåðû è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðè íàèáîëåå
âàæíûõ òèïà ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (êîíå÷íî, åñòü è äðóãèå âàæíûå
îáúåêòû äëÿ ñðàâíåíèÿ, òàêèå, êàê ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà). Ïî÷òè
íàâåðíÿêà ÷èòàòåëü õîðîøî çíàêîì ñ ïåðâûìè äâóìÿ òèïàìè ìîäåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ: ñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ ìû èìååì äåëî åùå â íà÷àëüíîé
øêîëå, à íåêîòîðûå ôàêòû èç âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ñòàíäàðòíûõ ñôåð â
R3 äîêàçûâàþòñÿ â ñòàðøèõ êëàññàõ øêîëû (÷åðåç ãåîìåòðèþ îáúåìëþùåãî
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3). Õîðîøåå çíàíèå ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
íåîáõîäèìî äëÿ ãåîãðàôèè è àñòðîíîìèè. Íàîáîðîò, ãåîìåòðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè H2 ÷àñòî îñòàåòñÿ íåÿñíîé è äàæå òàèíñòâåííîé, õîòÿ îíà
ñîâñåì íå ñëîæíåå ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ýòîì ïàðàãðàôå äàíî
ââåäåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Ìû óâèäèì, ÷òî ñôåðû, ïëîñêîñòü
è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ñîâìåñòíî îáðàçóþò çàìå÷àòåëüíîå 1-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé; êðèâèçíà ðàâíà íóëþ äëÿ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè è ðàâíà 1/r2 äëÿ ñôåðû ðàäèóñà r. Èñïîëüçóÿ êðèâèçíó,
ìîæíî çàïèñàòü âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè
áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ íàøåãî ñåìåéñòâà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êà÷åñòâåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü êîðåííûì
îáðàçîì ðàçëè÷íûìè â åâêëèäîâîé, ãèïåðáîëè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèÿõ.

Ìåòà-ìàòåìàòè÷åñêîå îáñóæäåíèå: ïî÷åìó ãèïåðáîëè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà? Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî, âûáèðàÿ ìîäåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü îñòàíàâëèâàåìñÿ íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:
èìåííî îíî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëîã òîãî
ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìû ÷åðïàåì íàø åæåäíåâíûé
îïûò. Îäíàêî åñòü íåñêîëüêî ìåòà-ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðè÷èí, ïî êîòîðûì
ìû äîáàâëÿåì ê íàøåìó ñïèñêó ìîäåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñôåðè÷åñêèå è
ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1. Ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè (âìåñòå ñ åâêëèäîâûì) èñ÷åðïûâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ èçîòðîïíûõ 2-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
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èçîòðîïíûì , åñëè îíî �âûãëÿäèò îäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ è âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ� (òî åñòü, äëÿ ëþáûõ äâóõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ
íàéäåòñÿ èçîìåòðèÿ, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ïåðåâîäèò îäèí èç ýòèõ
âåêòîðîâ â äðóãîé. Îáðàùàÿñü ê ôèçè÷åñêîé àíàëîãèè, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû íå äîëæíû çàâèñåòü îò ìåñòà è íàïðàâëåíèÿ
(èìååòñÿ â âèäó ñàìî ïðîñòðàíñòâî, áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ
îáúåêòîâ, òàêèõ, êàê Çåìëÿ, è ò.ä.).

2. Èäåÿ ïðÿìîé ëèíèè, ÿâëÿþùàÿñÿ êðàåóãîëüíûì êàìíåì åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè, ìîãëà âîçíèêíóòü ïðè íàáëþäåíèè òðàåêòîðèé ñâîáîäíî
äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö èëè ëó÷åé ñâåòà. Îäíàêî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè
(ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ èëè â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå,
êàê ýòî èìååò ìåñòî â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè) èìååòñÿ äâà
îñíîâíûõ òèïà ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïó÷êà òðàåêòîðèé: ýëëèïòè÷åñêîå
è ãèïåðáîëè÷åñêîå. Ìîäåëüíûìè ïðèìåðàìè ýòèõ äâóõ òèïîâ ñëóæàò
ïó÷êè ïðÿìûõ íà ñôåðàõ è íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïëîñêîñòÿõ.

3. Íà ñàìîì äåëå ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå îòðàæàåò áîëåå îáùåå
ÿâëåíèå: â ìàòåìàòèêå (è ôèçèêå) ðàçëè÷àþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå è
ýëëèïòè÷åñêèå îáúåêòû, íàïðèìåð, ãèïåðáîëû è ýëëèïñû, ñèíóñ è ãèïåðáîëè÷åñêèé
ñèíóñ, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
è äàæå âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íûì (ïàðàáîëè÷åñêèì)
ñëó÷àåì ìåæäó ñôåðè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèÿìè. Íåòðóäíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ñôåðà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïëîñêîé ñ ðîñòîì
åå ðàäèóñà. Çàáûòü â òàêîé ñèòóàöèè î ñåìåéñòâå ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ � ýòî âñå ðàâíî, êàê çàáûòü î êîìïëåêñíûõ êîðíÿõ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, è íà ñàìîì äåëå ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðû ìíèìûõ ðàäèóñîâ.

4. Ïîñëåäíÿÿ, íî âàæíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñòîðè÷åñêè
îòêðûòèå è èçó÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîñëóæèëè ñèëüíåéøèì
ñòèìóëîì, äàâøèì òîë÷îê ðàçâèòèþ ãåîìåòðèè è âñåé ìàòåìàòèêè â
öåëîì.

Àêñèîìû, ìîäåëè, èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ. Ìû òàê ïðèâûêëè ê
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ÷òî ðåäêî çàäàåìñÿ âîïðîñîì î ïðîèñõîæäåíèè
ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàêîíîâ. Èìååòñÿ äâà ïîäõîäà
ê ïîñòðîåíèþ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ïðè îäíîì ïîäõîäå, âîñõîäÿùåì
ê Åâêëèäó, ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò, óäîâëåòâîðÿþùèé
îïðåäåëåííîìó íàáîðó àêñèîì; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè àêñèîìû îòðàæàþò
òå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ìèðà, ñ êîòîðûìè ñâÿçàí íàø
åæåäíåâíûé îïûò. Èìååòñÿ öåëûé ðÿä ó÷åáíèêîâ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè,
êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà ýòîì ïîäõîäå è â êîòîðûõ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ
âûâîäèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè èç àêñèîì (ïîñëåäíèå áîëåå èëè ìåíåå òå æå,
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÷òî ó Åâêëèäà, íî ñôîðìóëèðîâàííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûìè
òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè). Èìåííî òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îáó÷åíèÿ ãåîìåòðèè â øêîëå â áîëüøèíñòâå ñòðàí, è øêîëüíèêàì òðåáóåòñÿ
íåñêîëüêî ëåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè (áîëåå èëè ìåíåå
ñòðîãî è ñèñòåìàòè÷åñêè) íà îñíîâå àêñèîì. Òåì, êòî îáó÷àëñÿ òàêèì
ñïîñîáîì, àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä îáû÷íî êàæåòñÿ ñàìûì åñòåñòâåííûì.
Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (òî÷íåå, åå
�ìîäåëè�) èç äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå êàæóòñÿ áîëåå
ïîíÿòíûìè èëè ôóíäàìåíòàëüíûìè. Íàïðèìåð, ìîæíî îïðåäåëèòü åâêëèäîâó
ïëîñêîñòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (x, y) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òàêèå
ïàðû íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, êàæäîå ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåå
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ax + by + c = 0 ñ÷èòàåòñÿ ïðÿìîé, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ââîäèòñÿ ôîðìóëîé |(x1, y1)(x2, y2)| =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âñå íà÷èíàåòñÿ ñî ñïèñêà êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ îñíîâíûõ îáúåêòîâ; íî ïðè
ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñîìíåíèå, ñóùåñòâóþò ëè îáúåêòû ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè. Áîëåå ìóäðî äåðæàòü îáà ïîäõîäà è ïåðåõîäèòü îò îäíîãî ê
äðóãîìó â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ îáñòîÿòåëüñòâ.

×òî êàñàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òî çäåñü òðóäíî íàéòè ó÷åáíèê,
â êîòîðîì îíà ñòðîèëàñü áû àêñèîìàòè÷åñêè, õîòÿ ñïèñîê àêñèîì ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç åâêëèäîâûõ àêñèîì ïóòåì íåáîëüøîé
ìîäèôèêàöèè (ïîèñê âñåõ èçìåíåíèé â àêñèîìàòèêå, íåîáõîäèìûõ äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñôåðó âìåñòî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ
õîðîøèì óïðàæíåíèåì). Îáû÷íî ìû èçó÷àåì ñôåðû êàê ïîäìíîæåñòâà
R3 íà îñíîâå åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ìû ìîãëè áû àêñèîìàòè÷åñêè
çàäàòü îñíîâíûå îáúåêòû (òî÷êè, ïðÿìûå, óãëû, ðàññòîÿíèÿ) ñâÿçàâ
èõ äðóã ñ äðóãîì îïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè â ôîðìå àêñèîì. Âìåñòî
ýòîãî ìû òðàäèöèîííî íà÷èíàåì ñ ìîäåëè ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà
îñíîâå ñòàíäàðòíîé ñôåðû â R3; �òî÷êàìè� ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ñëóæàò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R3, ëåæàùèå íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè
îò íà÷àëà; �ïðÿìûìè� ìû ñ÷èòàåì áîëüøèå êðóãè (ñå÷åíèÿ ñôåðû
ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð). Ñôåðè÷åñêèé óãîë ìåæäó
äâóìÿ ïðÿìûìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê åâêëèäîâ óãîë ìåæäó åâêëèäîâûìè
ïëîñêîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ýòè ïðÿìûìè. Íàêîíåö,�ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå�
îïðåäåëÿåòñÿ êàê åâêëèäîâ óãîë â öåíòðå ñôåðû. Îòìåòèì, ÷òî �ñôåðè÷åñêàÿ
ïðÿìàÿ� ñîâñåì íå âûãëÿäèò ïðÿìîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåìëþùåãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îòëè÷íî îò ðàññòîÿíèÿ
â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. ×èòàòåëü ìîæåò ñêàçàòü: �Õà, ýòî ïðîñòî
ãåîäåçè÷åñêèå, óãëû è ðàññòîÿíèÿ â èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêå!�
Ýòî, êîíå÷íî, âåðíî, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñûãðàëî ðîëü â èñòîðèè
ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî, ýòî óäà÷à, ÷òî ìû èìååì ñòîëü
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óäîáíóþ ìîäåëü ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè � íå âñåãäà ìîäåëè ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû ñòîëü åñòåñòâåííî.

Òåïåðü, ïîñëå ýòîãî îòñòóïëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà, ïåðåéäåì ê
ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ñóùåñòâóåò î÷åíü êîðîòêîå àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè: âîçüìèòå àêñèîìû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è çàìåíèòå ïÿòûé
ïîñòóëàò (óòâåðæäåíèå: �äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå íåêîòîðîé ïðÿìîé,
è èìåþùèå îáùóþ òî÷êó, äîëæíû ñîâïàäàòü�) íà ïðîòèâîïîëîæíîå
óòâåðæäåíèå. (Êîíå÷íî, îðèãèíàëüíûå ôîðìóëèðîâêè Åâêëèäà íå óäîâëåòâîðÿþò
ñîâðåìåííûì êðèòåðèÿì ñòðîãîñòè è òî÷íîñòè, íî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
àêñèîìàòèêîé Ãèëüáåðòà, êîòîðûé ïîñòðîèë ñîâðåìåííóþ âåðñèþ ñèñòåìû
Åâêëèäà.) Ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå èçìåíåííîé ñèñòåìå àêñèîì
(îäíà àêñèîìà çàìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ) è åñòü ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïëîñêîñòü. Îäíàêî, òàêîìó îïðåäåëåíèþ ïðåäøåñòâîâàë äëèííûé èñòîðè÷åñêèé
ïóòü.

Èñòîðèÿ ïÿòîãî ïîñòóëàòà âîñõîäèò ê Åâêëèäó, êîòîðûé ïðîäåìîíñòðèðîâàë
ãåíèàëüíóþ èíòóèöèþ, âêëþ÷èâ ïÿòûé ïîñòóëàò â ÷èñëî àêñèîì (âèäèìî,
ïîñëå áåçóñïåøíûõ ïîïûòîê âûâåñòè ïÿòûé ïîñòóëàò èç äðóãèõ àêñèîì
è ïî÷óâñòâîâàâ, ÷òî ýòî ìîæåò çàâåñòè åãî ñëèøêîì äàëåêî). Ïîñëå
Åâêëèäà áûëî ìíîãî �äîêàçàòåëüñòâ�, òî åñòü ðàññóæäåíèé, êîòîðûå
ïðèâîäèëè ê �ïðîòèâîðå÷èþ�, íî ïðîòèâîðå÷èþ òîëüêî ñ íàøèìè ïðèâû÷íûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè, à íå ñ äðóãèìè àêñèîìàìè.

Íàïðèìåð, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïÿòûé ïîñòóëàò íåâåðåí, òî
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî, ÷òî ïëîùàäü ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà åãî íå ïðåâîñõîäèò. Ðàçâå ìû íå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå?
Âåäü âñåì �èçâåñòíî�, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òðåó-
ãîëüíèê! Íî áåäà â òîì, ÷òî ýòî �çíàíèå� íå ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ àêñèîì
Åâêëèäà.

Âåðîÿòíî, ïåðâûì ìàòåìàòèêîì, êîòîðûé ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàë
ñèñòåìó àêñèîì, â êîòîðîé ïÿòûé ïîñòóëàò çàìåíåí åãî îòðèöàíèåì, áûë
Ê. Ô. Ãàóññ. (Òåïåðü ìàòåìàòèêè íàçûâàþò òàêóþ ñèñòåìó àêñèîì è
åå ñëåäñòâèÿ �íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé�.) Ãàóññ ïðåäïîëàãàë, ÷òî òàêàÿ
ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåïðîòèâîðå÷èâîé íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå
ñâîéñòâà íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íàøèõ
ïðåäñòàâëåíèé, áàçèðóþùèõñÿ íà êàæäîäíåâíîì îïûòå. Â ýòîì îòíîøåíèè
Ãàóññ ïîøåë òàê æå äàëåêî, êàê Ëîáà÷åâñêèé è Áîëüÿéè, è ïðè÷èíà,
ïî÷åìó òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ãåîìåòðà èçâåñòíû êàê ïåðâîîòêðûâàòåëè
íååâêëèäîâoé ãåîìåòðèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî Ãàóññ íå îïóáëèêîâàë
ñâîèõ èññëåäîâàíèé. Óäèâèòåëüíî, íî èìåííî òî, ÷òî îí �çíàë ñëèøêîì
ìíîãî�, óäåðæàëî Ãàóññà îò ïóáëèêàöèè åãî îòêðûòèÿ: îí ïîíèìàë, ÷òî
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòüìîäåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî àêñèîìàòèêà
íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè íåïðîòèâîðå÷èâà. (íè Ëîáà÷åâñêèé, íè Áîëüÿéè
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íå èìåëè òàêèõ ìîäåëåé; îíè áûëè ïîñòðîåíû ìíîãî ïîçæå Áåëüòðàìè
è Ïóàíêàðå). Â ïèñüìå Ãàóññà (àäðåñîâàííîì îòöó ß. Áîëüÿéè) îí
âûñêàçàë ñâîþ âåðó â òî, ÷òî íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà.
Ãàóññ èñõîäèë èç íåîñóùåñòâèìîé, õîòÿ è ãëóáîêîé èäåè: îí õîòåë
ðåàëèçîâàòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ êàê âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ
íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â R3 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
ðåàëèçóåòñÿ íà åâêëèäîâûõ ñôåðàõ. Ãàóññ äàæå íàøåë âëîæåííûå â R3

êóñêè ïîâåðõíîñòè ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè (òàê íàçûâàåìûå ïñåâäîñôåðû),
íî îí íå ñìîã ðåàëèçîâàòü òàê âñþ ïëîñêîñòü. Âèäèìî, ýòî çàñòàâëÿëî
åãî ïîäîçðåâàòü, ÷òî, âîçìîæíî, ãäå-òî âñå æå ñïðÿòàíî ïðîòèâîðå÷èå.
Îäíàêî ìíîãî ïîçæå Ä. Ãèëüáåðò äîêàçàë, ÷òî âñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïëîñêîñòü íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà âëîæåííîé ïîâåðõíîñòüþ. Ìû
ñêîðî óâèäèì, ÷òî íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ïëîñêîñòè; íî äåëî â òîì, ÷òî ýòà ìåòðèêà íå ìîæåò
áûòü èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíà â R3.

Çàâåðøàÿ ýòî èñòîðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå, îòìåòèì, ÷òî åñëè êòî ëèáî
çàõî÷åò ïîñòðîèòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ èñõîäÿ òîëüêî èç åå
àêñèîì, òî åãî æäåò ñòîëü æå äëèííûé ïóòü, êàêîé ïîòðåáîâàëñÿ â
øêîëå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Ïîæàëóé, âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðîéòè ýòîò ïóòü îäíàæäû. Ïîýòîìó ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ãåîìåòðèþ îáû÷íî èçó÷àþò ñ ïîìîùüþ åå ìîäåëåé. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî
ïðè íåîáõîäèìîñòè âûâîäèòü èç àêñèîì êàæäîå óòâåðæäåíèå åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè ýòè óòâåðæäåíèÿ ïîëåçíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: òå, êîòîðûå
íå çàâèñÿò îò ïÿòîãî ïîñòóëàòà, è òå, êîòîðûå íà íåãî ñóùåñòâåííî
îïèðàþòñÿ. Ïåðâûé êëàññ óòâåðæäåíèé íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ãåîìåòðèåé;
òàêèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû êàê äëÿ åâêëèäîâîé, òàê è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïðèíàäëåæèò àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè. À
óòâåðæäåíèå, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
÷èñòî åâêëèäîâo: îíî íå âûïîëíÿåòñÿ íè â ãèïåðáîëè÷åñêîé, íè â
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèÿõ.

5.3.2. Ýëåìåíòàðíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.Ìîäåëü Ïóàíêàðå.
Îïèøåì ìîäåëü Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òî, ÷òî ýòà ìîäåëü
èçîìåòðè÷íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, îïèñàííîé âûøå, ìû äîêàæåì
ïîçæå, à ñåé÷àñ èñïîëüçóåì ìîäåëü Ïóàíêàðå, ÷òîáû ñðàâíèòåëüíî
äåòàëüíî èçó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ãîâîðÿ î
�ìîäåëÿõ� ìû èìååì â âèäó òîëüêî òî, ÷òî ìû èçó÷àåì ðèìàíîâó ìåòðèêó
ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðèìàíîâû îáúåêòû ìîãóò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ åâêëèäîâîé òî÷êè
çðåíèÿ.
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Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, ãäå åâêëèäîâà ïëîñêîñòü
åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèé), ñóùåñòâóåòìíîæåñòâî ïîïàðíî
íå èçîìåòðè÷íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé. Îíè îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî � ïî îäíîé ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
k < 0. Îäíàêî âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
äðóã èç äðóãà èçìåíåíèåì ìàñøòàáà � óìíîæåíèåì ìåòðèêè íà ÷èñëî.
Ìû íà÷íåì ñ òîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïàðàìåòðó k = −1, è áóäåì èìåííî åå íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòüþ.

Ìîäåëü Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

H2 = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xy, ñíàáæåííóþ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(5.13) 〈V, W 〉(x,y) =
1
y2
〈V, W 〉E ,

ãäå 〈, 〉E � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè èìåþò âèä:

E(x, y) = G(x, y) =
1
y2

, F = 0,

è ãèïåðáîëè÷åñêèé ôóíêöèîíàë äëèíû L èìååò âèä

(5.14) L(γ, a, b) =
∫ b

a

1
y

∣∣∣∣
dγ(t)

dt

∣∣∣∣ dt

íà ñåìåéñòâå âñåõ êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ. Çäåñü y = y(γ(t)) îçíà÷àåò
y-êîîðäèíàòó òî÷êè γ(t), a | d

dtγ(t)| � åâêëèäîâà äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòüþ (èëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî). Òðàäèöèîííî îíà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç H èëè H2. Îáû÷íî, ãîâîðÿ î ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ìû èìååì â âèäó êëàññ èçîìåòðè÷íûõ ìåæäó ñîáîé ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî
ìîäåëüþ Ïóàíêàðå ìû áóäåì íàçûâàòü èìåííî òîò ïðåäñòàâèòåëü
êëàññà, êîòîðûé ìû òîëüêî ÷òî îïðåäåëèëè.

Îòìåòèì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ôóíêöèîíàë äëèíû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì êîíôîðìíîãî ôóíêöèîíàëà äëèíû (òî åñòü, åãî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà Q(V, V ) ïîëó÷àåòñÿ èç åâêëèäîâîé óìíîæåíèåì íà ôóíêöèþ).

Îïèøåì îñíîâíûå îáúåêòû ïîëó÷åííîé ãåîìåòðèè â òåðìèíàõ åâêëèäîâîé
ñòðóêòóðû íà ïëîñêîñòè xy. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå
ñâîéñòâà èíâåðñèé; èõ ìîæíî íàéòè â äîáàâëåíèè 5.3.6 â êîíöå ýòîãî
ïàðàãðàôà.
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• Ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè ìû íàçûâàåì åâêëèäîâû ïîëóîê-
ðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå ê îñè x, è âåðòèêàëüíûå (òî åñòü
îðòîãîíàëüíûå ê òîé æå îñè) ëó÷è ñ íà÷àëîì íà îñè x. (Èìåííî
ýòè êðèâûå ñëóæàò ãåîäåçè÷åñêèìè ïîñòðîåííîé ìåòðèêè.)

• Ãèïåðáîëè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè (èçîìåòðèÿìè) ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå
ïåðåíîñû âäîëü îñè x-îâ, ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíûõ
ïðÿìûõ, ãîìîòåòèè (ïîäîáèÿ) è èíâåðñèè ñ öåíòðàìè íà îñè x,
à òàêæå êîíå÷íûå êîìïîçèöèè ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü H êàê ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z
ñ Im(z) > 0, òî ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèå
äâèæåíèÿ èìåþò âèä

T (z) =
az + b

cz + d
,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c, d äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
ad − bc = 1. ×òîáû ïîëó÷èòü âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå äâèæåíèÿ,
íàäî äîáàâèòü åùå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

T (z) =
az̄ + b

cz̄ + d
,

ãäå ad− bc = −1.
• Ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè p = (0, y1) è q =

(0, y2) íà îñè y ðàâíî
d(p, q) = | ln y1 − ln y2|.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a è b
íàéäåòñÿ äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ýòè òî÷êè â êàêèå òî òî÷êè
p è q íà îñè y. Òàê êàê ðàññòîÿíèÿ d(a, b) è d(p, q) äîëæíû áûòü
ðàâíû, òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îñü y â êà÷åñòâå �ëèíåéêè�.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèì óãëîì ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè
îêàçûâàåì îáû÷íûé (åâêëèäîâ) óãîë ìåæäó ïîëóîêðóæíîñòÿìè
(èëè ïîëóîêðóæíîñòüþ è ëó÷îì), ïðåäñòàâëÿþùèìè ýòè ïðÿìûå
â ìîäåëè Ïóàíêàðå.

• Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîùàäü îáëàñòè Ω ðàâíà èíòåãðàëó

h2(Ω) =
∫

Ω

1
y2

dxdy.

Ìû íàäååìñÿ, ÷èòàòåëü ïîíèìàåò, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ òðåáóþò
äîêàçàòåëüñòâ.

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Èìåÿ äåëî ñ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè, î÷åíü çàìàí÷èâî îáðàùàòüñÿ ê ïîíÿòèÿì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.
Îäíàêî çäåñü íàäî áûòü îñòîðîæíûì: îáúåêòû ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè
äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëè÷åñêèì èçîìåòðèÿì.
Íàïðèìåð, åâêëèäîâû óãëû íå ìåíÿþòñÿ ïðè ãèïåðáîëè÷åñêèõ èçîìåòðèÿõ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óãëîâ ïî êðàéíåé
ìåðå íå áåññìûñëåííî. Îäíàêî,ñêàæåì, åâêëèäîâà ïëîùàäü ìîäåëè Ïóàíêàðå
íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òàê êàê ïðè
ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ îíà ìîæåò ìåíÿòüñÿ.

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò
î ïîíÿòèÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðå (â ïðîòèâîâåñ
åâêëèäîâûì ïîíÿòèÿì ìîäåëè Ïóàíêàðå), ìû áóäåì äîáàâëÿòü ïðèëàãàòåëüíîå
�ãèïåðáîëè÷åñêàÿ�. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðÿìûõ (êîòîðûå ìîãóò áûòü åâêëèäîâûìè ïîëóîêðóæíîñòÿìè), ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ðàññòîÿíèÿõ, è ò. ä.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü, îïðåäåëåííàÿ ñ
ïîìîùüþ ìîäåëè Ïóàíêàðå, âåñüìà íåîäíîðîäíà: äàæå ïðÿìûõ â íåé äâà
òèïà � åâêëèäîâû ïîëóîêðóæíîñòè è ëó÷è. À êîãäà ìû ïðèáëèæàåìñÿ
ê îñè x-îâ ìîäåëè Ïóàíêàðå, îòíîøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé
ê åâêëèäîâûì ñòàíîâÿòñÿ îãðîìíûìè; â òî æå âðåìÿ ýòè îòíîøåíèÿ
ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ìàëûìè, êîãäà y → ∞. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå
âíóòðåííå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü ñîâåðøåííî îäíîðîäíà; ýòî ñòàíîâèòñÿ
ÿñíûì èç ðàññìîòðåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê ëåãêî íàéòè ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå
îäíó èç ýòèõ òî÷åê â äðóãóþ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü äàæå
íå ïîëüçóÿñü èíâåðñèÿìè! Áîëåå òîãî, ëþáîé ëó÷ ìîæíî ïåðåâåñòè
ãèïåðáîëè÷åñêèì äâèæåíèåì â ëþáîé äðóãîé ëó÷, ïîêàçàâ òåì ñàìûì,
÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü èçîòðîïíà.

Ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå. Óäîáíîé ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè Ïóàíêàðå
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå. Â ýòîé ìîäåëè òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèé
ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè åäèíè÷íîãî êðóãà. Âåðîÿòíî, ëó÷øå
âñåãî, èìåòü íàãîòîâå ðàçíûå ìîäåëè è ïåðåõîäèòü îò îäíîé ìîäåëè
ê äðóãîé, â êàæäîì ñëó÷àå âûáèðàÿ ìîäåëü, íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ ê
äàííîé ñèòóàöèè.

Ïåðåõîä ê ìîäåëè â êðóãå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê âûáîð
íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ
ϕ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ðàäèóñà

√
2 ñ öåíòðîì p = (0,−1). Êîíå÷íî,

ìû ìîãëè âûáðàòü ëþáóþ èíâåðñèþ, öåíòð êîòîðîé íå ïðèíàäëåæèò H.
Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ìû ïðåäïî÷ëè èìåííî ýòó èíâåðñèþ, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåõîäèò â òî÷íîñòè
â (îòêðûòûé) êðóã D = {(x, y) : x2 + y2 = 1}. Ìû áóäåì íàçûâàòü
ýòó ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ìîäåëüþ â êðóãå. Ïîñìîòðèì,
êàê áóäóò ïðåäñòàâëåíû îáúåêòû ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè â íîâîé
ìîäåëè.



5.3. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü 187

• Äëèíà êðèâîé γ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

(5.15) L(γ, a, b) =
∫ b

a

2 |γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt,

ãäå ÷åðåç |γ(t)| îáîçíà÷åíî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò γ(t) äî
íà÷àëà (öåíòðà êðóãà). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ìîäåëè â êðóãå
ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ xy òàêîâû:

E(x, y) = G(x, y) =
4

(1− x2 − y2)2
, F (x, y) = 0.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå (ãåîäåçè÷åñêèå) ïðåäñòàâëåíû äèàìåòðàìè
êðóãà è äóãàìè åâêëèäîâûõ îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ãðàíèöå
íàøåãî êðóãà.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè áóäóò ïîâîðîòû îòíîñèòåëüíî
öåíòðà êðóãà, ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî åãî äèàìåòðîâ è èíâåðñèè,
îòîáðàæàþùèå ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ñåáÿ, à òàêæå êîíå÷íûå
ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèì óãëîì ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè
ñëóæèò îáû÷íûé (åâêëèäîâ) óãîë ìåæäó äóãàìè îêðóæíîñòåé
èëè îòðåçêàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ýòè ïðÿìûå â ìîäåëè.

• Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîùàäü îáëàñòè Ω ðàâíà èíòåãðàëó

h2(Ω) =
∫

Ω

4
1− x2 − y2

dxdy.

Óïðàæíåíèå 5.3.2. Íàéäèòå, êàêèå äóãè è äèàìåòðû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå â ìîäåëè â êðóãå, ñîîòâåòñòâóþò âåðòèêàëüíûì
ëó÷àì ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 5.3.3. Ïðîâåðüòå âñå ïóíêòû ïðèâåäåííîãî âûøå îïèñàíèÿ.
Ïîäñêàçêà. ×òîáû ïîëó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå â ìîäåëè

â êðóãå èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â ìîäåëè â ïîëóïëîñêîñòè,
íàì ñëåäóåò âçÿòü ñîïðÿæåíèå ïîñëåäíåãî ñ ϕ. Èìåííî, ïóñòü I �
ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå â ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè.
×òîáû ïîíÿòü, êóäà îíî ïåðåâîäèò òî÷êó a ∈ D, ìû ñíà÷àëà âîçâðàùàåì
òî÷êó a â ìîäåëü Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè îòîáðàæåíèåì ϕ−1 = ϕ,
çàòåì ïðèìåíÿåì I, è ïîñëå ýòîãî îòîáðàæàåì ïîëó÷åííóþ òî÷êó íàçàä
â D ñ ïîìîùüþ ϕ. Îêîí÷àòåëüíî: ϕ ◦ I ◦ ϕ.

Óïðàæíåíèå 5.3.4. Îïèøèòå ãèïåðáîëè÷åñêèå äâèæåíèÿ â ìîäåëè â
êðóãå ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ïîäñêàçêîé ê ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ
è êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì èíâåðñèè I.
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Óïðàæíåíèå 5.3.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñëó÷àå ìîäåëè â êðóãå êîýôôèöèåíòû
ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè â ñòàíäàðòíûõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ρ)
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(5.16) E =
4

(1− r2)2
, F = 0, G =

4r2

(1− r2)2
.

Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (d, ρ), ãäå âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè �
òà æå, ÷òî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, à ïåðâàÿ ðàâíà ãèïåðáîëè÷åñêîìó
ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî öåíòðà êðóãà. Ýòî � òî÷íûé àíàëîã îáû÷íûõ
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò, íî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî
r-ëèíèè (r = t, ρ = const) ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïðÿìûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå, ÷òî íàì íàäî ñäåëàòü �
ýòî ïàðàìåòðèçîâàòü èõ ãèïåðáîëè÷åñêîé äëèíîé äóãè. Ãèïåðáîëè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà äî òî÷êè (r, ρ) ðàâíî

d(r) =
∫ r

0
2(1− r2)−1 dr = ln

1 + r

1− r
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

(x, y) → (r =
ex − 1
ex + 1

, ρ = y)

ïåðåâîäèò ãèïåðáîëè÷åñêèå êîîðäèíàòû (d, ρ) â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
(r, ρ).
Ëåììà 5.3.6. Â êîîðäèíàòàõ (d, ρ) ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ìîäåëè
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â êðóãå èìåþò âèä:

E = 1, F = 0, G = sinh2 d.

Ñëåäîâàòåëüíî (ïî ëåììå 5.2.7), êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà (d, ρ) ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì E = 1 (òàê êàê d-ëèíèè ïàðàìåòðèçîâàíû
ãèïåðáîëè÷åñêîé äëèíîé äóãè), è F = 0 (òàê êàê ρ-ëèíèè è d-ëèíèè
îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó: ïåðâûå ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè
îêðóæíîñòÿìè, à âòîðûå � åâêëèäîâûìè äèàìåòðàìè êðóãà, à åâêëèäîâû
óãëû ðàâíû ãèïåðáîëè÷åñêèì). Íàêîíåö,

G =
〈

∂

∂ρ
,

∂

∂ρ

〉

hyp
=

4r2

(1− r2)2
= sinh2 d.

¤

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû � â òî÷íîñòè
òå æå, ÷òî â ôîðìóëå (5.10) ïðè k = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîêàçàëè,
÷òî îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ÷åðåç ìîäåëü Ïóàíêàðå
ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ, äàííîìó ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5.10) â ïàðàãðàôå
5.1.
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Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè ðàçëè÷íîé êðèâèçíû. Íàðÿäó ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòüþ, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ïóàíêàðå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êîíòèíóóì ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷åííûõ óìíîæåíèåì ìåòðèêè ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè íà ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ìû ñêîðî óâèäèì, ÷òî ãàóññîâà
êðèâèçíà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà −1; ïîñëå
óìíîæåíèÿ ìåòðèêè íà a > 0 ìû ïîëó÷èì ðèìàíîâó ìåòðèêó ãàóññîâîé
êðèâèçíû−1/a2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè
êðèâèçíû −k äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî k.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñìûñë èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ðèìàíîâîé ìåòðèêè,
ïîïðîáóåì èçìåíÿòü ìàñøòàá ó åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Èìåííî, ïóñòü
Ec � òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ÷òî åãî òî÷êè �
ýòî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R2, íî ðàññòîÿíèÿ ïîëó÷åíû èç åâêëèäîâûõ
óìíîæåíèåì íà c: dc(x, y) = c · |xy|.
Óïðàæíåíèå 5.3.7. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ïðîñòðàíñòâà Ec èçîìåòðè÷íû
äðóã äðóãó, ïðè÷åì E1 = R2.

Ïîäñêàçêà. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå hc : Ec → R2, ãäå hc(x) =
cx, � èçîìåòðèÿ.

Ýòîò ïðèìåð ìîæåò íàâåñòè íà (àáñîëþòíî ëîæíóþ!) èäåþ, ÷òî
óìíîæåíèå âñåõ ðàññòîÿíèé íà ïîñòîÿííóþ âñåãäà ïðèâîäèò ê èçîìåòðè÷íûì
ïðîñòðàíñòâàì. Íà ñàìîì äåëå òàêîå ñëó÷àåòñÿ òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, ïóñòü Sc � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
òî÷êàìè êîòîðîãî ñëóæàò òî÷êè åäèíè÷íîé 2-ìåðíîé ñôåðû S2, à åãî
ìåòðèêà dc ïîëó÷åíà èç ìåòðèêè ñôåðû S2 óìíîæåíèåì åå íà √c. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî Sc ïðè c 6= 1 íå èçîìåòðè÷íî S1 = S2; îíî èçîìåòðè÷íî
ñôåðå ðàäèóñà √c. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñåìåéñòâî ñôåð. ×èñëî
c−1 íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé ñôåðû (è îíî ðàâíî ãàóññîâîé êðèâèçíå åå
ðèìàíîâîé ìåòðèêè; ñì. ñëåäóþùóþ ãëàâó).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà c ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ïðîñòðàíñòâî Hc, ïîëó÷åííîå èç H óìíîæåíèåì âñåõ ðàññòîÿíèé íà √c.
Íîâûé ôóíêöèîíàë äëèíû èìååò âèä

L(γ, a, b) =
√

c

∫ b

a

1
y

∣∣∣∣
dγ(t)

dt

∣∣∣∣ dt.

Ìû óâèäèì ïîçæå, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâà Hc ðàçëè÷íû (ïîïàðíî íå
èçîìåòðè÷íû). ×èñëî −1/c2 íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà Hc

(â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ÷èñëî äåéñòâèòåëüíî ðàâíî
ãàóññîâîé êðèâèçíå ïðîñòðàíñòâà).
Çàìå÷àíèå 5.3.8. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî r. Ïóñòü Bk � øàð ðàäèóñà r
â Hk. Øàðû Bk �ñõîäÿòñÿ� ê B0 ïðè k → 0 è, òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ïðè k → 0 ñòàíîâèòñÿ
âñå áîëåå è áîëåå ïîõîæåé íà åâêëèäîâó (ýòî ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü,
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âûáðàâ íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â Hk è R2 è ñðàâíèâàÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó òî÷êàìè ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè, êàê â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 5.1.16).1

Çàìå÷àíèå 5.3.9. Â äåéñòâèòåëüíîñòè óæå âûáîð ãðóïïû äâèæåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â ìîäåëè Ïóàíêàðå îïðåäåëÿåò ðèìàíîâ
ôóíêöèîíàë äëèíû (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ). Äåéñòâèòåëüíî,
ïîïûòàåìñÿ íàéòè ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû. Òàê êàê ãðóïïà èçîìåòðèé
ñîäåðæèò ïåðåíîñû âäîëü îñè x-îâ, ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû íå ìîãóò
çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû x, òî åñòü îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò
y. Ïîñêîëüêó åâêëèäîâû ãîìîòåòèè òîæå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè
èçîìåòðèÿìè, êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè äîëæíû áûòü îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè
ïîðÿäêà −2; òî åñòü îíè äîëæíû áûòü ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèþ f(cy) = f(y)/c2 äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ c. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäûé ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò èìååò âèä const·y−2. Òåïåðü çàìåòèì,
÷òî äèôôåðåíöèàëû èíâåðñèé, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó, ïîðîæäàþò âñå ïîâîðîòû âîêðóã ýòîé òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãèïåðáîëè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî
åâêëèäîâó. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî E = G = const · y−2, F = 0.

Äâèæåíèÿ è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå. Ìû õîòèì óáåäèòüñÿ, ÷òî
ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå ñ ïîìîùüþ ìîäåëü Ïóàíêàðå, îïðåäåëåíû
âïîëíå êîððåêòíî. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî íàøè ãèïåðáîëè÷åñêèå äâèæåíèÿ
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè. Òàê êàê âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûå ìû íàçâàëè �ãèïåðáîëè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè�, áèåêòèâíû, òî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò ãèïåðáîëè÷åñêóþ äëèíó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü îñè x-îâ íå ìåíÿþò
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (5.14), èáî îíè íå ìåíÿþò íè äëèíó
âåêòîðà γ′, íè êîîðäèíàòó y. Òî æå âåðíî ïî îòíîøåíèþ ê ñèììåòðèÿì
îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ãîìîòåòèè ñ
êîýôôèöèåíòîì c. Çà ñ÷åò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ìîæíî, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðîì ãîìîòåòèè ñëóæèò íà÷àëî. Ñêîðîñòü
îáðàçà cγ(t) = (cx(t), cy(t)) êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t)) ïðè ãîìîòåòèè
ðàâíà cγ′(t). Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè óìíîæàåòñÿ

1Èçâåñòíî, ÷òî Ãàóññ ïûòàëñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ëè ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî íååâêëèäîâûì. Äëÿ ýòîãî îí èçìåðÿë óãëû áîëüøèõ òðåóãîëüíèêîâ (ñ
âåðøèíàìè íà òðåõ âûñîêèõ ãîðàõ è ñâåòîâûìè ëó÷àìè â êà÷åñòâå ñòîðîí). Îí ïîëó÷èë,
ñ âîçìîæíîé â òå âðåìåíà òî÷íîñòüþ, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà π. Åäèíñòâåííîå,
÷òî îí ìîã îòñþäà çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè äàæå ýòî � ãèïåðáîëè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, êðèâèçíà
ïðîñòðàíñòâà äîëæíà áûòü î÷åíü ìàëà. Íà ñàìîì äåëå òî÷íîñòü èçìåðåíèé Ãàóññà áûëà
ñòðàøíî äàëåêà îò òîé, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà, ÷òîáû çàìåòèòü ýôôåêòû, ïðåäñêàçûâàåìûå
îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè; åñëè áû íå ýòî, Ãàóññ ìîã áû äåéñòâèòåëüíî çàìåòèòü,
÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà îòëè÷íà îò π è, òåì ñàìûì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
äåéñòâèòåëüíî èñêðèâëåíî!
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íà c. Â òî æå âðåìÿ êîîðäèíàòà y òî÷êè γ(t) òàêæå óìíîæàåòñÿ íà c, òàê
÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (5.14) íå èçìåíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ, îòîáðàæàþùóþ p â q. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî åå äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ äèôôåðåíöèàëà
(åäèíñòâåííîé) ãîìîòåòèè ñ òåì æå öåíòðîì, ïåðåâîäÿùåé p â q, è
ñèììåòðèè. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå äîâîäû ðàáîòàþò è â ñëó÷àå èíâåðñèé.

Òî æå ñàìîå ìîæíî äîêàçàòü è ñ ïóòåì ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì
èíâåðñèþ I. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî I � èíâåðñèÿ
îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå (òàê êàê
ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñÿ ýòîãî çà ñ÷åò ïîäõîäÿùèõ ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà âäîëü îñè x è ãîìîòåòèè). Èíâåðñèÿ I äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

I(x, y) = (
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
).

Äëèíà îáðàçà êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t)) ïîä äåéñòâèåì èíâåðñèè I ðàâíà

L(I ◦ γ, a, b)) =
∫ b

a
((I ◦ γ)(t)|y)−1

∣∣∣dI(γ(t))
dt

∣∣∣ dt

=
∫ b

a

(
y

x2 + y2

)−1
√(

d

dt

x

x2 + y2

)2

+
(

d

dt

x

x2 + y2

)2

dt = L(γ, a, b).

Óïðàæíåíèå 5.3.10. Äàéòå íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé,
èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1,

äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ T .

Óïðàæíåíèå 5.3.11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ta,b,c,d ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå,
çàäàííîå êîìïëåêñíîé ôîðìóëîé

Ta,b,c,d(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ta,b,c,d è Ta′,b′,c′,d′ ñîîòâåòñòâóåò
ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòíûõ 2×2 ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè a, b, c, d è a′, b′, c′, d′:

Ta,b,c,d ◦ Ta′,b′,c′,d′ = Taa′+bc′,ab′+bd′,ca′+dc′,cb′+dd′ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé
èçîìîðôíà ãðóïïå SL2(R) âñåõ 2× 2-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü îäíîðîäíà, ïðè÷åì
åå äåëàåò îäíîðîäíîé óæå ìàëàÿ ÷àñòü åå ãðóïïû èçîìåòðèé. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè äâå òî÷êè èìåþò, â ìîäåëè Ïóàíêàðå, îäèíàêîâóþ êîîðäèíàòó y, òî
ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü îñè x-îâ, ïåðåâîäÿùèé îäíó èç
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ýòèõ òî÷åê â äðóãóþ. Åñëè æå êîîðäèíàòû y äâóõ òî÷åê ðàçëè÷íû, òî
(åâêëèäîâà) ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, ïåðåñåêàåò îñü x-îâ; è
òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ
îäíó èç òî÷åê â äðóãóþ.

Îïðåäåëåíèå 5.3.12. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ãåîäåçè÷åñêèõ
ëó÷åé íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû G, ïåðåâîäÿùåå îäèí ëó÷ â
äðóãîé.

Ïðåäëîæåíèå 5.3.13. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü èçîòðîïíà (îòíîñèòåëüíî
åå ãðóïïû èçîìåòðèé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìîäåëüþ â êðóãå. Â ñàìîì äåëå, âåðøèíû îáîèõ ëó÷åé ìîæíî ïîìåñòèòü
â öåíòð êðóãà (ââèäó îäíîðîäíîñòè). Òåïåðü ëó÷è ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ
ïîëóîòêðûòûìè åâêëèäîâûìè îòðåçêàìè è èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü âðàùåíèåì
âîêðóã öåíòðà. ¤

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò

Ëåììà 5.3.14. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p, q ìîäåëè â êðóãå ñóùåñòâóåò
ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå p è q â äâå òî÷êå, ëåæàùèå íà
îáùåì äèàìåòðå êðóãà.

Ðàçóìååòñÿ, íå òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè èçîòðîïíû. Åâêëèäîâà
ïëîñêîñòü è ñôåðû òîæå èçîòðîïíû. Ýòî ñâîéñòâî îáû÷íî âõîäèò â
ñïèñîê àêñèîì åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ñôåðàìè, åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ
è ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè èñ÷åðïûâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ äâóìåðíûõ
èçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Óïðàæíåíèå 5.3.15. 1. Äîêàæèòå ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå ïðÿìî â
ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè (íå îáðàùàÿñü ê ìîäåëè â êðóãå).

2. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìåòðèÿ I, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ è ïåðåâîäÿùàÿ
îäèí äàííûé ëó÷ â äðóãîé, åäèíñòâåííà; òî æå âåðíî â îòíîøåíèè
èçîìåòðèè, ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ).

3. Äîêàæèòå, ÷òî íàø ñïèñîê äâèæåíèé ìîäåëè Ïóàíêàðå ïîëîí (òî
åñòü îí ñîäåðæèò âñå èçîìåòðèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè).

Îïðåäåëåíèå 5.3.16. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ
âïîëíå îäíîðîäíûì, åñëè ëþáàÿ èçîìåòðèÿ f : A → B ïîäìíîæåñòâ
A,B ⊂ X, (ñ ìåòðèêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóæåíèÿì èñõîäíîé ìåòðèêè
íà A è B), ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî èçîìåòðèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà X,
òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçîìåòðèÿ f̃ : X → X, ÷òî f̃ |A = f).
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Óïðàæíåíèå 5.3.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ âïîëíå îäíîðîäíûì.
Óïðàæíåíèå 5.3.18. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü âïîëíå
îäíîðîäíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äëèíû ñòîðîí äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû, òî ñóùåñòâóåò äâèæåíèå, îòîáðàæàþùåå
îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ íà äðóãîé.
Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå â ðàçìåðíîñòè 2 íåò ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû
ìåæäó âïîëíå îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, îäíàêî â
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ òðåáîâàíèå ïîëíîé îäíîðîäíîñòè íàìíîãî ñèëüíåå,
÷åì èçîòðîïíîñòü. Ìîæåòå ëè âû ïðèâåñòè ïðèìåð èçîòðîïíîãî ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ âïîëíå îäíîðîäíûì?

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì áîãàòñòâî ãðóïïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé,
÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè.
Ïðè÷åì ìû íå òîëüêî ïîêàæåì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðÿìûå � ãåîäåçè÷åñêèå
(è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå), íî è äîêàæåì, ÷òî êàæäûé
îòðåçîê ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó åãî
êîíöàìè!

Ñíà÷àëà äîêàæåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 5.3.19. Åñëè îòðåçîê ïðèíàäëåæèò äèàìåòðó êðóãà â ìîäåëè
Ïóàíêàðå â êðóãå, òî îí ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó ñâîèìè
êîíöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêîé îòðåçîê åñòü ÷àñòü êîîðäèíàòíîé d-ëèíèè íîðìàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, d) (ñì. ëåììó 5.3.6). Ñëåäîâàòåëüíî, îí � ãåîäåçè÷åñêàÿ.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 5.2.9 è òðèâèàëüíîãî íàáëþäåíèÿ,
÷òî ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè ðàâåí ∞ (òàê êàê íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû
îïðåäåëåíû íà âñåé ìîäåëè â êðóãå). ¤

Ïóñòü òåïåðü p è q � ëþáûå òî÷êè ìîäåëè â êðóãå). Ïî ëåììå
5.3.14 ñóùåñòâóåò äâèæåíèå I, ïåðåâîäÿùåå èõ â äâå òî÷êè, I(p), I(q),
ëåæàùåå íà îäíîì äèàìåòðå íàøåãî êðóãà. Òàê êàê I � èçîìåòðèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, òî îáðàç êðàò÷àéøåé ìåæäó p è q ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé ìåæäó I(p) è I(q). Ïî ëåììå 5.3.19 åâêëèäîâ îòðåçîê
[I(p), I(q)] ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé ìåæäó I(p) è I(q). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà, òî åñòü äóãà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç p è
q è îðòîãîíàëüíàÿ ê ãðàíèöå äèñêà, è áóäåò åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé
ìåæäó p è q.

Ïîïóòíî ìû ïðîâåðèëè îäíó èç îñíîâíûõ àêñèîì êàê åâêëèäîâîé
òàê è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè: ÷åðåç êàæäûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ïðèòîì òîëüêî îäíà. Ðàçóìååòñÿ, â ìîäåëè Ïóàíêàðå
ýòî äåëàåòñÿ î÷åâèäíûì: äîñòàòî÷íî ïåðåìåñòèòü ñ ïîìîùüþ (ãèïåðáîëè÷åñêîãî)
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äâèæåíèÿ òî÷êè íà îäíó âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ ìîäåëè Ïóàíêàðå; ÿñíî,
÷òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè òàêîé ïðÿìîé íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îê-
ðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè x-îâ, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûé ëó÷.
Óïðàæíåíèå 5.3.20. Äëÿ äâóõ äàííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ íàéäèòå
ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ íè îäíó èç íèõ (êîíòðïðèìåð ê ïÿòîìó
ïîñòóëàòó).
Óïðàæíåíèå 5.3.21. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ è íå
ïåðåñåêàþùàÿ äðóãóþ.

Óãëû â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âàæíîå ñâîéñòâî
ìîäåëè Ïóàíêàðå. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
H2, ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðàæåíèå åâêëèäîâîé ïîëóïëîñêîñòè íà
ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü, îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: îíî
ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ïðÿìûìè; òî åñòü åâêëèäîâ óãîë ìåæäó êðèâûìè
ðàâåí ãèïåðáîëè÷åñêîìó óãëó ìåæäó èõ îáðàçàìè. Ýòî ÿñíî èç ôîðìóëû
(5.13).

Îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå óãëû, òðàäèöèîííî íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà
H2 ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò
ìîäåëü Ïóàíêàðå î÷åíü óäîáíîé: õîòÿ áîëüøèíñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïðÿìûõ äàæå íå ëåæàò íà åâêëèäîâûõ ïðÿìûõ, ìû ñîõðàíÿåì âîçìîæíîñòü
ðàññìàòðèâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå óãëû ìåæäó êðèâûìè êàê îáû÷íûå
åâêëèäîâà óãëû. Ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé,
ïîñêîëüêó îíà ïîëó÷åíà èíâåðñèåé èç ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè,
à èíâåðñèÿ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå.
Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþùèå ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ïëîñêîñòü êàê ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì,
÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðÿìûì ñîîòâåòñòâóþò åâêëèäîâû ïðÿìûå èëè
îòðåçêè. Òàêèå ìîäåëè, îäíàêî, íå ìîãóò áûòü êîíôîðìíûìè è ïîòîìó
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàþòñÿ ìåíåå óäîáíûìè.

5.3.3. Èäåàëüíàÿ ãðàíèöà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü
{(x, y) : x2 + y2 = 1} íå ïðèíàäëåæèò ìîäåëè â êðóãå. Îäíàêî ïîëåçíî
äîáàâèòü åå ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå çàìêíóòîìó êðóãó. Íàçîâåì äîáàâëåííóþ
îêðóæíîñòü èäåàëüíîé ãðàíèöåé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè è îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç Γ. Èíâåðñèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ ìîäåëü â êðóãå â ìîäåëü Ïóàíêàðå
â ïîëóïëîñêîñòè, îòîáðàæàåò ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü, çà âû÷åòîì îäíîé
òî÷êè, êîòîðàÿ íå èìååò îáðàçà ïðè èíâåðñèè, â îñü x-îâ (ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî ýòà òî÷êà ïåðåøëà â �òî÷êó� ñ êîîðäèíàòîé
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y = ∞). Ñëåäîâàòåëüíî, èìåÿ äåëî ñ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå, ñëåäóåò äóìàòü
î èäåàëüíîé ãðàíèöå êàê ñîñòîÿùåé èç îñè x-îâ è åùå îäíîé �áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè y = ∞�. ×òîáû èçáåæàòü òàêèõ ñëîæíîñòåé, ìû
ñîâåòóåì äåðæàòüñÿ ìîäåëè â êðóãå äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå äàäèì
âíóòðåííåå îïðåäåëåíèå èäåàëüíîé ãðàíèöû.

Ñïîñîáà ïðîäîëæèòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìåòðèêó íà èäåàëüíóþ ãðàíèöó
íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî, íà îáúåäèíåíèè H2 ∪ Γ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ
òîïîëîãèÿ (ïîíÿòèå ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), ïðåâðàùàþùàÿ
åãî â êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì òàêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ çíà÷èòåëüíî
óäîáíåå îäíîòî÷å÷íîé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ai ∈
H2 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a ∈ Γ, åñëè îíà ñõîäèòñÿ ê a â åâêëèäîâîé òîïîëîãèè
ìîäåëè â êðóãå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå îðèåíòèðîâàííûå ïðÿìûå
(ìîäåëè â êðóãå) ïàðàëëåëüíû (èëè àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäÿòñÿ), åñëè
îíè ïðåäñòàâëåíû äóãàìè îêðóæíîñòåé (èëè äèàìåòðàìè), çàìûêàíèÿ
êîòîðûõ èìåþò îáùèé êîíåö íà Γ. Ñâîéñòâî ïðÿìûõ áûòü ïàðàëëåëüíûìè
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ (äîêàæèòå ýòî). Ïðÿìûå, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ
è íå ïàðàëëåëüíû, íàçûâàþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ.

Âíóòðåííåå îïèñàíèå èäåàëüíîé ãðàíèöû. Íåïðèÿòíîé ñòîðîíîé
ýòèõ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè àïåëëèðóþò ê ìîäåëè è, ñëåäîâàòåëüíî,
èõ âíóòðåííèé ñìûñë (åñëè òàêîâîé èìååòñÿ) îñòàåòñÿ ñêðûòûì. Ïîýòîìó
ìû îïðåäåëèì Γ âíóòðåííèì îáðàçîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ãåîäåçè÷åñêèå γ(t), γ1(1) ïàðàëëåëüíû, åñëè
(ãèïåðáîëè÷åñêîå) ðàññòîÿíèå d(γ(t), γ1(t)) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè
âñåõ t ∈ (0,∞).

Óïðàæíåíèå 5.3.22. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî
äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ.

Ïîäñêàçêà. Íàì íàäî îöåíèòü ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ åâêëèäîâûìè îêðóæíîñòÿìè, âñòðå÷àþùèìèñÿ â òî÷êå ãðàíè÷íîé
îêðóæíîñòè ìîäåëè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü (ââèäó
îäíîðîäíîñòè), ÷òî îíè âñòðå÷àþòñÿ â òî÷êå (0,−1). Ïðè ïåðåõîäå ñ
ïîìîùüþ èíâåðñèè I ê ìîäåëè â ïîëóïëîñêîñòè ýòè ïðÿìûå ñòàíîâÿòñÿ
äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ëó÷àìè. Äëÿ íèõ ðàññòîÿíèå ëåãêî îöåíèòü.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãåîäåçè÷åñêèå γ(t), γ1(t) ïàðàëëåëüíû, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t0, ÷òî limt→∞ d(γ(t), γ1(t + t0)) = 0.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ÷èñëà t0 ïðåäåë

lim
t→∞ e−td(γ(t), γ1(t + t0))

êîíå÷åí è ïîëîæèòåëåí.
Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ïîäñêàçêîé ê ïåðâîìó ïóíêòó óïðàæíåíèÿ.
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Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü Γ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê pi ∈ H ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
[γ] ∈ Γ, åñëè d(pi, γ(0)) → ∞ è óãîë αi ìåæäó γ è îòðåçêîì [γ(0), pi] â
òî÷êå γ(0) ñòðåìèòñÿ 0 ïðè i →∞.

Óïðàæíåíèå 5.3.23. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî
îïðåäåëåíèþ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè â êðóãå.

Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ab, ac â èõ îáùåé òî÷êå
a ∈ Γ, ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ. Ìîòèâîì äëÿ òàêîãî
îïðåäåëåíèÿ ñëóæèò òî, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ òî÷åê b, c ∈ H2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê ai ∈ H2, ai → a ïðè i →∞, óãîë ]baic ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (äîêàæèòå
ýòî!).

Â äîïîëíåíèå ê îáû÷íûì �îãðàíè÷åííûì� òðåóãîëüíèêàì áóäåì
ðàññìàòðèâàòü èäåàëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî òðåóãîëü-
íèê èäåàëüíûé, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç åãî âåðøèí íàõîäèòñÿ
íà èäåàëüíîé ãðàíèöå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì, óãîë â
òàêîé âåðøèíå ðàâåí íóëþ. Íàïðèìåð, åñëè âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
íàõîäÿòñÿ íà èäåàëüíîé ãðàíèöå, òî âñå åãî óãëû ðàâíû íóëþ. Èç
ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëè â êðóãå ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îðèåíòèðîâàííîé
ïðÿìîé l è òî÷êè p /∈ l, íå ëåæàùåé íà íåé, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà
ïðÿìàÿ l+p , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p è ïàðàëëåëüíàÿ åé. Åñëè ìû ñìåíèì
îðèåíòàöèþ ïðÿìîé l, òî íàéäåì åùå îäíó ïðÿìóþ l−p , ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç p è ïàðàëëåëüíóþ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé l. Âñå
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç p è ëåæàùèå �ìåæäó� l+p è l−p , ðàñõîäÿòñÿ ñ
l (òî åñòü, íå ïåðåñåêàþò åå è íå ïàðàëëåëüíû åé). Ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ
ïîñòàðàòüñÿ õîðîøî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîëó÷èâøóþñÿ êàðòèíó.

Îðèöèêëû. Ôóíêöèè Áóçåìàíà.
Îïðåäåëåíèå 5.3.24. Ïóñòü a = [γ] � òî÷êà èäåàëüíîé ãðàíèöû Γ.
Êðèâàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ êî âñåì (ïàðàëëåëüíûì ìåæäó ñîáîé) ãåîäåçè÷åñêèì
èç êëàññà γ, íàçûâàåòñÿ îðèöèêëîì ñ öåíòðîì a.

Óïðàæíåíèå 5.3.25. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå îðèöèêëû
ïðåäñòàâëåíû ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿìè, êàñàþùèìèñÿ
îñè x-îâ. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî â ìîäåëè â êðóãå îðèöèêëû ïðåäñòàâëåíû
îêðóæíîñòÿìè, êàñàþùèìèñÿ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè.

×òîáû ïîíÿòü ìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó îðèöèêëîâ (è íå òîëüêî äëÿ
ýòîãî), ìû ñîïîñòàâèì êàæäîé (îðèåíòèðîâàííîé) ïðÿìîé γ ôóíêöèþ
Áóçåìàíà Bγ : H2 → R ïî ôîðìóëå

Bγ(p) = lim
t→∞(d(p, γ(t))− t).



5.3. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü 197

Óïðàæíåíèå 5.3.26. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïðåäåë âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Ïîäñêàçêà.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ðàçíîñòü (d(p, γ(t))−t) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïî t (ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà).

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèþ dt(p) = d(p, γ(t))−t ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè γ(t), íî íîðìèðîâàííóþ (çà ñ÷åò
âû÷èòàíèÿ t) òàê, ÷òîáû îíà îáðàùàëàñü â íîëü â òî÷êå γ(0). Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíèè óðîâíÿ Sτ,t = {p ∈ H : d(p, γ(t)) − t = −τ} ôóíêöèè dt

ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðîì â γ(t) , ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó
γ(τ) ïåðïåíäèêóëÿðíî ê γ′(τ).

Óïðàæíåíèå 5.3.27. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Sτ = {p ∈
H : Bγ(p) = τ} ÿâëÿþòñÿ îðèöèêëàìè.

Ýòè ðàññìîòðåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå îðèöèêë Sτ ,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó γ(τ), êàê ïðåäåë îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ
�óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü γ�. Ýòî ïîäñêàçûâàåò íàì îïðåäåëèòü
îðèêðóã êàê ìíîæåñòâî Dτ = {p ∈ H : Bγ(p) ≤ τ}.
Óïðàæíåíèå 5.3.28. Äîêàæèòå, ÷òî îðèêðóã Dτ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êðóãîâ Bγ(t)(t− τ), t ≥ τ .

Óïðàæíåíèå 5.3.29. Ê ÷åìó ïðèâîäèò òàêàÿ æå êîíñòðóêöèÿ â åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè? Îòâåò. Ê ïîëóïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ê γ.

Îäíó èç ñåòåé, ñîñòîÿùèõ èç ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è
ñåìåéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ê íèì îðèöèêëîâ, î÷åíü ïðîñòî óâèäåòü â
ìîäåëè Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè: ñåòü ñîñòîèò èç âåðòèêàëüíûõ ëó÷åé
è ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ, òî åñòü èç êîîðäèíàòíûõ ëèíèé äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò ïëîñêîñòè xy. (Çàìåòèì, ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íå ÿâëÿþòñÿ
íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè, ïîñêîëüêó
ëèíèè y-îâ íå ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè).

Óïðàæíåíèå 5.3.30. Ïðåâðàòèòå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ãèïåðáîëè÷åñêèå
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû çà ñ÷åò ïåðåïàðàìåòðèçàöèè y1 = ϕ(y) è
íàéäèòå ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû â ýòîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå.

×èòàòåëü âåðîÿòíî óæå äîãàäàëñÿ, ÷òî ñåòü, îáðàçîâàííóþ ñåìåéñòâîì
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåìåéñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ê íèì îðèöèêëîâ,
ìîæíî âñåãäà ðàññìàòðèâàòü êàê ñåòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íîðìàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâî îðèöèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì.

Êîìïàêòèôèêàöèÿ Áóçåìàíà. Òåïåðü ìû îïèøåì îáùóþ êîíñòðóêöèþ
êîìïàêòèôèêàöèè Áóçåìàíà äëÿ ëþáîãî (ïîëíîãî, ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî)
ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ýòà êîìïàêòèôèêàöèÿ ìíîãî



198 5. Ãëàäêèå âíóòðåííèå ìåòðèêè

òîíüøå, ÷åì îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ, è äîáàâëåíèå èäåàëüíîé
ãðàíèöû ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòåé ñëóæèò ïðèìåðîì òàêîé êîìïàêòèôèêàöèè.

Ðàññìîòðèì (ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå) ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lip(X) ïðîñòðàíñòâî âñåõ 1-ëèïøèöåâûõ
ôóíêöèé íà X, ñíàáæåííîå C0-ìåòðèêîé dC0(f, g) = sup |f−g|. Çàìåòèì,
÷òî C0-ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè íà íåêîìïàêòíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì, íî ýòî íå ñëóæèò ïðåïÿòñòâèåì,
ïîòîìó ÷òî, îïðåäåëÿÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìû ðàçðåøèëè áåñêîíå÷íûå
ðàññòîÿíèÿ. (Âïðî÷åì, åñëè áû áåñêîíå÷íûå ðàññòîÿíèÿ è íå äîïóñêàëèñü,
òî ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ðàçáèòü Lip(X) íà ñåìåéñòâî (îáû÷íî êîíòèíóàëüíîå)
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñíàáæåíî C0-ìåòðèêîé, è
ïîëîæèòü ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè sup |f − g| äëÿ ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ.)

Îòîáðàæåíèå x → d(x, ·) âêëàäûâàåò èçîìåòðè÷íî X â Lip(X).
(Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî èçîìåòðèÿ.) Íà ñàìîì äåëå óäîáíî
çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðóþ òî÷êó y ∈ X è îïðåäåëèòü âëîæåíèå ðàâåíñòâîì
x → dx = d(x, ·) − d(x, y). Ýòî âëîæåíèå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå
x äèñòàíöèîííóþ ôóíêöèþ dx(z) = d(x, z) − d(x, y), íîðìèðîâàííóþ
(çà ñ÷åò âû÷èòàíèÿ ïîñòîÿííîé d(x, y)) òàê, ÷òîáû îíà îáðàùàëàñü â
íîëü â òî÷êå y. Çàìåòèì, ÷òî C0-ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
äèñòàíöèîííûìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íî. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
g ∈ Lip(X) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ñõîäíîé ñ äèñòàíöèîííîé, åñëè dC0(g, f) <
∞ äëÿ íåêîòîðîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé) äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè
f . Ïðèìåðîì ôóíêöèè, ñõîäíîé ñ äèñòàíöèîííîé, ñëóæèò ôóíêöèÿ
d(x, ·) + const.

Åñëè X íåêîìïàêòíî, òî åãî îáðàç ïðè âëîæåíèè x → dx = d(x, ·) −
d(x, y) íå çàìêíóò â Lip(X). Åãî çàìûêàíèå êàê ðàç è íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèåé Áóçåìàíà ïðîñòðàíñòâà X. Îíà ñîäåðæèò èçîìåòðè÷íóþ
êîïèþ ïðîñòðàíñòâà X (òî÷êè êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû äèñòàíöèîííûìè
ôóíêöèÿìè, íîðìèðîâàííûìè òàê, ÷òîáû îíè îáðàùàëèñü â íîëü â
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå y) è ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê îáðàçà ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê, îáîçíà÷àåìîå X(∞),
íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé Áóçåìàíà ïðîñòðàíñòâà X íà áåñêîíå÷íîñòè; åå
ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Áóçåìàíà. Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
ñõîäíûìè ñ äèñòàíöèîííûìè 1-ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè; îíè âîçíèêàþò
êàê ïðåäåëû (ðàâíîìåðíûå íà êîìïàêòàõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íîðìèðîâàííûõ
äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé dn(z) = d(z, xn)− d(xn, y).

Èìååòñÿ è äðóãîå ïîíÿòèå ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè (áîëåå òîãî,
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå ïÿòü ïîëåçíûõ è íå ðàâíîñèëüíûõ ìåæäó ñîáîé
îïðåäåëåíèé ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè). Ãðàíèöà Òèòöà ñîñòîèò èç
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëó÷åé ñ íà÷àëîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (äâà
ëó÷à ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ íà îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿíèè
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äðóã îò äðóãà) Ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè
ãðàíèöû Áóçåìàíà è Òèòöà ñîâïàäàþò (ïðîâåðüòå ýòî).
Óïðàæíåíèå 5.3.31. 1. Êàê óñòðîåíà ãðàíèöåé Áóçåìàíà íà áåñêîíå÷íîñòè
â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè? À â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ äâóìÿ
îáðàçóþùèìè (ñ ìåòðèêîé ñëîâ)?

2. Ïîêàæèòå, ÷òî â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ Áóçåìàíà
îòíîñèòåëüíî ëó÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òîëüêî ÷òî îïèñàííîé
îáùåé ôóíêöèè Áóçåìàíà (äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn, óõîäÿùèõ
íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü ëó÷à).

3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè åå êîìïàêòèôèêàöèÿ
Áóçåìàíà ñîâïàäàåò ñ åå êîìïàêòèôèêàöèåé, îïèñàííîé íàìè ðàíåå.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, äëÿ
êîòîðîãî ãðàíèöà Áóçåìàíà íà áåñêîíå÷íîñòè îòëè÷íà îò åãî ãðàíèöû
Òèòöà.

5.3.4. Ôîðìóëà Ãàóññà�Áîííå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà π. Ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî
ïÿòîìó ïîñòóëàòó. (Óæå íåñêîëüêî âåêîâ íàçàä áûëî èçâåñòíî, ÷òî ïÿòûé
ïîñòóëàò ìîæíî âûâåñòè èç ñóùåñòâîâàíèÿ äàæå îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñ
ñóììîé óãëîâ, ðàâíîé π.) Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå
îáùåé ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííå, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü ÷àñòíûé
ñëó÷àé òåîðåìû Ãàóññà�Áîííå 6.3.18. Ýòà ôîðìóëà äàåò, â íåêîòîðîì
ñìûñëå, êà÷åñòâåííóþ âåðñèþ óïðàæíåíèÿ 6.5.7

Êàê îáû÷íî, ïîä òðåóãîëüíèêîì â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
ìû ïîíèìàåì òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b, c, ñîåäèíåííûå òðåìÿ êðàò÷àéøèìè
[ab], [bc], [ca]. Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòü
òðåóãîëüíèêè íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè èëè ñôåðå, (ïðè ýòîì ìû
íå èñêëþ÷àåì èäåàëüíûå òðåóãîëüíèêè íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè).
Âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãàóññà�Áîííå.
Òåîðåìà 5.3.32.

]a + ]b + ]c− π = k ·Area(T ),

ãäå k � êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: k = 1 è k = −1.

Ñëó÷àé 1: k = 1. Ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ïåðåñå÷åíèå òðåõ ïîëóñôåð. Íàøå äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ñîñòîèò â
ýëåìåíòàðíîì ïðèìåíåíèè ôîðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Èìåííî,
ïóñòü a′, b′, c′ � òî÷êè ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñôåðû, äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êàì a, b, c, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîé ïàðû
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ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê, ñêàæåì, äëÿ a, a′, îäèí èç äâóõ äâóóãîëüíèêîâ
B(aa′), B′(aa′) ñ âåðøèíàìè a è a′ íàêðûâàåò òðåóãîëüíèê 4abc, à
äðóãîé íàêðûâàåò ïðîòèâîïîëîæíûé òðåóãîëüíèê 4a′b′c′. Çàìåòèì, ÷òî
ïëîùàäü êàæäîãî òàêîãî äâóóãîëüíèêà ðàâíà óäâîåííîìó óãëó α òðåóãîëüíèêà
4abc â âåðøèíå a.

Âñå øåñòü äâóóãîëüíèêîâ íàêðûâàþò âñþ ñôåðó ñ êðàòíîñòüþ 1 (òî
åñòü êàæäàÿ òî÷êà ïîêðûòà òî÷íî îäíèì èç íèõ), çà èñêëþ÷åíèåì ñàìèõ
òðåóãîëüíèêîâ 4abc è 4a′b′c′, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîêðûò òðîåêðàòíî.
Â èòîãå èìååì

4π = Area (S2)

= 2(Area (B(aa′)) + Area (B(bb′)) + Area (B(cc′)))− 4Area (T ).

Ýòî, âìåñòå ñ íàáëþäåíèåì, ÷òî ïëîùàäü êàæäîãî äâóóãîëüíèêà ðàâíà
óäâîåííîìó ñîîòâåòñòâóþùåìó óãëó òðåóãîëüíèêà4abc, ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò
ñëó÷àé 1.

Ñëó÷àé 2: k = −1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê (â òîì ÷èñëå
èäåàëüíûé) ðàçðåçàí íà äâà òðåóãîëüíèêà, ïðè÷åì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû
5.3.32 âåðíî äëÿ ëþáûõ äâóõ èç òðåõ èìåþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ, òî îíî
ñïðàâåäëèâî è äëÿ îñòàâøåãîñÿ òðåòüåãî. Äàëåå, êàæäûé òðåóãîëüíèê
ìîæíî ïîëó÷èòü, îòðåçàÿ îò èäåàëüíîãî òðåóãîëüíèêà äðóãîé èäåàëüíûé
òðåóãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü 5.3.32 äëÿ èäåàëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê 4abc, ãäå a ∈ Γ. Â ìîäåëè
Ïóàíêàðå â ïîëóïëîñêîñòè åãî ìîæíî îòîáðàçèòü (ãèïåðáîëè÷åñêèì
äâèæåíèåì) íà èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê, äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò
âåðòèêàëüíûì ëó÷àì, à äâå âåðøèíû ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè x2 +
y2 = 1 (òðåòüÿ âåðøèíà ïåðåøëà â �áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó� y =
∞). Ýëåìåíòàðíîå (åâêëèäîâî) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò,
÷òî åñëè óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû α è βý, (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî α �
óãîë â ëåâîé âåðøèíå, à β � â ïðàâîé), òî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èìåþò
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (− cosα, sinα) è (cosβ, sinβ), ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü îñòàëîñü ïðîñòî ñîñ÷èòàòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïðÿìûì
èíòåãðèðîâàíèåì. Â ñàìîì äåëå, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
T ðàâíà

Area (T ) =
∫ cos β

− cos α
dx

∫ ∞
√

1−x2

dy

y2
= π − α− β.

¤
Óïðàæíåíèå 5.3.33. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèå ôîðìóëû
Ãàóññà�Áîííå äëÿ (ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ) ìíîãîóãîëüíèêîâ.
Óïðàæíåíèå 5.3.34. Ïîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà
íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü π.
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Çàìå÷àíèå 5.3.35. Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíûé òðþê, ïîçâîëÿþùèé
äîêàçàòü ìíîãèå òåîðåìû ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ èõ
ñôåðè÷åñêèõ àíàëîãîâ. Íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû Ãàóññà�
Áîííå ìû íå ìîãëè âîñïîëüçîâàòüñÿ â ñëó÷àå 2 òàêèì æå ðàçëîæåíèåì,
êàê â ñëó÷àå 1, òàê êàê ïëîùàäü ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íà.
Îäíàêî ýòîò òðþê ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò ñëó÷àÿ 1 ê ñëó÷àþ
2 è ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà Ãàóññà�Áîííå âåðíà â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Äðóãîé
ïðèìåð: òîò æå ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
âñå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Âîò îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî òðþêà. Ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü (ìíîãèìè
ñïîñîáàìè) óòâåðæäåíèå, ÷òî ñôåðû, åâêëèäîâà ïëîñêîñòü è ãèïåðáîëè÷åñêèå
ïëîñêîñòè îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Íàïðèìåð, ôîðìóëû
(5.10), (5.9) è (5.8) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòðèêè ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå åäèíîé ôîðìóëû G(r) = (Re sin(

√
k r))2, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Òåïåðü, åñëè êàêàÿ ëèáî âåëè÷èíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ïðè k > 0 êàê ôóíêöèÿ ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, òî,
ââèäó àíàëèòè÷íîñòè, òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ k
(òàê êàê íåòðèâèàëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü òîëüêî
èçîëèðîâàííûå íóëè). Ïóñòü ÷èòàòåëü, êîòîðîãî çàèíòåðåñîâàë òàêîé
ïîäõîä, ïîñòàðàåòñÿ ñàì âîññòàíîâèòü âñå äåòàëè.

5.3.5. Èçáðàííûå âîïðîñû ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìû çàêàí÷èâàåì
ýòîò ïàðàãðàô ôîðìóëèðîâêàìè íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàòåëüñòâà ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì.
Ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü ñâîéñòâà â îñíîâíîì îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé
ãåîìåòðèè êðóïíîãî ìàñøòàáà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, è ìíîãèå
èç íèõ áóäóò çàòåì îáîáùåíû â ïàðàãðàôå 8.4. Ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü êðèâèçíû k = 1, ïðåäîñòàâëÿÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ðàçîáðàòüñÿ, êàê ñëåäóåò
ïåðåôîðìóëèðîâàòü íàøè óòâåðæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé k.

Ðîñò øàðîâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äëèíà îê-
ðóæíîñòè ðàäèóñà r è ïëîùàäü êðóãà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæíîñòüþ,
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2πr è πr2. Ñîãëàñíî ëåììå 5.1.16 ìàëåíüêèå
êðóãè ðèìàíîâîé ìåòðèêè âûãëÿäÿò ïî÷òè òàê æå, êàê èõ åâêëèäîâû
àíàëîãè. Â ÷àñòíîñòè, äëèíà ìàëåíüêîé îêðóæíîñòè â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè ðàâåí 2πr+o(r2). Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè è øàðû áîëüøîãî ðàäèóñà ðàñòóò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
ñêîðîñòüþ: äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ðàâíà π(er−e−r). Óäèâèòåëüíî,
íî ïðè áîëüøèõ r ïëîùàäü êðóãà ìåíüøå, ÷åì äëèíà îãðàíè÷èâàþùåé
åãî îêðóæíîñòè: ýòà ïëîùàäü ðàâíà π(er + e−r− 2). Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî
ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ r è r+1 èìååò
á�îëüøóþ ïëîùàäü, ÷åì êðóã ðàäèóñà r.
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Áîëüøèå òðåóãîëüíèêè. Ïðåæäå âñåãî, èç ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííå
ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü π. Òàê êàê
ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà 1 áîëüøå π, òî ðàäèóñ êðóãà, âïèñàííîãî â ëþáîé
òðåóãîëüíèê, ìåíüøå, ÷åì 1 (ðàçóìååòñÿ, ýòà îöåíêà ðàäèóñà ñâåðõó
î÷åíü ãðóáàÿ; ïîïðîáóéòå íàéòè ëó÷øóþ îöåíêó). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè âûáðàòü òðè òî÷êè (ñêîëü óãîäíî
äàëåêî äðóã îò äðóãà), òî ñîåäèíÿþùèå èõ îòðåçêè �ïî÷òè âñòðå÷àþòñÿ â
öåíòðå òðåóãîëüíèêà�: âñå îíè ïåðåñåêàþò îäèí è òîò æå êðóã ðàäèóñà 1!
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ñòîðîíà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèòñÿ
â 2-îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Åñëè ñìîòðåòü î÷åíü
èçäàëåêà, áîëüøîé ãèïåðáîëè÷åñêèé òðåóãîëüíèê âûãëÿäèò ïî÷òè êàê
îáúåäèíåíèå òðåõ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè: âåñü òðåóãîëüíèê
ñîäåðæèòñÿ â 1-îêðåñòíîñòè ýòîãî îáúåäèíåíèÿ. Ãðóáî ãîâîðÿ, òðåóãîëü-
íèê âûãëÿäèò î÷åíü �òîùèì�, òàêèì, êàê áóäòî åãî ñòîðîíû �âòÿíóëèñü�
âíóòðü.

Ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî ëåãêî îáíàðóæèòü ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé
ôåíîìåí: ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4abc è òî÷êó íà ñòîðîíå [bc]. Òîãäà
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ 4abp è 4acp íåïðåìåííî
îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè âûðîæäåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ
áû îäíî èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ: d(a, b) + d(b, p) ≤ d(a, p) + 4, èëè
d(a, c)+d(c, p) ≤ d(a, p)+4. Â äàëüíåéøåì ýòî ñâîéñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî
äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü δ-ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñò-
âà.

Çàìåòèì åùå, ÷òî, â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, èìååòñÿ åùå
îäèí ïðèçíàê êîíãðóýíòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ: �êîíãðóýíòíîñòü
ïî òðåì óãëàì�: äâà òðåóãîëüíèêà êîíãðóýíòíû (òî åñòü îäèí èç íèõ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî äâèæåíèåì), åñëè óãëû îäíîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì äðóãîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãåîìåòðèè âîîáùå íåò ïðÿìîóãîëüíèêîâ!

Ëåììà Ìîðñà. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ êâàçèãåîäåçè÷åñêîé ñ ïîñòîÿííîé
êâàçèãåîäåçè÷íîñòè c èëè, ïðîñòî c-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé, åñëè êàæäûé
äëèíà êàæäîãî åå ó÷àñòêà íå áîëåå, ÷åì â c ðàç áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
åãî êîíöàìè, òî åñòü

L(γ, t1, t2) ≤ cd(γ(t1), γ(t2))

ïðè âñåõ t1, t2. Ðàçóìååòñÿ, c íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1, åñëè òîëüêî êðèâàÿ
γ îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé; åñëè æå c = 1, òî γ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñëè ïîñòîÿííàÿ c çàôèêñèðîâàíà,
òî êàê äàëåêî c-êâàçèãåîäåçè÷åñêàÿ ìîæåò îòîéòè îò ãåîäåçè÷åñêîé ñ
òåìè æå êîíöàìè? Â åâêëèäîâîì ñëó÷àå îòêëîíåíèå íå ïðåâûøàåò const·
d, ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè êâàçèãåîäåçè÷åñêîé. (Äîêàæèòå
ýòî; íàéäèòå c-êâàçèãåîäåçè÷åñêèå ñ ìàêñèìàëüíûì îòêëîíåíèåì). Âî
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âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì c > 1 ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âìåñòå ñ d.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åâêëèäîâó ñëó÷àþ ëåììà Ìîðñà óòâåðæäàåò,
â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ D
(çàâèñÿùàÿ îò c), ÷òî êàæäàÿ c-êâàçèãåîäåçè÷åñêàÿ (íåçàâèñèìî îò åå
äëèíû!) ëåæèò íà íå ïðåâîñõîäÿùåì D ðàññòîÿíèè îò ãåîäåçè÷åñêîãî
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî åå êîíöû. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììûÌîðñà (â ãîðàçäî
áîëåå îáùåé ñèòóàöèè) áóäåò äàíî â ïàðàãðàôå 8.4.

Âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ óäèâèòåëüíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ëåììûÌîðñà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èçìåíèëè ðèìàíîâó ìåòðèêó ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé â íîâîé è ñòàðîé
ìåòðèêàõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. Òîãäà êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ íîâîé
ìåòðèêè áóäåò ëåæàòü íà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿíèè îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé. Ýòî ãîâîðèò î òîì,
÷òî êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà ãåîäåçè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè
î÷åíü óñòîé÷èâà; ýòî ÿâëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòüþ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ (àíîñîâñêèõ) ïîòîêîâ.

Êðèâèçíà îðèöèêëîâ. Åâêëèäîâà îêðóæíîñòü áîëüøîãî ðàäèóñà ëîêàëüíî
âûãëÿäèò êàê ïðÿìàÿ: åå êðèâèçíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå ðîñòà
ðàäèóñà. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà îêðóæ-
íîñòè â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè ñòðåìëåíèè
ðàäèóñà ê áåñêîíå÷íîñòè (ñì. óïðàæíåíèå 6.4.9).

Ââèäó ñêàçàííîãî, äëèíà îêðóæíîñòè ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî. Â
ñàìîì äåëå, âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò äëèíû êðèâîé ïðè ýêâèäèñòàíòíîé
âàðèàöèè ðàâíà èíòåãðàëó îò åå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû. Ãåîäåçè÷åñêàÿ
êðèâèçíà îêðóæíîñòè áîëüøîãî ðàäèóñà ïðèáëèæåííî ðàâíà 1, à ýòî è
çíà÷èò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò äëèíû ïðèáëèæåííî ðàâíà ñàìîé äëèíå.

Òàê êàê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó â
ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè ñõîäÿòñÿ ê îðèöèêëó (ïðè ñòðåìëåíèè
ðàäèóñà ê áåñêîíå÷íîñòè), òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ëþáîãî îðèöèêëà
ðàâíà 1. Íàïîìíèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ìîäåëè Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ
îðèöèêëàìè. êðèâèçíû 1. Â êàêóþ ñòîðîíó îíè èçîãíóòû: ââåðõ èëè
âíèç?

Ñëåäóÿ ýòîé æå èäåå, ðàññìîòðèì êðèâóþ ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé
êðèâèçíû. Åñëè ýòà ïîñòîÿííàÿ áîëüøå, ÷åì 1, òî íàøà êðèâàÿ, êàê è
åâêëèäîâà êðèâàÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, áóäåò çàìêíóòîé (îêðóæíîñòüþ).
Îäíàêî, åñëè êðèâèçíà êðèâîé íå ïðåâîñõîäèò 1, êðèâàÿ íå çàìêíåòñÿ!
Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû âåäåòå �ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîáèëü� ïî êðèâîé
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ìåíüøåé 1). Òîãäà, âîïðåêè íàøåé �åâêëèäîâîé�
èíòóèöèè, âû òåì íå ìåíåå óåçæàåòå âñå äàëüøå è äàëüøå, îñòàâàÿñü íà
ïîñòîÿííîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìîé!



204 5. Ãëàäêèå âíóòðåííèå ìåòðèêè

Çàìîùåíèÿ ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè. Êàê îáû÷íî, ìû
íàçûâàåì ìíîãîóãîëüíèê ïðàâèëüíûì, åñëè êàê âñå åãî ñòîðîíû, òàê è
âñå åãî óãëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Èíûìè ñëîâàìè, n-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì, åñëè åãî ãðóïïà èçîìåòðèé ñîäåðæèò Zn. Â ìîäåëè Ïóàíêàðå
â êðóãå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî åâêëèäîâà ìíîãîóãîëüíèêà ñ öåíòðîì â
íà÷àëå ÿâëÿþòñÿ è âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà
(êîíå÷íî, ñòîðîíû ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íû, ò.ê. åâêëèäîâû
îòðåçêè íå áóäóò ãèïåðáîëè÷åñêèìè ãåîäåçè÷åñêèìè). Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî óãëû ìàëåíüêîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ïî÷òè
ðàâíû óãëàì åâêëèäîâà ìíîãîóãîëüíèêà ñ òåìè æå âåðøèíàìè, íî ñ
ðîñòîì äëèí ñòîðîí ãèïåðáîëè÷åñêîãî n-óãîëüíèêà åãî óãëû ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n > 4, òî âñåãäà íàéäåòñÿ (ïî íåïðåðûâíîñòè) n-
óãîëüíèê ñ óãëàìè, ðàâíûìè 2π/n. Òîãäà âñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü
ìîæåò áûòü çàìîùåíà èçîìåòðè÷íûìè êîïèÿìè òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà;
ïðè ýòîì ê êàæäîé âåðøèíå ïîäõîäèò n ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ýòî çàìîùåíèå
àíàëîãè÷íî çàìîùåíèþ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êâàäðàòàìè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò
ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà: åâêëèäîâó ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü òîëüêî
òðåóãîëüíèêàìè, êâàäðàòàìè è øåñòèóãîëüíèêàìè, à ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü n-óãîëüíèêàìè äëÿ ëþáîãî n > 2.

Äèñêðåòíûå ãðóïïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ èçîìåòðèé. Ãðóïïà èçîìåòðèé
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñîäåðæèò ñîâñåì íåìíîãî èíòåðåñíûõ äèñêðåòíûõ
ïîäãðóïï: êàæäàÿ åå áåñêîíå÷íàÿ äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà G â ñâîþ
î÷åðåäü ñîäåðæèò ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà, èçîìîðôíóþ èëè Z, èëè
Z2. Åñëè æå íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå, ÷òîáû ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
R2/G áûëî ìíîãîîáðàçèåì, òî îñòàíåòñÿ òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: èëè G = Z2

è òîãäà R2/G � òîð, èëè G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû Z2 ñ ïîìîùüþ îñåâîé
ñèììåòðèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå R2/G � áóòûëêà Êëåéíà (íåîðèåíòèðîâàííàÿ
ïîâåðõíîñòü). Ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêèõ èçîìåòðèé ìíîãî áîãà÷å, îíà
ñîäåðæèò îáøèðíûé êëàññ äèñêðåòíûõ ïîäãðóïï. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 5.3.11, ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé èçîìîðôíà ãðóïïå
SL2(R). Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð, ãðóïïà SL2(Z) äåéñòâóåò íàH ãèïåðáîëè÷åñêèìè
èçîìåòðèÿìè.

Êàæäûé ðàç, êîãäà ãðóïïà G äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè íà ãèïåðáîëè÷åñêîé
(èëè åâêëèäîâîé) ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò çàìîùåíèå ìíîãîóãîëüíèêàìè,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó äåéñòâèþ. ×òîáû ïîñòðîèòü òàêîå çàìîùåíèå,
âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p è ðàññìîòðèì åå îðáèòó {g(p), q ∈ G}.
Òåïåðü ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü îáëàñòÿìè Âîðîíîãî Vg(p), ãäå

Vg(p) = {q : d(q, g(p)) ≤ d(q, g′(p)) äëÿ âñåõ g′ ∈ G}.

Íà ýòîì ïóòè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå çàìîùåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûìè 4k-óãîëüíèêàìè (k > 1), ïðè êîòîðûõ ãðóïïà
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èçîìåòðèé äåéñòâóåò áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè çàìêíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ðîäà áîëüøå 2),
ñíàáæåííûìè ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíà −1.

5.3.6. Äîáàâëåíèå: èíâåðñèè. Ïî îïðåäåëåíèþ, èíâåðñèÿ Ip,r îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â p ∈ R2 îòîáðàæàåò òî÷êó q â
òàêóþ òî÷êó Ip,r(q) íà ëó÷å [pq), ÷òî |pq| · |pIp,r(q)| = r2. Îòìåòèì, ÷òî
Ip,r íå îïðåäåëåíî â òî÷êå p. Êàæäóþ èíâåðñèþ Ip,r ìîæíî ïîëó÷èòü
êàê êîìïîçèöèþ èíâåðñèè I = I(0,0),1 ñ ãîìîòåòèåé è ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òî÷êè ïëîñêîñòè R2 êàê êîìïëåêñíûå
÷èñëà, òî èíâåðñèÿ I çàäàåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé ôîðìóëîé

(5.17) I(z) =
1
z̄
,

ãäå z̄ îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà èíâåðñèé,
âàæíûå äëÿ íàøåãî èçëîæåíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà íåòðóäíî äîêàçàòü êàê
ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè, òàê è ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (5.17)). Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèé.

1. Èíâåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé, òî åñòü I2
p,r = id. Êàæäàÿ èíâåðñèÿ

ìåíÿåò îðèåíòàöèþ.
2. Èíâåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü îíà ñîõðàíÿåò

óãëû ìåæäó êðèâûìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë ìåæäó îáðàçàìè äâóõ
êðèâûõ ðàâåí óãëó ìåæäó ñàìèìè êðèâûìè (ýòî ñâîéñòâî ìû ïðèìåíÿåì
òîëüêî ê ïðÿìûì è îêðóæíîñòÿì).

3. Åñëè îêðóæíîñòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, åå îáðàç �
îêðóæíîñòü, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïðÿìàÿ. Åñëè ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, òî åå îáðàç � îêðóæíîñòü, à åñëè ïðîõîäèò, òî îíà
ñàìà.

4. Íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè èíâåðñèè Ip,r ñëóæàò òî÷êè îêðóæíîñ-
òè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â p (îêðóæíîñòü èíâåðñèÿ). Äèôôåðåíöèàë
èíâåðñèè â êàæäîé òî÷êè îêðóæíîñòè èíâåðñèè ÿâëÿåòñÿ îñåâîé ñèììåòðèåé.

5.4. Ïðîñòðàíñòâà Êàðíî�Êàðàòåîäîðè
Âñå âíóòðåííèå ìåòðèêè, êîòîðûå ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè, áûëè
ïîëó÷åíû çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íîâûõ ôóíêöèîíàëîâ äëèíû, â òî âðåìÿ
êàê êëàññ äîïóñòèìûõ ïóòåé îñòàâàëñÿ, â îñíîâíîì, íåèçìåííûì: ìû
èñïîëüçîâàëè íåïðåðûâíûå èëè êóñî÷íî ãëàäêèå ïóòè. Â ýòîì ïàðàãðàôå
ìû îïèøåì çàìå÷àòåëüíûé êëàññ âíóòðåííèõ ìåòðèê, ïîëó÷åííûé êàê
ðàç çà ñ÷åò ñïåöèàëèçàöèè êëàññà äîïóñòèìûõ ïóòåé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
çäåñü îïðåäåëåíèåì ìåòðèê Êàðíî�Êàðàòåîäîðè, ãåîìåòðè÷åñêèìè ìîòèâèðîâêàìè
è êðàòêèì îïèñàíèåì ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ. Äëÿ äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ
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ìû ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëÿì êíèãó [BR]. Ýòîãî ïàðàãðàôà íåñêîëü-
êî ñëîæíåå ïðåäûäóùåãî, îäíàêî îí íå èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ
ãëàâàõ è ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ïðè ïåðâîì ÷òåíèè. Òåì íå ìåíåå îí
çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû âåðíóòüñÿ ê íåìó â äàëüíåéøåì. Ìû íàäååìñÿ,
÷òî îí óâëå÷åò íåêîòîðûõ ÷èòàòåëåé íàñòîëüêî, ÷òî ó íèõ âîçíèêíåò
æåëàíèå èçó÷àòü ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèå ñëó÷àè, â îñíîâíîì íà áàçå
îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ åå ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé; çàìåíà åâêëèäîâîé
ìåòðèêè ðèìàíîâîé íå ïðèâåëà áû ê ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì, îäíàêî
óñëîæíèëà áû îáîçíà÷åíèÿ. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, íåòðèâèàëüíûå ÿâëåíèÿ,
ïðîÿâëÿþùèåñÿ òîëüêî â âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ; îíè âûõîäÿò çà ðàìêè
íàøåãî îáçîðà. Ïîñëåäíèå ïóíêòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàþò çíàêîìñòâî
÷èòàòåëÿ ñî ñêîáêîé Ëè è äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè.

5.4.1. Ìåòðèêè Êàðíî�Êàðàòåîäîðè. Èìååòñÿ øèðîêèé êëàññ ïðèìåðîâ,
â êîòîðûõ êëàññ äîïóñòèìûõ ïóòåé îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì îãðàíè÷åíèé,
íàêëàäûâàåìûõ íà âåêòîð ñêîðîñòè ïóòè â êàæäîé òî÷êå. Íàïðèìåð,
ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå p ∈ Ω ⊂ R3 äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü Hp ⊂ TpΩ
(ñîäåðæàùóþ 0 ∈ TpΩ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòè Hp ãëàäêî çàâèñÿò
îò p. Ïîëó÷åííûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, èëè
ïîëåì äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé. Âûáðàííûå ïëîñêîñòè Hp íàçûâàþòñÿ
äîïóñòèìûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî (êóñî÷íî ãëàäêàÿ) êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ H-
äîïóñòèìîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå âåêòîð ñêîðîñòè γ′(t) ëåæèò â
ñîîòâåòñòâóþùåé äîïóñòèìîé ïëîñêîñòè: γ′(t) ∈ Hγ(t).

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåâåðîÿòíûì, íî äëÿ îáùåãî
ðàñïðåäåëåíèÿ 2 ëþáûå äâå òî÷êè èç Ω ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé
êðèâîé! Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ìîãóò òîëüêî óâåëè÷èòü ñêåïòèöèçì ïî
ïîâîäó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Âî ïåðâûõ, â ñëó÷àå äâóìåðíîé îáëàñòè Ω
àíàëîãîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëóæèò ïîëå ïðÿìûõ; òîãäà êàæäàÿ äîïóñòèìàÿ
êðèâàÿ ëåæèò íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé ýòîãî ïîëÿ ïðÿìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî òî÷åê, äîñòèæèìûõ èç äàííîé òî÷êè, îäíîìåðíî, ÷òî è
ñîîòâåòñòâóåò íàøåé èíòóèöèè. Äàëåå, ðàññìîòðèì òðåõìåðíûé ïðèìåð,
â êîòîðîì âñå äîïóñòèìûå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé:íàïðèìåð,
âûáåðåì ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü â êàæäîé òî÷êå. Ðàçóìååòñÿ, â
ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ áóäåò ëåæàòü â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè, â ÷àñòíîñòè, äâå òî÷êè, èìåþùèå ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû z,
íåëüçÿ ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé êðèâîé. Îáùèé êðèòåðèé âîçìîæíîñòè
ñîåäèíèòü ëþáûå äâå òî÷êè äîïóñòèìîé êðèâîé ìû ñôîðìóëèðóåì ïîçæå,
ñì. 5.4.6, íî óæå òåïåðü ÿñíî, ÷òî ïëîñêîñòè íå äîëæíû áûòü êàñàòåëüíûìè

2T.å. äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, êðîìå íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî íèãäå íå ïëîòíîãî èõ
ïîäìíîæåñòâà; ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé
ââåäåíà íåêîòîðàÿ åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ.
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ïëîñêîñòÿìè ê íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó ïîâåðõíîñòåé (èçâåñòíî, ÷òî, â
îòëè÷èå îò âåêòîðíûõ ïîëåé, îáùåå ïîëå ïëîñêîñòåé íå áóäåò êàñàòüñÿ
(äàæå ëîêàëüíî) íèêàêîãî ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé).

Òåïåðü ñîïîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèþ H îáû÷íûé åâêëèäîâ ôóíêöèîíàë
äëèíû, íî çàäàííûéòîëüêî íà êëàññå H-äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ôóíêöèîíàëîì, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Êàðíî�
Êàðàòåîäîðè èëè íåãîëîíîìíîé (ðèìàíîâîé) ìåòðèêîé 3. Îòìåòèì,
÷òî íåãîëîíîìíóþ (ðèìàíîâó) ìåòðèêó ìîæíî âñåãäà ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðåäåë ðèìàíîâûõ ìåòðèê. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó Qp â êàæäîì TpΩ òàê, ÷òîáû Hp áûëî åå ÿäðîì. Òåïåðü ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê, çàâèñÿùåå îò ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà
h:

〈V, V 〉R = 〈V, V 〉+ h ·Qp(V, V ),
ãäå 〈V, V 〉 � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà V ∈ TpΩ íà ñåáÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç dh(p, q) ñîîòâåòñòâóþùóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó. Ãðóáî
ãîâîðÿ, ñëàãàåìîå h ·Qp(V, V ) � ýòî øòðàô çà äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè,
íå ïðèíàäëåæàùåì Hp (íàïîìíèì, ÷òî Hp � ýòî ÿäðî Qp).
Óïðàæíåíèå 5.4.1. Äîêàæèòå, ÷òî limh→∞ dt(p, q) ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì
ìåæäó p è q â ìåòðèêå Êàðíî�Êàðàòåîäîðè.

×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïîíÿòèåì ñâÿçåé â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå,
ìîæåò çàìåòèòü çäåñü îïðåäåëåííîå ñõîäñòâî: ÷òîáû óäåðæèâàòü ÷àñòèöó
íà ïîâåðõíîñòè, ââîäÿò ïîòåíöèàë, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ îãðîìíûì, åñëè
÷àñòèöà ïûòàåòñÿ óäàëÿòüñÿ îò ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî â ñëó÷àå îáùåãî
ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàþùåéñÿ åãî ïîâåðõíîñòè íå ñóùåñòâóåò. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ íåãîëîíîìíûìè. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð
òàêîãî ðîäà � øàð, êàòÿùèéñÿ ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, áóäåò
êðàòêî ðàññìîòðåí íèæå.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Âîçìîæíî íåáîëüøîå âèäîèçìåíåíèå
îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè. Ïóñòü Vi, i = 1, 2, . . . , k, � íåñêîëüêî
ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â Ω. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòü γ(t) �
äîïóñòèìûé, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè vi(t), i =
1, . . . , k, ÷òî

γ′(t) =
∑

vi(t)Vi(γ(t)).

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðåøàåòñÿ äâèãàòüñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ Vi. Òàê ÷òî ìîæíî äóìàòü î ïîëÿõ Vi

êàê îãðàíè÷åíèÿõ íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ; èíûìè ñëîâàìè, âåêòîðíûå
ïîëÿ vi ñëóæàò óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè. Åñëè âåêòîðíûå ïîëÿ V1 è V2

3Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ðàñïðîñòðàíåí òåðìèí sub-Riemannian metrics, íî îí
òðóäíîïåðåâîäèì. Íàçâàíèå �íåãîëîíîìíûå ìåòðèêè� òàêæå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ, ñì.,
íàïðèìåð, [VG].
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå
H ïëîñêîñòåé, íàòÿíóòûõ íà V1 è V2, è òåì ñàìûì ñâåñòè íàøó íîâóþ
êîíñòðóêöèþ ê ïåðâîíà÷àëüíîé. Ðàçëè÷èå âîçíèêàåò, åñëè âåêòîðíûå
ïîëÿ ëèíåéíî çàâèñèìû â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.

Óïðàæíåíèå 5.4.2. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ïîëåé V1(x, y, z) = (1, 0, 0)
è V2(x, y, z) = (0, 1, x) ëþáûå äâå òî÷êè ñîåäèíèìû äîïóñòèìûì ïóòåì.

Ãåîìåòðè÷åñêîå óïðàâëåíèå: åçäà íà âåëîñèïåäå è ïàðêîâêà
àâòîìîáèëÿ. Îïèñàííûå âûøå êëàññû äîïóñòèìûõ ïîëåé âîçíèêàþò âî
ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ; ïîëÿ Vi's ÷àñòî íàçûâàþò óïðàâëåíèåì. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì âåëîñèïåäèñòà, äâèæóùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè. Âåëîñèïåäèñò
êîìáèíèðóåò äâà ñïîñîáà óïðàâëåíèÿ âåëîñèïåäîì: îí ïîâîðà÷èâàåò ðóëü
è íàæèìàåò íà ïåäàëè, ÷òîáû äâèãàòüñÿ âïåðåä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé âåëîñèïåäà ðàâíà
òðåì! Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæåíèå çàäíåãî êîëåñà ìîæíî îïèñàòü åãî
êîîðäèíàòàìè (x, y); è è íàì íàäî åùå îäíî ÷èñëî α äëÿ óãëà ìåæäó
âåëîñèïåäîì è îñüþ x-îâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèþ âåëîñèïåäà ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êà (x, y, α) ïðîñòðàíñòâà R2 × S1. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì íàøåé ìîäåëè. Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ
òîëüêî äâóõ óïðàâëåíèé âåëîñèïåäèñò ìîæåò äîñòè÷ü ëþáîé òî÷êè
òðåõìåðíîãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè äâèæåíèè âåëîñèïåäà
åãî çàäíåå êîëåñî ñëåäóåò çà ïåðåäíèì. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð ñêîðîñòè
ïóòè, ïðîõîäèìîãî âåëîñèïåäîì, âñå âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó
èäóùåìó îò çàäíåãî êîëåñà ê ïåðåäíåìó. Â ââåäåííûõ âûøå êîîðäèíàòàõ
(x, y, α) ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà ẋ sinα =
ẏ cosα. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð ñêîðîñòè (ẋ, ẏ, α̇) òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â
êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, äîëæåí â òî÷êå (x, y, α) ïðèíàäëåæàòü
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó (− sinα, cosα, 0). (Çäåñü ẋ îçíà÷àåò
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t.) Ãåîìåòðè÷åñêè, â êàæäîé òî÷êå
òðåõìåðíîãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà R2 × S1 ìû óêàçàëè
òàêóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ÷òî ëåæàùèå â íåé âåêòîðû ñëóæàò ñêîðîñòÿìè
âñåõ âîçìîæíûõ äâèæåíèé âåëîñèïåäà; äðóãèå âåêòîðû îïèñûâàþò äâèæåíèå
âåëîñèïåäà ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì âáîê. ×òîáû ïîñòðîèòü ìåòðèêó, íàì
íàäî åùå âûáðàòü ñàì ôóíêöèîíàë äëèíû, îäíàêî êîíêðåòíûé åãî
âûáîð çäåñü íå òàê óæ âàæåí: èìåííî îãðàíè÷åíèå íà êëàññ äîïóñòèìûõ
ïóòåé ïðèâîäèò ê î÷åíü íåîáû÷íûì êà÷åñòâåííûì ñâîéñòâàì ìåòðèêè
Êàðíî�Êàðàòåîäîðè, â òî âðåìÿ êàê ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èçìåðåíèÿ äëèí
âåêòîðîâ äàþò ëèøü âåñüìà ñêðîìíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòèì èçìåíåíèÿ
ôóíêöèîíàëà äëèíû. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó
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äëèíó, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

L(γ, a, b) =
∫ √

ẋ2 + ẏ2 + α̇2 dt.

Ïîïðîáóåì îáñóäèòü íåôîðìàëüíî íåãîëîíîìíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó,
âîçíèêøóþ â ýòîì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äâå î÷åíü áëèçêèå äðóã ê
äðóãó òî÷êè. Åñëè âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè (êàê òî÷êè â R3)
�èäåò â ïî÷òè äîïóñòèìîì íàïðàâëåíèè�, òî ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî
íîâîå ðàññòîÿíèå íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâà. Îäíàêî, åñëè
âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè, ïåðïåíäèêóëÿðåí äîïóñòèìîé ïëîñêîñòè, òî
äîïóñòèìûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, äîëæåí áûòü ÷ðåçâû÷àéíî
äëèííûì. Òàêèå òî÷êè ëåæàò äàëåêî äðóã îò äðóãà â ìåòðèêå Êàðíî�
Êàðàòåîäîðè. Êàæäûé âîäèòåëü, êîòîðîìó ïðèõîäèëîñü äåëàòü �ïàðàëëåëüíóþ
ïàðêîâêó� (íàøà ìîäåëü ïðèìåíèìà ê àâòîìîáèëþ â òîé æå ìåðå, êàê
ê âåëîñèïåäó), çíàåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäâèíóòü àâòîìîáèëü íà
ïîëìåòðà ê òðîòóàðó â òåñíîì ïðîñâåòå ìåæäó äâóìÿ ìàøèíàìè, âàì
ïðèäåòñÿ ïðîåõàòü ìåòðîâ 10-20, äâèãàÿñü ïîïåðåìåííî âïåðåä è íàçàä.
Âîçìîæíî, òàêàÿ ïàðêîâêà àâòîìîáèëÿ åùå íå ñòîëü óæ ñëîæíàÿ çàäà÷à,
íî óæå ïàðêîâêà àâòîìîáèëÿ ñ äâóìÿ ïðèöåïàìè òðåáóåò íåçàóðÿäíîãî
ìàñòåðñòâà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè, àâòîìîáèëü ñ äâóìÿ ïðèöåïàìè
ïðèâîäèò ê âíóòðåííåé ìåòðèêå òîãî æå òèïà, îäíàêî ðàçìåðíîñòü
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà çäåñü áîëüøå, à óïðàâëåíèé � ïî-
ïðåæíåìó òîëüêî äâà.

Íåãîëîíîìíûå ìåõàíè÷åñêèå ñâÿçè: ïåðåêàòûâàíèå øàðà. Äðóãèì
ïðèìåðîì òîãî æå ðîäà ñëóæèò ïåðåêàòûâàíèå øàðà. Ïîëîæåíèå øàðà,
ëåæàùåãî íà ïëîñêîñòè, îïèñûâàåòñÿ ïÿòüþ êîîðäèíàòàìè: äâå óêàçûâàþò
òó òî÷êó ïëîñêîñòè, â êîòîðîé øàð åå êàñàåòñÿ, äâå êîîðäèíàòû îïèñûâàþò
òó òî÷êó øàðà, êîòîðîé îí êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè, è åùå îäíà êîîðäèíàòà
ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü âðàùåíèÿ øàðà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Òîò, êòî
ïåðåêàòûâàåò øàð áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, èìååò òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè
(êîíòðîëÿ): äâå � ýòî âûáîð íàïðàâëåíèÿ ïåðåêàòûâàíèÿ, à òðåòüÿ � êàê
åãî âðàùàòü. Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ ïîëíàÿ âîçìîæíîñòü ïåðåìåñòèòü
øàð â ëþáîå æåëàåìîå ïîëîæåíèå. ×èòàòåëü ëåãêî ìîæåò óáåäèòüñÿ
â ýòîì ýêñïåðèìåíòàëüíî, êàòàÿ ãëîáóñ (èëè ðàçðèñîâàííûé ìÿ÷èê)
ïî ïîëó. Îäíàêî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîçèöèè ãëîáóñà, êîòîðûå êàæóòñÿ
î÷åíü áëèçêèìè, îäíàêî ïðè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ î÷åíü äîëãîå ïåðåêàòûâàíèå,
÷òîáû ïåðåâåñòè ãëîáóñ èç ïåðâîé ïîçèöèè âî âòîðóþ. Íàïðèìåð, ïîëîæèòå
ãëîáóñ òàê, ÷òîáû îí êàñàëñÿ ïîëà Âàøèíãòîíîì, è ïîïðîáóéòå ïåðåêàòèòü
åãî òàê, ÷òîáû îí âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó ïîëà, íî ïðè ýòîì âíèçó áûë
áû Íüþ-Éîðê.

5.4.2. Ñîåäèíèìîñòü äîïóñòèìûìè ïóòÿìè è òåîðåìà î ïàðàëëåëåïèïåäå.
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Ñêîáêè Ëè. Íàïîìíèì êðàòêî ïîíÿòèå ñêîáîê Ëè; ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
è äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ êíèãàõ, ñì. íàïðèìåð [BC]).

Êàæäîìó ãëàäêîìó âåêòîðíîìó ïîëþ V åñòåñòâåííî ñîïîñòàâëÿþòñÿ
äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòà: äèôôåðåíöèðîâàíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé
f → V f è ïîðîæäåííàÿ ïîëåì V îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ
ϕt

V . Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t äèôôåîìîðôèçì ϕt
V îïðåäåëåí

óñëîâèåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè p,
d

dt
ϕt

V (p) = V (ϕt
V (p)).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé òî÷êè p, ïóòü γ(t) = ϕt
V (p) ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ V , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p ïðè t = 0.
(Èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ V íàçûâàåòñÿ òàêàÿ êðèâàÿ γ,
÷òî d

dtγ(t) = V (γ(t)).).
Íèæå ìû ïðèâîäèì òðè ðàâíîñèëüíûõ ìåæäó ñîáîé îïðåäåëåíèÿ

ñêîáêè Ëè [V, W ] âåêòîðíûõ ïîëåé V , W .

Îïðåäåëåíèå 5.4.3. Ñêîáêà Ëè [V, W ] âåêòîðíûõ ïîëåé îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì [V, W ]f = V Wf −WV f äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f .

Ðàçóìååòñÿ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå
ïîëå [V,W ], êîòîðîå äåéñòâóåò íà ôóíêöèè ïî ýòîìó ïðàâèëó. Èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêà Ëè ëèíåéíà ïî êàæäîìó
èç àðãóìåíòîâ è êîñîñèììåòðè÷íà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ ëþáîé
ãëàäêîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [fV,W ] = f [V, W ]− (Wf)V .

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îñîáåííî âàæíî äëÿ íàøåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
êîíòåêñòà.

Îïðåäåëåíèå 5.4.4. [V,W ](p) =
d

dt

∣∣∣
t=0+

(ϕ
√

t
V ◦ ϕ

√
t

W ◦ ϕ−
√

t
V ◦ ϕ−

√
t

W (p)).

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü
�âû÷èòàòü òî÷êè�) è ïåðåïèñàòü îïðåäåëåíèå â ñëåäóþùåé ìåíåå èíâàðèàíòíîé
ôîðìå:

[V, W ](p) = lim
t→0

1
t2

(ϕt
V ◦ ϕt

W ◦ ϕ−t
V ◦ ϕ−t

W (p)− p).

Ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ íàðèñîâàòü �÷åòûðåõóãîëüíèê�, îáðàçîâàííûé
÷åòûðüìÿ îòðåçêàìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëåé V è W , ïðîõîäèìûõ
ïîî÷åðåäíî â îáåèõ íàïðàâëåíèÿõ; ïåðâàÿ âåðøèíà �÷åòûðåõóãîëüíèêà� �
ýòî òî÷êà p, èç íåå ìû â òå÷åíèå âðåìåíè t èäåì âäîëü èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ïîëÿ −W , è òàê äàëåå. Ýòîò �÷åòûðåõóãîëüíèê� � íå çàìêíóòûé
(åñëè òîëüêî ìû íå èìååì äåëî ñ êîîðäèíàòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè; â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì íàñòîÿùèé çàìêíóòûé ÷åòûðåõóãîëüíèê),
íî �ïî÷òè çàìêíóòûé�: êîãäà ìû, íà÷àâ â p, ïðîéäåì âäîëü âñåõ åãî
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ñòîðîíû, ìû îêàæåìñÿ â òî÷êå p′, �î÷åíü áëèçêîé� ê p. Èìåííî, ñìåùåíèå
p′ − p áóäåò âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî t; äåëÿ íà t2 è
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → 0, ìû ïîëó÷èì ñêîáêó Ëè.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ïîä÷åðêèâàåò àíàëîãèþ ìåæäó ñêîáêîé Ëè è
îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè:

Îïðåäåëåíèå 5.4.5.

[V, W ](p) = lim
t→0

1
t
(dϕ−t

V W (ϕt
V (p))−W (p)) =

d

dt

∣∣
t=0

dϕ−t
V W (γ(t)),

ãäå γ � òàêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëÿ v, ÷òî γ(0) = p.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû, íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ W îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ϕt

V . ×òîáû
ìîòèâèðîâàòü ýòî íàçâàíèå, ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû ïðîõîäèòå ïî èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ïîëÿ V ÷åðåç òî÷êó p è ñìîòðèòå, íàñêîëüêî ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ
ïîëå W : âàì õî÷åòñÿ ñðàâíèòü W (p) = W (γ(0)) è W (γ(t)). Ýòè âåêòîðû
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâàì. Ïîýòîìó, ÷òîáû
ñäåëàòü îñìûñëåííûì îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ, îòîáðàçèì W (γ(t)) â êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå p ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà dϕ−t

V îòîáðàæåíèÿ
ϕ−t

V . Òåïåðü ìû ìîæåì èç ïîëó÷åííîãî âåêòîðà âû÷åñòü W (p) îáû÷íûì
îáðàçîì, ïîäåëèòü ðåçóëüòàò íà t è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè t → 0.

Òåîðåìà Ðàøåâñêîãî�×îó. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ìåòðèêè Êàðíî�Êàðàòåîäîðè. Ýòè óñëîâèÿ èçâåñòíû
êàê òåîðåìà Ðàøåâñêîãî�×îó. Íà÷íåì ñ åå ïðîñòåéøåãî òðåõìåðíîãî
ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 5.4.6. Ïóñòü äâà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ V1 è V2 çàäàíû â
ñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ V1(p),
V2(p) è èõ ñêîáêà Ëè [V1, V2](p) îáðàçóþò â êàæäîé òî÷êå p ∈ Ω áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà TpΩ. Òîãäà ëþáûå äâå òî÷êè p, q ∈ Ω ìîæíî ñîåäèíèòü
äîïóñòèìûì ïóòåì, òî åñòü òàêèì êóñî÷íî ãëàäêèì ïóòåì γ, ÷òî
åãî âåêòîð ñêîðîñòè â êàæäîé (ãëàäêîé) òî÷êå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ V1 è V2:

γ′(t) = v1(t)V1(γ(t)) + v2(t)V2(γ(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ω ìíîæåñòâî
òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ p äîïóñòèìûìè êðèâûìè, îòêðûòî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕt
1, ϕ

t
2 îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ,

ïîðîæäåííûå ïîëÿìè V1, V2, òî åñòü d
dtϕ

t
i(p) = Vi(ϕt

i(p)), i = 1, 2.
Íàïîìíèì, ÷òî

[V1, V2](p) =
d

dt

∣∣∣
t=0+

(ϕ
√

t
1 ◦ ϕ

√
t

2 ◦ ϕ−
√

t
1 ◦ ϕ−

√
t

2 (p)).
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : R3 → Ω, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

(5.18) F (u, v, τ) = ϕu
1 ◦ ϕv

2 ◦ ϕ

√
|τ |

1 ◦ ϕ
sign(τ)

√
|τ |

2 ◦ ϕ
−
√
|τ |

1 ◦ ϕ
−sign(τ)

√
|τ |

2 (p).

Ýòî îòîáðàæåíèå ïî êðàéíåé ìåðå C1-ãëàäêîå (ïðîâåðüòå!) è
∂
∂uF (0) = V1(0), ∂

∂vF (0) = V2(0), ∂
∂τ F (0) = [V1, V2](0),

ãäå 0 = (0, 0, 0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè

F ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè p. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
òî÷êó F (u, v, τ) ìîæíî ñîåäèíèòü ñ p äîïóñòèìûì ïóòåì γ : [0, 6] → Ω,
ñîñòîÿùèì èç ïîî÷åðåäíûõ ñìåùåíèé âäîëü ïîëåé V1 è V2 (òî åñòü,
ïîñòðîåííûì èç îòðåçêîâ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëåé V1 è V2). Èñêîìûé
ïóòü γ èìååò âèä:

γ(t) = ϕ
−sign(τ)

√
|τ |t

2 (p), t ∈ [0, 1],

γ(t) = ϕ
−
√
|τ |(t−1)

1 ◦ ϕ
−sign(τ)

√
|τ |

2 (p), t ∈ [1, 2],

γ(t) = ϕ
sign(τ)

√
|τ |(t−2)

2 ◦ ϕ
−
√
|τ |

1 ◦ ϕ
−sign(τ)

√
|τ |

2 (p), t ∈ [2, 3],

γ(t) = ϕ

√
|τ |(t−3)

1 ◦ ϕ
sign(τ)

√
|τ |

2 ◦ ϕ
−
√
|τ |

1 ◦ ϕ
−sign(τ)

√
|τ |

2 (p), t ∈ [3, 4],

γ(t) = ϕ
v(t−4)
2 ◦ϕ

√
|τ |

1 ◦ϕ
sign(τ)

√
|τ |

2 ◦ϕ
−
√
|τ |

1 ◦ϕ
−sign(τ)

√
|τ |

2 (p), t ∈ [4, 5],

γ(t) = ϕu(t−5)◦ϕv
2◦ϕ

√
|τ |

1 ◦ϕsign(τ)
√
|τ |

2 ◦ϕ−
√
|τ |

1 ◦ϕ−sign(τ)
√
|τ |

2 (p), t ∈ [5, 6].
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäóþ òî÷êó îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè F ìîæíî ñîåäèíèòü
ñ p; òàê êàê îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè F ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè p, åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îòêðûòû.

Òåïåðü, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îòêðûòû è ëèáî ñîâïàäàþò,
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òåîðåìà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñâÿçíîñòè îáëàñòè
Ω. ¤

Óïðàæíåíèå 5.4.7. Ïîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.6 ëþáûå
äâå òî÷êè îáëàñòè Ω ìîæíî ñîåäèíèòü ãëàäêèì äîïóñòèìûì ïóòåì (à íå
òîëüêî êóñî÷íî ãëàäêèì).

Â ïîëíîé îáùíîñòè òåîðåìà Ðàøåâñêîãî�×îó âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïóñòü Vi, i = 1, 2, . . . , k, � ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ñâÿçíîì
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè p ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà ïîëåé Vi, èõ ñêîáîê Ëè è ïîñëåäóþùèõ ñêîáêè Ëè (ïîñëå
èòåðàöèé, òàêèõ êàê [[[V1, V2], V3], V4]) ñîâïàäàåò ñ TpΩ. Òîãäà ëþáûå äâå
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ Ω ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé êðèâîé.

Òåîðåìó Ðàøåâñêîãî�×îó äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
â ñëåäóþùåé ýëåãàíòíîé ôîðìå: Ðàññìîòðèì ñâÿçíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
Ω è ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå Hp ∈ TpΩ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè,
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òî åñòü V ∈ H, åñëè V (p) ∈ Hp äëÿ âñåõ p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäàëãåáðà
Ëè òåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Ω, êîòîðûå ïîðîæäåíû ïðîñòðàíñòâîì H,
ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ëþáûå äâå òî÷êè
èç Ω ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìûì ïóòåì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âñå âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäåíû èòåðàöèÿìè
ñêîáîê Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé èç H, òî íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
íå áîëåå, ÷åì n = dim(Ω) èòåðàöèé.
Óïðàæíåíèå 5.4.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�×îó è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìåòðèêà êîíå÷íà.

(1) Ðàññìîòðèòå â R2 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) âåêòîðíûå
ïîëÿ V1 = (1, 0), V2 = (y, x). Ìîæåòå ëè âû èçîáðàçèòü ôîðìó ìàëîãî
Êàðíî�Êàðàòåîäîðè øàðà ñ öåíòðîì â (0, 0)?

(2) Ðàññìîòðèòå R2 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) è ïóñòü
V1 = (1, 0, 0), V2 = (0, 1, x).

(3) Ðàññìîòðèòå ïîëÿ V1 = (0, 0, 1), V2 = (sinα, − cosα, 0) íà òðåõìåðíîì
öèëèíäðå R2×S1 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, α) (ýòî ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò
äîïóñòèìûå äâèæåíèÿ âåëîñèïåäà â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå)

(4) Ïóñòü V1 è V2 � ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ëåâîèíâàðèàíòíûå
ïîëÿ íà SO(3).
Óïðàæíåíèå 5.4.9. Äîêàæèòå îáùóþ òåîðåìó Ðàøåâñêîãî�×îó.

Òåîðåìà î ïàðàëëåëåïèïåäå. Ìû õîòèì òåïåðü ãëóáæå ïîíÿòü èíôèíèòåçèìàëüíîå
ñòðîåíèå íåãîëîíîìíîé ìåòðèêè, ïîðîæäåííîé ðàñïðåäåëåíèåì Hp â
îáëàñòè Ω. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì dimΩ = 3; â îòëè÷èå îò òåîðåìû
Ðàøåâñêîãî�×îó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àå îñíîâûâàåòñÿ
íà òåõ æå èäåÿõ, ÷òî è â ðàçìåðíîñòè òðè, õîòÿ ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî
áîëåå ãðîìîçäêèì, òðåáóÿ áîëåå ñëîæíûõ îáîçíà÷åíèé, äàæå äëÿ ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû î ïàðàëëåëåïèïåäå â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü
áîëåå òîíêóþ òåõíèêó (ïðèâèëåãèðîâàííûå êîîðäèíàòû). Îäíàêî óæå
òðåõìåðíàÿ òåîðåìà î ïàðàëëåëåïèïåäå ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ãåîìåòðèþ
òîãî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Ïðåäâàðèòåëüíî îáîçíà÷èì ÷åðåç P c
r ïàðàëëåëåïèïåä (�ñïëþñíóòûé

ÿùèê�)
[−cr, cr]× [−cr, cr]× [−cr2, cr2] ⊂ R3.

Òåîðåìà 5.4.10 (Òåîðåìà î ïàðàëëåëåïèïåäå). 4 Ïóñòü â îêðåñòíîñòè
íóëÿ ïðîñòðàíñòâà R3 çàäàíû äâà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ V1 è V2.
Îáîçíà÷èë ÷åðåç Hp ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé, íàòÿíóòûõ

4Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòó òåîðåìó ÷àñòî íàçûâàþò �Ball-Box Theorem�; ïîñêîëüêó
ýòîò òåðìèí òðóäíîïåðåâîäèì, ìû âîñïîëüçîâàëèñü íàçâàíèåì, çàèìñòâîâàííûì èç [VG].
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íà âåêòîðû V1, V2, ïðè÷åì ñ÷èòàåì, ÷òî H(0,0,0) ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ
z = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�
×îó, è îáîçíà÷èì ÷åðåç d ìåòðèêó Êàðíî�Êàðàòåîäîðè, èíäóöèðîâàííóþ
ðàñïðåäåëåíèåì H. Íàêîíåö, ïóñòü Br � øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå
â ìåòðèêå d.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå 0 < c < C, ÷òî
P c

r ⊂ Br ⊂ PC
r

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r.

Ñëåäîâàòåëüíî, â 2-íàïðàâëåíèè xy øàð Br âûãëÿäèò ïðèìåðíî êàê
øàð åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à â íàïðàâëåíèè îñè z îí ÷ðåçâû÷àéíî
òîíêèé (äëèíà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ z èìååò ïîðÿäîê r2). Èíà÷å ãîâîðÿ,
ýòîò øàð âûãëÿäèò ïðèìåðíî êàê åâêëèäîâ øàð, ñïëþñíóòûé â r ðàç â
íàïðàâëåíèè îñè z. Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ãîìåîìîðôåí
ëè åâêëèäîâó øàðó d-øàð äîñòàòî÷íîãî ìàëîãî ðàäèóñà r!

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�×îó.

I. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî c, ÷òî P c
r ⊂ Br ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ r. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäóþ òî÷êó
èç P c

r ìîæíî ñîåäèíèòü ñ íà÷àëîì äîïóñòèìûì ïóòåì, äëèíà êîòîðîãî
íå ïðåâîñõîäèò r. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð W = [V1, V2](0, 0, 0) íå ëåæèò â
ïëîñêîñòè xy (ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�×îó).

Âîñïîëüçóåìñÿ îòîáðàæåíèåì F (ïîëàãàÿ p = (0, 0, 0)), çàäàííûì
ðàâåíñòâàìè (5.18), è ïîñòðîåííîé â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ðàøåâñêîãî�×îó 5.4.6 äîïóñòèìîé êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé (0, 0, 0) ñ
F (u, v, τ). Îöåíèì äëèíó ýòîé êðèâîé. Âûáåðåì M òàê, ÷òîáû |V1(p)| ≤
M , |V2(p)| ≤ M äëÿ âñåõ òî÷åê p, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íà÷àëà. Òîãäà äëèíà γ íå ïðåâîñõîäèò M |u|+M |v|+4M

√
|τ |. Äåéñòâèòåëüíî,

âåêòîðû ñêîðîñòè ïóòè γ â èíòåðâàëàõ [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4] ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, −

√
|τ |V2, −

√
|τ |V1,

√
|τ |V1 è

√
|τ |V2. Ñëåäîâàòåëüíî,

èõ äëèíû ïðè t ≤ 4 íå ïðåâîñõîäÿò
√
|τ |M , òàê ÷òî äëèíà ïóòè

γ|[0,4]
íå áîëüøå, ÷åì 4M

√
|τ |. Àíàëîãè÷íî, ïðè t ∈ [4, 5] è t ∈ [5, 6],

ñêîðîñòü γ ðàâíà, ñîîòâåòñòâåííî, vV1 è uV2 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû
ýòèõ îòðåçêîâ êðèâîé γ íå ïðåâîñõîäÿò M |u|+M |v|. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå Êàðíî�Êàðàòåîäîðè îò íà÷àëà äî F (u, v, τ) íå áîëüøå, ÷åì
M(|u|+ |v|+4

√
|τ |). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî (ñóùåñòâóåò

òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c, ÷òî) P c
r ñîäåðæèòñÿ â F -îáðàçå ìíîæåñòâà

{(u, v, τ) : |u|+ |v|+4
√
|τ | ≤ r/M}. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòîò îáðàç ñîäåðæèò

îáðàç ïðÿìîóãîëüíèêà
{(u, v, τ) : |u| ≤ δr, |v| ≤ δr, |τ | ≤ δ2r2},
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ãäå δ = 1/6M .
Îñòàåòñÿ òîëüêî íàïîìíèòü, ÷òî

∂

∂u
F (0, 0, 0) = V1(0, 0, 0),

∂

∂v
F (0, 0, 0) = V2(0, 0, 0),

∂

∂τ
F (p) = W.

Òàê êàê âåêòîðû V1(0, 0, 0), V2(0, 0, 0), W ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî (äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ r) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0 ÷òî

P c
r ⊂ F

(
[−δr, δr]× [−δr, δr]× [−δ2r2, δ2r2]

)
,

Ýòèì ÷àñòü I äîêàçàíà.

II. Òåïåðü íàì íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà C, ÷òî
Br ⊂ PC

r ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r. Èíûìè ñëîâàìè, íàì íàäî
îöåíèòü ðàññòîÿíèå Êàðíî�Êàðàòåîäîðè ñíèçó. Ïóñòü γ � äîïóñòèìûé
ïóòü, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî ñ òî÷êîé (u, v, τ). Íàì íàäî îöåíèòü ñíèçó
(åâêëèäîâó) äëèíó L ïóòè γ. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(5.19) CL ≥ max{|u|, |v|,
√
|τ |}.

Âûáåðåì (è çàôèêñèðóåì) òàêóþ íåíóëåâóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó
ω, îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà, ÷òî ω = dz â íà÷àëå è ω(V1) =
ω(V2) = 0; òî åñòü ÿäðî ôîðìû ω â êàæäîé òî÷êå p ñîâïàäàåò ñ
Hp = span(V1(p), V2(p)). Ïóñòü ω = dz+ν. Òîãäà, ïîñêîëüêó ν îáðàùàåòñÿ
â íîëü â íà÷àëå, |νp| ≤ A|p| äëÿ íåêîòîðîãî A. Âûáåðåì òàêîå M , ÷òî
||dω|| ≤ M â îêðåñòíîñòü íà÷àëà.

Çàìåòèì, ÷òî L î÷åâèäíî áîëüøå åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà
äî (u, v, τ). Ñëåäîâàòåëüíî, 2L ≥ (|u| + |v|). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ C
áîëüøåãî, íàïðèìåð, ÷åì 100

√
1 + A, íåðàâåíñòâî (5.19) àâòîìàòè÷åñêè

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òåõ òî÷åê (u, v, τ), äëÿ êîòîðûõ
√
|τ | ≥ 2

√
1 + A (|u|+

|v|). Âûáåðåì C > 100(1 + A). Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü äîñòàòî÷íî
ñïðàâèòüñÿ ñ òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ

√
|τ | ≥ 2

√
1 + A (|u| + |v|), òî åñòü

äëÿ êîòîðûõ |τ | ≥ 4(1 + A)(|u|+ |v|)2 ≥ 2(1 + A)(u2 + v2).
Ïîñòðîèì çàìêíóòóþ ôîðìó α. Äëÿ ýòîãî äîïîëíèì γ äî çàìêíóòîé

êðèâîé, ñîåäèíèâ (u, v, τ) îòðåçêîì σ ñ íà÷àëîì. Òîãäà
∫

α
ω =

∫

γ
ω +

∫

σ
ω.

Çàìåòèì, ÷òî
∫
γ ω = 0, òàê êàê γ′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïîëåé

V1 è V2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(γ′) = 0. Òàêèì îáðàçîì
∣∣∣∣
∫

α
ω

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

σ
ω

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

σ
(dz + ν)

∣∣∣∣ = | − τ +
∫

σ
ν| ≥ |τ | −A(u2 + v2 + τ2).
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Íàïîìíèì, ÷òî íàñ òåïåðü èíòåðåñóþò òîëüêî òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ |τ | ≥
2(1 + A)(u2 + v2). Îäíàêî äëÿ òàêèõ òî÷åê

(5.20)
∣∣∣∣
∫

α
ω

∣∣∣∣ ≥
1
2
|τ | −Aτ2 ≥ 1

3
|τ |

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |τ |.
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì âR3. Äåéñòâèòåëüíî,

äëèíà öèêëà α íå ïðåâûøàåò 2L è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ãðàíèöó òàêîé äâóìåðíîé öåïè β, ïëîùàäü êîòîðîé íå áîëüøå ,
÷åì (1/π)L2. (Ïîñòîÿííàÿ 1/π � òî÷íàÿ; äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå
íåòðèâèàëüíî; îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé âïîëíå äîñòàòî÷íî íåòî÷íîé
ïîñòîÿííîé, ñêàæåì 10; äîêàçàòåëüñòâî òàêîãî ãðóáîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óæå ïðîñòîå óïðàæíåíèå.) Òàê ÷òî âûáåðåì β òàê, ÷òîáû ∂β = α
è ||β|| ≤ 10L2. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà

|
∫

α
ω| = |

∫

β
dω| ≤ M ||β|| ≤ 10ML2.

Îòñþäà è èç (5.20) ñëåäóåò, ÷òî L2 ≥ |τ |/(30M). Íàïîìíèì, ÷òî
ìû èìååì äåëî ñ òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ

√
|τ | ≥ 2

√
1 + A (|u| + |v|), è,

â ÷àñòíîñòè,
√
|τ | ≥ max(|u|, |v|). Òàêèì îáðàçîì,
√

30M L ≥
√
|τ | = max(|u|, |v|,

√
|τ |).

Ýòîì òåîðåìà äîêàçàíà (ñ ïîñòîÿííîé C = max(
√

30M, 100(1+A))). ¤
Óïðàæíåíèå 5.4.11. Íàéäèòå õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü (êîíå÷íîé)
íåãîëîíîìíîé ìåòðèêè, èíäóöèðîâàííîé äâóìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â
R3.

Îòâåò: 4.

5.4.3. Ìîäåëüíûå ïðèìåðû.
Áàçîâûé ïðèìåð. Íàøå ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâ Êàðíî�
Êàðàòåîäîðè ìû çàâåðøèì âàæíûì ìîäåëüíûì ïðèìåðîì. Ýòîò ïðèìåð
ïîçâîëèò íàì íå òîëüêî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè, íî è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âàæíûå
ñâÿçè òåîðèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñ äðóãèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè.

Èíòåðåñóþùèé íàñ ïðèìåð çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì Hp

äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â R3: H(x,y,x) = span{V (x, y, z), W (x, y, z)}, ãäå
V (x, y, z) = (1, 0, 0), W (x, y, z) = (0, 1, x). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåàðèçàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùåãî âîçìîæíûå
äâèæåíèÿ âåëîñèïåäà. Ñêîáêè Ëè [V,W ] âåêòîðíûõ ïîëåé V è W
òîæäåñòâåííî ðàâíû (0, 0, 1). Äåéñòâèòåëüíî,

V f =
∂f

∂x
, Wf =

∂f

∂y
+ x

∂f

∂z
, V Wf − V Wf =

∂f

∂z
= (0, 0, 1)f.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàøåâñêîãî�×îó. Òåì ñàìûì
ïðè ëþáîì âûáîðå (ãëàäêîãî êîíå÷íîãî) ôóíêöèîíàëà äëèíû íà êëàññå
ãëàäêèõ êðèâûõ â R3 ðàñïðåäåëåíèå Hp èíäóöèðóåò êîíå÷íóþ ìåòðèêó
Êàðíî�Êàðàòåîäîðè. Ìû ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü îáû÷íîþ åâêëèäîâó
äëèíó êðèâûõ, íî íàì óäîáíåå îïðåäåëèòü äëèíû äîïóñòèìûõ êðèâûõ
γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) ôîðìóëîé

(5.21) L(γ) =
∫ √

x′ 2(t) + y′ 2(t) dt.

Çàìåòèì, ÷òî íàøè äîïóñòèìûå êðèâûå íèãäå íå ìîãóò ñòàòü âåðòèêàëüíûìè,
è ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â
íîëü. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ýòîò ïðèìåð â ðàçëè÷íûõ îáëè÷üÿõ. Ýòî
ïîçâîëèò ãëóáæå ïîíÿòü ãåîìåòðèþ Êàðíî�Êàðàòåîäîðè.

Ñâÿçíîñòè íà ðàññëîåíèÿõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü R3 êàê ïðîèçâåäåíèå
(ðàññëîåíèå) B×F , áàçîé êîòîðîãî B = R2 ñëóæèò ïëîñêîñòü xy, à ñëîåì
F = R � îñü z-îâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ íà áàçó,
òî åñòü íà ñîìíîæèòåëü B. Çàìåòèì, ÷òî ìû âûáðàëè íàø ôóíêöèîíàë
äëèíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå ñîõðàíÿåò äëèíû äîïóñòèìûõ
êðèâûõ; â ýòîì � îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðûì ìû ïðåäïî÷ëè ôóíêöèîíàë
äëèíû (5.21) îáû÷íîé åâêëèäîâîé äëèíå.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè (ïîñëå íàäëåæàùåé
ìîäèôèêàöèè) è äëÿ îáùèõ ðàñïðåäåëåíèé íà ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ;
ïî ñóùåñòâó ìû èñïîëüçóåì òîëüêî èíâàðèàíòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (âäîëü îñè z-îâ) è òîò ôàêò, ÷òî
ñóæåíèå äèôôåðåíöèàëà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êàæäóþ ïëîñêîñòü íàøåãî
ðàñïðåäåëåíèÿ áèåêòèâíî. Òî, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññëîåíèåì ñ
îäíîìåðíûìè ñëîÿìè, ïîçâîëÿåò íå ïîëüçîâàòüñÿ âåêòîðíîçíà÷íûìè
ôîðìàìè, íî, çà èñêëþ÷åíèåì ýòîãî, îáùèé ñëó÷àé íå áûë áû ñóùåñòâåííî
áîëåå òðóäíûì.

Íàèáîëåå âàæíîå ñâîéñòâî íàøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî êàæäóþ ãëàäêóþ êðèâóþ èç áàçû ìîæíî ïîäíÿòü â R3 â êëàññå
äîïóñòèìûõ ïóòåé. Ïîäúåì âñåé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, åñëè ìû ôèêñèðóåì îäíó òî÷êó è åå ïîäúåì. Äåéñòâèòåëüíî,
ñóæåíèå íà Hp äèôôåðåíöèàëà dpπ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà áàçó ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X, êàñàòåëüíîãî
ê áàçå B, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ïîäúåì, òî åñòü âåêòîðíîå ïîëå X̃,
ëåæàùåå â ðàñïðåäåëåíèè H è òàêîå, ÷òî dπ(X̃) = X. Îòñþäà ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ïóòè γ : R → B è òàêîé òî÷êè
p, ÷òî π(p) = γ(0), íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ïîäúåì ïóòè γ, òî åñòü
òàêàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ γ̃, ÷òî γ̃(0) = p è π(γ̃) = γ. Ðàçóìååòñÿ,
âñå äîïóñòèìûå êðèâûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýòèì ñïîñîáîì. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p, q ∈ R3, ìîæåò
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áûòü ïðåäñòàâëåíà åå ïðîåêöèåé, ñîåäèíÿþùåé ïðîåêöèè p0, q0 êîíöîâ
êðèâîé íà áàçó. Îäíàêî, åñëè ñîåäèíèòü òî÷êè p0 è q0 íåêîòîðûì ïóòåì
γ : [0, 1] → B, òî åãî ïîäúåì γ̃ ñ íà÷àëîì γ̃(0) = p õîòÿ è áóäåò ñâÿçûâàòü
p ñ íåêîòîðîé òî÷êîé â ñëîå, ñîäåðæàùåì q: γ̃(1) ∈ q0 × F , íåò íèêàêèõ
îñíîâàíèé îæèäàòü, ÷òî ýòà òî÷êà ñîâïàäåò ñ q. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå îïðåäåëåíèå.

Ãðóïïà ãîëîíîìèè. Ïóñòü íà÷àëî è êîíåö ïóòè γ : [0, 1] → B ïðîåêòèðóþòñÿ
â òî÷êè π(γ(0)) = p è π(γ(1)) = q. Îïðåäåëèì äëÿ òàêîãî ïóòè
îòîáðàæåíèå Gγ : F × {p} → F × {q} ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè γ̃ �
ïîäúåì ïóòè γ, íà÷èíàþùèéñÿ â γ̃(0) = a, è γ̃(1) = b, òî ïîëàãàåì
Gγ(a) = b.

Óïðàæíåíèå 5.4.12. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Gγ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 5.4.13. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè p ∈
B ìíîæåñòâî Gγ îáðàçîâ ïåòëè γ, ãäå γ(0) = γ(1) = p, îáðàçóåò
ãðóïïó äèôôåîìîðôèçì ñëîÿ F = F × {p}, ïðè÷åì óìíîæåíèþ ïóòåé
ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ãîëîíîìèè â òî÷êå p.

Íàïîìíèì, ÷òî R äåéñòâóåò íà R3 ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè â
íàïðàâëåíèè îñè z: ga(x, y, z) = (x, y, z + a). Ðàñïðåäåëåíèå H è ïîäúåì
X̃ îáà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.4.14. Óáåäèòåñü, ÷òî â ñëó÷àå íàøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå Gγ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì .

Ãðóïïû ãîëîíîìèè â ðàçíûõ òî÷êàõ p è q èçîìîðôíû, è êàæäûé
ïóòü γ èç p â q ïîðîæäàåò òàêîé èçîìîðôèçì. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîé
ïåòëå σ ñ âåðøèíîé p ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïåòëþ ñ âåðøèíîé q, ïðîõîäÿ
ñíà÷àëà ïóòü γ, çàòåì ïåòëþ σ, è íàêîíåö, ñíîâà ïóòü γ, íî â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè: Gσ → G−1

γ ◦ Gσ ◦ Gγ . Íà ñàìîì äåëå ýòà êîíñòðóêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîïðÿæåíèå ìåæäó äåéñòâèÿìè ãðóïï ãîëîíîìèè â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Òåïåðü âîïðîñ î íàõîæäåíèè äîïóñòèìîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè
p1 è q1, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêîãî ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåãî ïðîåêöèè
p = π(p1) è q = π(q1) ýòèõ òî÷åê, ÷òî Gγ(p1) = q1. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü òàêèì ïóòåì, åñëè ãðóïïà ãîëîíîìèè
â íåêîòîðîé (ñëåäîâàòåëüíî, è â ëþáîé) òî÷êå äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî
(ïðîâåðüòå ýòî óòâåðæäåíèå!).

Ôîðìà êðèâèçíû. Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü
â ïîíèìàíèè ñìûñëà ãðóïï ãîëîíîìèè. Ëþáîé âåêòîð X ∈ T(x,y,z)R3

ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â ôîðìå XH +XV , ãäå XH ∈
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H(x,y,x) è pr(XV ) = 0. âåêòîðû XH è XV íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé è
âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà X; âåêòîð XV êàñàåòñÿ ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó (x, y, z) êîïèè ñëîÿ F (âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé). Ðàçóìååòñÿ,
êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðòèêàëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå åå âåêòîðîâ ñêîðîñòè íóëåâûå âî âñåõ òî÷êàõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ X, Y â áàçå è èõ ïîäúåìû
X̃, Ỹ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(X, Y ) âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîáîê Ëè
[X̃, Ỹ ]. Âåêòîðíîå ïîëå ω(X,Y ) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñëîÿì; òàê êàê
â íàøåì ñëó÷àå âñå ñëîè îòîæäåñòâëåíû ñ R, òî ïîëå ω(X, Y ) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ.
Óïðàæíåíèå 5.4.15. Äîêàæèòå, ÷òî ω(X, Y )(p) çàâèñèò òîëüêî îò
çíà÷åíèé ïîëåé X(π) è Y (π) â ñàìîé òî÷êå p. Ïîêàæèòå, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ
2-ôîðìîé íà áàçå.

Ïîäñêàçêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ
X � ýòî ïðîñòî 〈X, Z〉, ãäå Z = (0, 0, 1).

Êîãî íèáóäü ìîæåò óäèâèòü ïîñëåäíåå óïðàæíåíèå, òàê êàê îïðåäå-
ëåíèå ôîðìû ω áàçèðóåòñÿ íà ñêîáêàõ Ëè, â êîòîðûå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå;
ñèòóàöèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè ñ òåíçîðîì êðèâèçíû (ñì. ãëàâó
6, 6.3.3): òàì îïðåäåëåíèå òàêæå èñïîëüçóåò âåêòîðíûå ïîëÿ, íî ïîòîì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå òåíçîð êðèâèçíû çàâèñèò òîëüêî îò
èõ çíà÷åíèé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå
òåíçîð êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü
êîíñòðóêöèè. Ñëåäóþùåå âàæíîå óïðàæíåíèå ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ôîðìû êðèâèçíû ω.
Óïðàæíåíèå 5.4.16. Ïóñòü γ � ïåòëÿ ñ âåðøèíîé p, òî åñòü γ(0) =
γ(1) = p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ îãðàíè÷èâàåò îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Γ,
îðèåíòèðîâàííóþ ñîãëàñîâàííî ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà ïåòëè γ. Òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèå Gγ èìååò âèä z → z + A, ãäå

A =
∫

Γ
ω.

Ïîäñêàçêà.Èìååòñÿ ïðÿìîëèíåéíîå (�ðó÷íîé ðàáîòû�) äîêàçàòåëüñòâî,
êîòîðîå î÷åíü õîðîøî ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîíñòðóêöèè.
Ðàññìîòðèì äâà êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ X è Y . Ñíà÷àëà
äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ïîëåé X è Y . Ýòî ïî÷òè íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè Ëè. À òåïåðü çàìåíèì ïðîåêöèþ γ íà
ïóòü, ñîñòîÿùèé èç êóñî÷êîâ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëåé X è Y .

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìíîãî êîðî÷å, íî íå ñòîëü íàãëÿäíî,
ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî áóäóò èñïîëüçîâàíû
íèæå, â ðàçäåëå �Åùå îäèí àñïåêò: êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû�.



220 5. Ãëàäêèå âíóòðåííèå ìåòðèêè

Êðàò÷àéøèå è èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ðàññìîòðèì åùå ðàç
íàøå ìîäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå V (x, y, z) = (1, 0, 0), W (x, y, z) = (0, 1, x).
×òîáû ïðèìåíèòü ω ê âåêòîðíûì ïîëÿì X = (1, 0), Y = (0, 1), çàìåòèì,
÷òî îíè ïîäíèìàþòñÿ êàê ðàç â ïîëÿ V è W ; ñêîáêà Ëè [V,W ] = (0, 0, 1)
áûëà ïîäñ÷èòàíà â íà÷àëå ðàçäåëà 5.4.3. Ñëåäîâàòåëüíî, ω(X,Y ) =
1, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ω � ïðîñòî ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ïëîùàäè.
Ýòî ïîçâîëÿåò íàì íàõîäèòü êðàò÷àéøèå òàêîé íåãîëîíîìíîé ìåòðèêè.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ ìåæäó p = (0, 0, 0) è q = (0, 0, z).
Ïðîåêöèÿ ëþáîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé ñ
âåðøèíîé (0, 0), îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü ñ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäüþ
z, à äëèíà ýòîé ïðîåêöèè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (5.21). Ñëåäîâàòåëüíî,
êðàò÷àéøàÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ÿâëÿåòñÿ ïîäúåìîì êðàò÷àéøåé
ïåòëè, îãðàíè÷èâàþùåé ïëîùàäü z. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñâîäèòñÿ ê
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè êðàò÷àéøåé
ñðåäè âñåõ êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ äàííóþ ïëîùàäü, ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå p è q, äîëæíû áûòü
ïîäúåìàìè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà π−1√z, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî.
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü, â îòëè÷èå îò ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ z ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî êðàò÷àéøèõ, ñîåäèíÿþùèõ p ñ
q.

Óïðàæíåíèå 5.4.17. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ ýòîé íåãîëîíîìíîé
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ ïîäúåìîì äóãè îêðóæíîñòè. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî êðàò÷àéøèå âåòâÿòñÿ: èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êðàò÷àéøèõ,
âûõîäÿùèõ èç êàæäîé òî÷êè â äàííîì (äîïóñòèìîì) íàïðàâëåíèè.

Óïðàæíåíèå 5.4.18. Âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì êðàò÷àéøèõ, ÷òîáû
äàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè íàøåé ìåòðèêè, è íà
îñíîâå ýòîãî ïðîâåðüòå òåîðåìó î ïàðàëëåëåïèïåäå â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå.

Åùå îäèí àñïåêò: êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû. Íàøå ðàñïðåäåëåíèå Hp

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñ ïîçèöèè êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð: îíî ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì ÿäåð êîíòàêòíîé 1-ôîðìû ω1 = xdy − dz.

Âîñïîëüçóåìñÿ äîâîäàìè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû â òåîðåìå î ïàðàëëåëåïèïåäå. Â êà÷åñòâå
ìîäåëüíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì îïÿòü äîïóñòèìûé ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè p = (0, 0, 0) è q = (0, 0, z). Ïîñòðîèì 1-öèêë α, äîïîëíèâ γ îòðåçêîì
qp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β (ãëàäêóþ) 2-öåïü ñ ãðàíèöåé α. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà∫

α
ω1 =

∫

β
dω1.

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ôîðìû ω1 ðàâåí dω1 = ω2 = dx ∧ dy, òî åñòü
ýòî � îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xy. Ñëåäîâàòåëüíî,
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∫
α ω1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ïðîåêöèåé ïóòè γ (ïðè
ýòîì îòðåçîê qp ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∫

α
ω1 =

∫

γ
ω1 +

∫

qp
ω1 = 0 + z.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê òîìó æå âûâîäó, êàê â êîíöå ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà: êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè p è q, ïðîåêòèðóåòñÿ â êðèâóþ,
îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü ïëîùàäè z.

Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Ââåäåì íà R3 ñëåäóþùóþ ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó:
(x, y, z) · (x1, y1, z1) = (x + x1, y + y1, z + z1 + xy1).

Òàêèì îáðàçîì, ýòî � �ïî÷òè� îáû÷íîå ñëîæåíèå, íî ñ �çàêðó÷èâàþùåé
äîáàâêîé� xy1 â z-îé êîìïîíåíòå. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå H ëåâîèíâàðèàíòíî
ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðå. Äåéñòâèòåëüíî, ëåâûé ñäâèã
L(x0,y0,z0), ïî îïðåäåëåíèþ, åñòü óìíîæåíèå íà (x0, y0, z0), òî åñòü

L(x0,y0,z0)(x, y, z) = (x + x0, y + y0, z + z0 + x0y).

Ýòîò ñäâèã ïåðåâîäèò (0, 0, 0) â (x0, y0, z0). Åãî äèôôåðåíöèàë dL(x0,y0,z0)

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó dL(x0,y0,z0)(x, y, z) = (x, y, z +x0y). Òàêèì îáðàçîì,
dL(x0,y0,z0)(1, 0, 0) = (1, 0, 0) = V (x0, y0, z0),

dL(x0,y0,z0)(0, 1, 0) = (0, 1, x0) = W (x0, y0, z0).

Êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàë äëèíû (5.21) òàêæå ëåâîèíâàðèàíòåí (ïðîâåðüòå
ýòî!) Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå Hp îïðåäåëÿåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ
ìåòðèêó Êàðíî�Êàðàòåîäîðè dH íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòó ìåòðèêó ñ òàêîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé d, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà êîòîðîé â íà÷àëå (0, 0, 0) ñîâïàäàåò ñî
ñòàíäàðòíîé êîîðäèíàòíîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé.

Óïðàæíåíèå 5.4.19. Ïîêàæèòå, ÷òî d è dH èìåþò îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó
íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
d(p,q)→∞

d(p, q)
dH(p, q)

= 1.

(Äëÿ ñâåäåíèÿ: äàæå ðàçíîñòü d è dH íà ñàìîì äåëå ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà; òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî |d(p, q) −
dH(p, q)| ≤ C ïðè âñåõ p, q).

Ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü òî÷íîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ dH , ýòî äàåò
íàì öåííóþ èíôîðìàöèþ î êðóïíîìàñøòàáíîì ñòðîåíèè ëåâîèíâàðèàíòíûõ
ìåòðèê íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà. Â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå d((0, 0, 0), (0, 0, z))
ïðèáëèæåííî ðàâíî π−1

√
|z|. Ìû âèäèì, ÷òî îñü z-îâ ñîâñåì íå íàïîìèíàåò

ãåîäåçè÷åñêóþ â ìåòðèêå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó äàëåêî îòñòîÿùèìè äðóã
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îò äðóãà òî÷êàìè îñè z-îâ ìíîãî ìåíüøå, ÷åì äëèíà îòðåçêà îñè z ìåæäó
íèìè.

Çàìåòèì åùå, ÷òî ìåòðèêà dH îáëàäàåò, ïî ñðàâíåíèþ ñ d, äîïîëíèòåëüíîé
ñèììåòðèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå At : R3 → R3

(ãäå t � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó At(x, y, x) =
(tx, ty, t2z). Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî At ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé
ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå dH , òî åñòü dH(At(p), At(q)) = tdH(p, q).
Óïðàæíåíèå 5.4.20. Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Hp èíâàðèàíòíî ïî
îòíîøåíèþ ê At è ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå At óìíîæàåò äëèíû (5.21) êðèâûõ
íà t.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ìåòðè÷åñêèé) êàñàòåëüíûé êîíóñ ïðîñòðàí-
ñòâà (R3, dH) èçîìåòðè÷åí êàê ñàìîìó ïðîñòðàíñòâó R3, dH , òàê è åãî
àñèìïòîòè÷åñêîìó êîíóñó (êîíóñó íà áåñêîíå÷íîñòè). Îòñþäà è èç óïðàæíåíèÿ
5.4.19 ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé
ìåòðèêîé d òàêæå èçîìåòðè÷åí (R3, dH).

Èíôîðìàöèÿ: Â òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ êàñàòåëüíûé êîíóñ ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé Êàðíî�Êàðàòåîäîðè èçîìåòðè÷åí íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïå ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé Êàðíî�Êàðàòåîäîðè; â �îñîáûõ�
òî÷êàõ îí èçîìåòðè÷åí îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó òàêîé ãðóïïû.

5.5. Ðèìàíîâû è ôèíñëåðîâû îáúåìû
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì ïîíÿòèå îáúåìà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
áîëåå äåòàëüíî è ôîðìàëüíî. Äëÿ äâóìåðíîé îáëàñòè ñ ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé ïëîùàäü áûëà îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (5.5). Ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì
òàêîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî, ñîõðàíÿþò ñèëó â ëþáîé ðàçìåðíîñòè.
Çäåñü ìû ïðåâðàòèì ýòó ìîòèâàöèþ â òî÷íîå óòâåðæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå,
÷òî îáúåì äîëæåí âûðàæàòüñÿ àíàëîãè÷íûì èíòåãðàëîì ïðè åäèíñòâåííîì
óñëîâèè, ÷òî îí ìîíîòîííî çàâèñèò îò ìåòðèêè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî �ðàçóìíîå� ïîíÿòèå ðèìàíîâà îáúåìà: íåçàâèñèìî
îò òîãî, êàê ñòðîèòü îïðåäåëåíèå, ðåçóëüòàò áóäåò îäèí è òîò æå. Â
ñëó÷àå ôèíñëåðîâûõ ìåòðèê ýòî óæå íå òàê è, êàê ðåçóëüòàò, èìååòñÿ
ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé ôèíñëåðîâà îáúåìà. Ýòîò àñïåêò îáñóæäàåòñÿ
â ïóíêòå 5.5.3.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü
n ≥ 1; âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è ìíîãîîáðàçèÿ ñ÷èòàþòñÿ n-
ìåðíûìè.

5.5.1. Ðèìàíîâ îáúåì è ÿêîáèàíû.
Îïðåäåëåíèå 5.5.1. Ðèìàíîâ îáúåì n-ìåðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ �
ýòî n-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà, ïîðîæäåííàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (ñì.
ïàðàãðàô 1.7).



5.5. Ðèìàíîâû è ôèíñëåðîâû îáúåìû 223

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðèìàíîâ îáúåì ÷åðåç Vol. Â íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ,
÷òîáû èçáåæàòü íåÿñíîñòè, áóäåì óêàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå
èëè ðèìàíîâó ñòðóêòóðó êàê èíäåêñ, íàïðèìåð, VolM . Íà ñàìîì äåëå
ðèìàíîâ îáúåì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âñåãî äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

(1) Ðèìàíîâ îáúåì â Rn � ýòî îáû÷íûé åâêëèäîâ îáúåì (ìåðà
Ëåáåãà).

(2) Îáúåì ìîíîòîííî çàâèñèò îò ìåòðèêè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè
M è N � ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è f : M → N � íå
óâåëè÷èâàþùèé ðàññòîÿíèÿ äèôôåîìîðôèçì, òî VolN (f(Ω)) ≤
VolM (Ω) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ M .

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðèìàíîâ îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Ïðåäûäóùåå æå îïðåäåëåíèå áûëî äàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ,
÷òî îáúåì ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò.

Ðèìàíîâ îáúåì, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé ìåðîé íà
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû
Ëåáåãà ïî îáúåìó: åñëè M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è f : Ω →
R � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ (èëè, áîëåå îáùî, èíòåãðèðóåìàÿ)
ôóíêöèÿ íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ M , òî êîððåêòíî îïðåäåëåí
èíòåãðàë

∫
Ω f d VolM . Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òîëüêî òàêèå ýëåìåíòàðíûå è

åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê ëèíåéíîñòü è ìîíîòîííîñòü
îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè. Ïî ïîâîäó îáùåé òåîðèè ìåðû è
èíòåãðèðîâàíèÿ ñì., íàïðèìåð, ãëàâó 2 êíèãè [Fe].

ßêîáèàí. Ïðåäïîëîæèì,÷òî îòîáðàæåíèå f : M → N , ãäå M è N �
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè n, äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x ∈ M . Äèôôåðåíöèàë dxf ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
èç TxM â Tf(x)N . Ðèìàíîâû ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ M è N îïðåäåëÿþò
åâêëèäîâû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â TxM è Tf(x)N . Òåì ñàìûì, ýòè
ïðîñòðàíñòâà ñòàíîâÿòñÿ èçîìåòðè÷íûìè Rn. Â ÷àñòíîñòè, TxM è Tf(x)N
îêàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñíàáæåííûìè n-ìåðíûìè ìåðàìè
Ëåáåãà (èëè Õàóñäîðôà). Òàê êàê êàæäîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç
Rn íà Rn óìíîæàåò âñå îáúåìû íà ïîñòîÿííóþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî
îò îòîáðàæåíèÿ (ñì. óïðàæíåíèå 1.7.6), òî, â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî
äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ dxf : TxM → Tf(x)N . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîñòîÿííàÿ íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ dxf .

Îïðåäåëåíèå 5.5.2. Ïóñòü M , N , f è x èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è
âûøå.ßêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî Jac f(x)), ÷òî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ X ⊂ TxM
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µn(dxf(X)) = Jac f(x) · µn(X).
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Åñëè â TxM è Tf(x)N âûáðàíû îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû è A �
ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ dxf â ýòèõ áàçèñàõ, òî Jac f(x) = | detA| (ñì.
óïðàæíåíèå 1.7.6).

Çàìå÷àíèå 5.5.3. Â ñèëó íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ÿêîáèàí âñåãäà íåîòðèöàòåëåí.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èíîå îïðåäåëåíèå ÿêîáèàíà, ïðè êîòîðîì ÿêîáèàí
ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (à íå åãî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå) è òåì ñàìûì ìîæåò áûòü çíàêîïåðåìåííîé âåëè÷èíîé. Ýòî
óäîáíî â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé èç Rn â Rn, íî íå äëÿ îáùèõ (âîçìîæíî
íåîðèåíòèðóåìûõ) ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ìû íèãäå íå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñíàáæåííûå çíàêîì ÿêîáèàíû.

ßêîáèàíû ïîêàçûâàþò, êàê èçìåíÿåòñÿ îáúåì ïðè îòîáðàæåíèÿõ.
Â àíàëèçå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé çàìåíû
ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 5.5.4 (ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ). Ïóñòü M è N �
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, f : M → N � äèôôåîìîðôèçì, à Ω ⊂ M
èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

Vol(f(Ω)) =
∫

Ω
Jac f d VolM .

Â ÷àñòíîñòè, Vol(N) =
∫
M Jac f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ëîêàëüíîì
óòâåðæäåíèè. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ M è ñåìåéñòâà èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ X, ñîäåðæàùèõ òî÷êó x è ñòÿãèâàþùèõñÿ ê íåé, ìû èìååì:

(5.22) VolN (f(X))
VolM (X)

→ Jac f(x) as diam(X) → 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.22) çàôèêñèðóåì ìàëóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x è
òàêîé äèôôåîìîðôèçì ϕ : U → TxM îêðåñòíîñòè U íà îêðåñòíîñòü íóëÿ
â TxM , ÷òî ϕ(x) = 0 è åãî äèôôåðåíöèàë dxϕ : TxM → TxM ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. (Â êà÷åñòâå ϕ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
îáðàòíîå ê expx îòîáðàæåíèå.) Òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàåò ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû â U . Òåïåðü ñðàâíèì ðèìàíîâó ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ
M â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé â TxM . Â íóëå îíè
ñîâïàäàþò; ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè íóëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòðèêè
ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ ϕ è ϕ−1, ñóæåííûå íà äîñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè íóëÿ
è òî÷êè x, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé, ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê 1. Òàê êàê îáúåì ìîíîòîíåí îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, òî îòñþäà
ñëåäóåò

VolTxM (ϕ(X))
VolM (X)

→ 1
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ïðè diam(X) → 0. Ïóñòü òåïåðü y = f(x), V = f(U), à îòîáðàæåíèå
ψ : V → TyN îïðåäåëåíî ôîðìóëîé ψ ◦ f |U = dxf ◦ ϕ|U . Òîãäà ψ(y) = 0,
ïðè÷åì dyψ : TyN → TyN � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó, ìû ïîëó÷àåì

VolTyN (ψ(f(X)))
VolN (f(X))

→ 1

ïðè diam(X) → 0. Òàê êàê ψ(f(X)) = dxf(ϕ(X)), òî òðåáóåìàÿ ôîðìóëà
(5.22) òåïåðü ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

VolTyN (dxf(ϕ(X)))
VolTxM (ϕ(X))

= Jac f(x),

êîòîðîå åñòü íè÷òî èíîå, êàê îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà.
Ñïîñîá, êàê òåïåðü ìîæíî âûâåñòè òåîðåìó èç (5.22), çàâèñèò îò

ñòåïåíè ïîäãîòîâëåííîñòè ÷èòàòåëÿ. Íàèáîëåå ýëåìåíòàðíûé ñïîñîá �
ðàçáèòü X íà ìàëûå ïîäìíîæåñòâà {Xi}, âûáðàòü òî÷êè xi ∈ Xi è
ñðàâíèòü îáúåì VolN (f(X)) =

∑
VolN (f(Xi)) ñ èíòåãðàëüíîé ñóììîé∑

Jac f(xi)VolM (Xi). Äåòàëè ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
¤

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 5.5.4 ìû ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ
ôîðìóëó äëÿ ðèìàíîâà îáúåìà. Ýòó ôîðìóëó ÷àñòî áåðóò â êà÷åñòâå
îïðåäåëåíèÿ îáúåìà.

Òåîðåìà 5.5.5. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, U �
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Rn, à ϕ : U → M � êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà.
Êàæäîé òî÷êå x ∈ U ñîïîñòàâèì ìàòðèöó (gij(x)), ñîñòàâëåííóþ èç
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàòíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå
ϕ(x), ò.å. gij(x) = 〈dxϕ(ei), dxϕ(ej)〉M , ãäå {ei} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ
â Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ U èìååì

VolM (ϕ(Ω)) =
∫

Ω

√
det(gij) dmn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì U êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñî ñòàíäàðòíûì
åâêëèäîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïî òåîðåìå 5.5.4, VolM (ϕ(U)) =∫
U Jacϕ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Jacϕ(x) =

√
det(gij(x)) äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ U . Ïóñòü (vi) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Tϕ(x)M , à
A � ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëà dxϕ : Rn → Tϕ(x)M â ýòîì áàçèñå.
Òîãäà Jac ϕ(x) = | detA|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (gij(x)) = AT A, ãäå AT �
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, det(gij(x)) = det(AT ) det(A) =
det(A)2; òàê ÷òî |det A| = √

det(gij(x)). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.5.5 îïðåäåëÿåò îáúåì êàæäîãî èçìåðèìîãî
ïîäìíîæåñòâà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â åå äîêàçàòåëüñòâå (âêëþ÷àÿ ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ
â èíòåãðàëå) èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî òå äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà, êîòîðûå
áûëè óïîìÿíóòû ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 5.5.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà ñâîéñòâà
îïðåäåëÿþò îáúåì åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òåì ñàìûì, íàìè ïîëó÷åíà
ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 5.5.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ôóíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó
ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ M çàäàííóþ íà íåì áîðåëåâñêóþ ìåðó. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ V ìîíîòîííî çàâèñèò îò ìåòðèêè è ñîïîñòàâëÿåò
åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn åãî ñòàíäàðòíûé åâêëèäîâ îáúåì.

Òîãäà V ñîâïàäàåò ñ ðèìàíîâûì îáúåìîì.

5.5.2. Îáúåì ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé. Õîòÿ ìû äîêàçàëè ôîðìóëó
çàìåíû ïåðåìåííûõ òîëüêî â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ, îíà îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèïøèöåâûõ ãîìåîìîðôèçìîâ. Áîëåå
òîãî, íåñëîæíàÿ ìîäèôèêàöèÿ äåëàåò åå ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ëèïøèöåâûõ
îòîáðàæåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ áèåêòèâíûìè. Íèæå ìû ïðèâîäèì áåç
äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 5.5.7 (Òåîðåìà Ðàäåìàõåðà; ñì. òåîðåìó 3.1.6 â [Fe]). Êàæäîå
ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó. Òî åñòü, åñëè
M è N� ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, à f : M → N � ëèïøèöåâî
îòîáðàæåíèå, òî äèôôåðåíöèàë dxf ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ, êðîìå, áûòü
ìîæåò, ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû, x ∈ M .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå ñëîâî �ðèìàíîâû� ìîæåò áûòü çàìåíåíî
ñëîâîì �ãëàäêèå�, ò.ê. êëàññû ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé è ìíîæåñòâ
íóëåâîé ìåðû íå çàâèñÿò îò ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû (îáà ïîíÿòèÿ ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò).

Èç òåîðåìû Ðàäåìàõåðà ñëåäóåò, ÷òî ÿêîáèàí Jac f(x) ëèïøèöåâà
îòîáðàæåíèÿ f : M → N îïðåäåëåí ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ M .
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåí èíòåãðàë Ëåáåãà

∫
M Jac f .

Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ îáúåìîì (èëè ïëîùàäüþ) îòîáðàæåíèÿ f .
Åñëè f èíúåêòèâíî, ýòîò îáúåì ðàâåí îáúåìó ìíîæåñòâà f(M) ⊂ N .
Åñëè f ïîêðûâàåò íåêîòîðóþ ÷àñòü N íåñêîëüêî ðàç, ñëåäóåò ó÷åñòü
êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ:
Òåîðåìà 5.5.8 ([Fe], òåîðåìà 3.2.3). Åñëè M è N � n-ìåðíûå ðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ, à f : M → N � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, òî

(5.23)
∫

M
Jac f(x) d VolM (x) =

∫

N
#(f−1(y)) dVolN (y),

ãäå ÷åðåç # îáîçíà÷åíî ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà.
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Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî, êîíå÷íî, èíòåãðàë Ëåáåãà îò (âñåãäà
èçìåðèìîé) ôóíêöèè y 7→ #(f−1(y)).

Òàê êàê çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ëèáî öåëûå ÷èñëà, ëèáî áåñêîíå÷íîñòü,
òî èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫

N
#(f−1(y)) d VolM (y) =

∑

k∈N∪{∞}
k ·VolN ({y ∈ N : #(f−1(y)) = k}),

ãäå âûðàæåíèå ∞ · 0, åñëè îíî ïîÿâëÿåòñÿ, ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0.
Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèìåíåíèé ýòîé òåîðåìû

ÿâëÿåòñÿ îöåíêà îáúåìà îáðàçà ñâåðõó.

Ñëåäñòâèå 5.5.9. Åñëè M è N � n-ìåðíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, à
f : M → N � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, òî

VolN (f(M)) ≤
∫

M
Jac f(x) dVolM (x).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Jac f ≤ 1 ïî÷òè âñþäó, òî VolN (f(M)) ≤ Vol(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y ∈ f(M), òî #(f−1(y)) ≥ 1. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî
â (5.23) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî â ïàðàãðàôå 5.6.

Ïðåäëîæåíèå 5.5.10. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
f : M → Rn � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, à fi (1 ≤ i ≤ n) �
åãî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà, òàì, ãäå f äèôôåðåíöèðóåìî,
Jac f ≤ ∏m

i=1 dil(fi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈
M . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî |dxfi(v)| ≤ dil(fi) · |v| äëÿ âñåõ v ∈ TxM , ò.å.
‖dxfi‖ ≤ dil(fi). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = (aij) ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëà
dxf îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â TxM è ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà â Rn; i-àÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû ñîñòàâëåíà èç ÷èñåë dxfi(vj),
1 ≤ j ≤ n. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ñòðîêó êàê âåêòîð ai ∈ Rn;
òîãäà |ai| = ‖dxfi‖ ≤ dil(fi). Òàê êàê | det A| ðàâåí åâêëèäîâó îáúåìó
ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà ai, ìû èìååì Jac f(x) = | detA| ≤∏n

i=1 |ai| ≤
∏n

i=1 dil(fi). ¤

5.5.3. Ôèíñëåðîâû îáúåìû. Èç òåîðåìû 5.5.6 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ èìååòñÿ âñåãî îäíî ðàçóìíîå ïîíÿòèå îáúåìà.
Â ñëó÷àå ôèíñëåðîâûõ ìåòðèê ýòî óæå íå òàê: ìîæíî îïðåäåëèòü
ôèíñëåðîâ îáúåì ðàçíûìè ñïîñîáàìè è ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå
ðåçóëüòàòû. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêîãî ðîäà.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè è çàôèêñèðîâàëè
íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ôèíñëåðîâà îáúåìà. Òî åñòü, êàæäîå ôèíñëåðîâî
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ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåíî áîðåëåâñêîé ìåðîé (îáúåìîì), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç Vol. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òè Vol îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 5.5.1, èìåííî, ñîãëàñîâàííîñòüþ ñ åâêëèäîâûì îáúåìîì
è ìîíîòîííîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå. Îòìåòèì, ÷òî èç ìîíîòîííîñòè
ñëåäóåò, ÷òî (ãëàäêèå) èçîìåòðèè íå ìåíÿþò îáúåì.

Ïóñòü ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà â Rn. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
(Rn, ‖·‖), ÿâëÿÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôèíñëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, îáëàäàåò
ôèíñëåðîâûì îáúåìîì Vol‖·‖. Îáîçíà÷èì ÷åðåç | · | åâêëèäîâó íîðìó. Òàê
êàê ‖·‖ è |·| áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû (òåîðåìà 1.4.11), òî ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c è C, ÷òî c|x| ≤ ‖x‖ ≤ C|x| äëÿ âñåõ
x ∈ Rn. Èç ìîíîòîííîñòè îáúåìà ñëåäóåò, ÷òî cnmn ≤ Vol‖·‖ ≤ Cnmn.
(Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèòå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñíà÷àëà
êàê îòîáðàæåíèÿ èç (Rn, ‖ · ‖) â (Rn, c| · |), à ïîòîì � êàê îòîáðàæåíèå èç
(Rn, C| · |) â (Rn, ‖ · ‖).) Â ÷àñòíîñòè, ‖ · ‖-îáúåì åäèíè÷íîãî êóáà êîíå÷åí
è ïîëîæèòåëåí. Îáîçíà÷èì Vol‖·‖([0, 1]n) ÷åðåç ν(‖ · ‖).

Îáúåì Vol‖·‖ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ,
ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè ïðîñòðàíñòâà (Rn, ‖ · ‖). Îòñþäà,
ïî òåîðåìå Ëåáåãà (1.7.5), ñëåäóåò, ÷òî ìåðà Vol‖·‖

ν(‖·‖) ñîâïàäàåò ñ ìåðîé
Ëåáåãà mn. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn.

Vol‖·‖(X) = ν(‖ · ‖) mn(X).

Íàïîìíèì, ÷òî ôèíñëåðîâà ñòðóêòóðà Φ â îáëàñòè U ⊂ Rn � ýòî
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà TU , ñóæåíèå êîòîðîé íà êàæäîå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî TxU (ãäå x ∈ U) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Îáîçíà÷èì ýòî ñóæåíèå ÷åðåç Φx.

Ïðåäëîæåíèå 5.5.11. Äëÿ ôèíñëåðîâîé ñòðóêòóðû Φ â îáëàñòè U ⊂
Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

VolΦ(Ω) =
∫

Ω
ν(Φx) dmn(x),

ãäå Ω ⊂ U � ëþáîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì
òåîðåì 5.5.4 è 5.5.5. ¤

Ýòî ïðåäëîæåíèå äàåò íàì ñâîåãî ðîäà �îáùèé âèä� ôèíñëåðîâà
îáúåìà. Òåïåðü ìîæíî ñòðîèòü ôóíêöèîíàëû ôèíñëåðîâà îáúåìà, âûáèðàÿ
çíà÷åíèå ν(‖ · ‖) äëÿ êàæäîé íîðìû ‖ · ‖ in Rn. Äðóãèìè ñëîâàìè,
n-ìåðíûé Ôèíñëåðîâ îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèÿìè íà ïëîñêèõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.5.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî (V, ‖ · ‖) îñíàùåíî òàêîé èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ
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ïåðåíîñîâ ìåðîé Vol(V,‖·‖), êîòîðàÿ êîíå÷íà è ïîëîæèòåëüíà íà êàæäîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Åâêëèäîâà ñîãëàñîâàííîñòü: Vol(Rn,standard åâêëèäîâà norm) = mn.
(2) Àôôèííàÿ èíâàðèàíòíîñòü: ìåðà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ëèíåéíîé

èçîìåòðèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.
(3) Ìîíîòîííîñòü: åñëè ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖′, òî Vol(V,‖·‖) ≤ Vol(V,‖·‖′).

Òîãäà ýòî ñåìåéñòâî ìåð ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå ôèíñëåðîâû
ìíîãîîáðàçèÿ êàê åâêëèäîâî-ñîãëàñîâàííûé è ìîíîòîííûé ôóíêöèîíàë
îáúåìà.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Èìåÿ ìåðû íà âñåõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ìû ìîæåì, àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 5.5.2, çàäàòü ÿêîáèàíû îòîáðàæåíèé
èç îäíîãî ôèíñëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà äðóãîå Îïðåäåëèì ôèíñëåðîâ
îáúåì ïî ôîðìóëå èç ïðåäëîæåíèÿ 5.5.11; ïîñëå ýòîãî íåòðóäíî äîêàçàòü
ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé (òåîðåìà 5.5.4). Èç óñëîâèé 2 è 3 ñëåäóåò,
÷òî ëèíåéíîå íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå íå óâåëè÷èâàåò ìåðó. Çàìåòèì,
÷òî äèôôåðåíöèàëû íåðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ôèíñëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé
ÿâëÿþòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèìè ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó èõ êàñàòåëüíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè (ñ íîðìàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóæåíèÿìè íàøèõ ôèíñëåðîâûõ
ñòðóêòóð). Òåïåðü ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ôèíñëåðîâ îáúåì îïðåäåëåí êîððåêòíî (òî åñòü îí íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò) è ìîíîòîíåí îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ìåòðèêè. ¤

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ ìåðó íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, äîñòàòî÷íî âûáðàòü åå
çíà÷åíèå âñåãî íà îäíîì ìíîæåñòâå. Âûøå ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ýòîé
öåëè åäèíè÷íûé êóá â Rn (âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ν(‖·‖)). Â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ áîëåå óäîáíî çàäàòü îáúåì ìíîæåñòâà, åñòåñòâåííî ñâÿçàííîãî ñ
íîðìîé, íàïðèìåð, åäèíè÷íîãî øàðà ýòîé íîðìû.

Ïðèìåð 5.5.13 (Ìåðà Õàóñäîðôà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç αn åâêëèäîâ
îáúåì ñòàíäàðòíîãî åäèíè÷íîãî øàðà â Rn. Â êàæäîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå (V, ‖·‖) îïðåäåëèì ìåðó Vol(V,‖·‖) òàê, ÷òîáû ìåðà åäèíè÷íîãî
øàðà ýòîé íîðìû áûëà ðàâíà αn. Èíûìè ñëîâàìè, ñîïîñòàâèì íîðìå ‖·‖
â Rn çíà÷åíèå

ν(‖ · ‖) =
αn

mn(unit ball of ‖ · ‖) .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 5.5.12 âûïîëíÿþòñÿ, òàê
÷òî ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ôèíñëåðîâà îáúåìà. Íà ñàìîì
äåëå ýòîò ôóíêöèîíàë ñîâïàäàåò ñ n-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà. Ýòî
ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû íàõîäèëè òî÷íîå çíà÷åíèå
íîðìèðóþùåé êîíñòàíòû äëÿ ìåðû Õàóñäîðôà (ñì. òåîðåìó 1.7.14 è åå
ñëåäñòâèå).
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Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåìà òðåáóåòñÿ èç íåêîòîðîãî
êëàññà ìíîæåñòâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âûáðàòü ìíîæåñòâî íàèìåíüøåãî
îáúåìà. Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïîðî÷íûì êðóãîì, òàê êàê ñàìî ïîíÿòèå
îáúåìà åùå íå îïðåäåëåíî. Îäíàêî, ÷òîáû ñðàâíèâàòü îáúåìû ìíîæåñòâ,
íàì ñîâñåì íå íàäî âûáèðàòü ôóíêöèîíàë îáúåìà. Äîñòàòî÷íî âçÿòü
ëþáóþ åâêëèäîâó ñòðóêòóðó è ñðàâíèâàòü ìåðû Ëåáåãà, ïîòîìó ÷òî
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû:
åå èçìåíåíèå ïðîñòî óìíîæàåò âñå îáúåìû íà îäíî è òî æå ÷èñëî.
Ïðèìåð 5.5.14 (êîìàññà, [Gro1]). Ïóñòü (V, ‖·‖) � íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî, B � åãî åäèíè÷íûé øàð, à Q � ñîäåðæàùèé B àôôèííûé êóá
ìèíèìàëüíîãî îáúåìà. (Ïîä àôôèííûì êóáîì ìû èìååì â âèäó îáðàç
êóáà [−1, 1]n ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè.) Òåïåðü îïðåäåëèì îáúåì
ôîðìóëîé Vol(V,‖·‖)(Q) = 2n. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèîíàë
ôèíñëåðîâà îáúåìà íàçûâàåòñÿ êîìàññîé.
Ïðèìåð 5.5.15 (âïèñàííûé ðèìàíîâ îáúåì). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó,
ïóñòü Q � ýëëèïñîèä íàèìåíüøåãî îáúåìà, ñîäåðæàùèéñÿ â B. Ïîëîæèì
îáúåì Vol(V,‖·‖)(Q) ðàâíûì αn, åâêëèäîâó îáúåìû ñòàíäàðòíîãî åâêëèäîâà
øàðà. Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: äëÿ äàííîé íîðìû
‖ · ‖ íàéäåì åâêëèäîâó íîðìó | · | ñ íàèìåíüøèì îáúåìîì ñðåäè âñåõ
åâêëèäîâûõ íîðì, íå ìåíüøèõ, ÷åì ‖ · ‖; òåïåðü ïîëîæèì Vol(V,‖·‖) =
Vol(V,|·|). Ïîëó÷åííûé ôèíñëåðîâ îáúåì ðàâåí ìèíèìóìó ðèìàíîâûõ
îáúåìîâ òåõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê, êîòîðûå íå ìåíüøå íàøåé ôèíñëåðîâîé
ìåòðèêè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàêñèìàëüíûé ðèìàíîâ îáúåì ñðåäè
ðèìàíîâûõ íå áîëüøèõ íàøåé ôèíñëåðîâîé ìåòðèêè. Òàêîå îïðåäåëåíèå
îáúåìà ñâÿçàíî ñ ìèíèìàëüíûì ýëëèïñîèäîì, ñîäåðæàùèì åäèíè÷íûé
øàð íàøåé íîðìû.
Ïðèìåð 5.5.16 (ñèìïëåêòè÷åñêèé îáúåì). Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð
íåêîòîðîé íîðìû ‖ · ‖ â Rn. Ïîëÿðíîå äëÿ B îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:

B∗ = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 äëÿ âñåõ y ∈ B}.
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë îáúåìà ðàâåíñòâîì ν(‖ · ‖) = mn(B∗)/αn, ãäå
αn � åâêëèäîâ îáúåì åâêëèäîâà åäèíè÷íîãî øàðà (ñðàâíèòå ñ ïðèìåðîì
5.5.13). Ïîëó÷åííûé ôóíêöèîíàë ôèíñëåðîâà îáúåìà íàçûâàåòñÿ îáúåì
Õîëìñà�Òîìïñîíà.

Ýòîò ñïåöèàëüíûé ôèíñëåðîâ îáúåì òåñíî ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìûì
ñèìïëåêòè÷åñêèì îáúåìîì (ïîñëåäíèé îïðåäåëåí íà êîêàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ è íå çàâèñèò îò ìåòðèêè). Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà:
îáúåì Õîëìñà�Òîìïñîíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâåí
ïðîåêöèè ñèìïëåêòè÷åñêîãî îáúåìà ìíîæåñòâà êîâåêòîðîâ, íîðìà êîòîðûõ
íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.
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Óïðàæíåíèå 5.5.17. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ
âñå ôóíêöèîíàëû ôèíñëåðîâà îáúåìà ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Õîòÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ åñòåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ôèíñëåðîâà
îáúåìà, îíè òåì íå ìåíåå �íå ñëèøêîì ðàçëè÷íû�. Èìåííî, îòíîøåíèå
ëþáûõ äâóõ èç íèõ îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè.
Òåîðåìà 5.5.18. Ïóñòü Vol è Vol′ � äâà n-ìåðíûõ ñîãëàñîâàííûõ
ñ åâêëèäîâûì è ìîíîòîííûõ ôóíêöèîíàëà ôèíñëåðîâà îáúåìà. Òîãäà
Vol(Ω) ≤ n3n/2 Vol′(Ω) äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Ω â ëþáîì
ôèíñëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.5.11 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî Vol ≤ n3n/2 Vol′ äëÿ íîðìèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (îíà áóäåò íóæíà òàêæå
â ðàçäåëå 8.5.3). Ãðóáî ãîâîðÿ, îíà óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäîå âûïóêëîå
òåëî â Rn ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñ îãðàíè÷åííîé îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ àôôèííûì êóáîì. Íàïîìíèì, ÷òî àôôèííûé êóáîì íàçûâàåòñÿ
îáðàç ñòàíäàðòíîãî êóáà [−1, 1]n ïðè ëþáîì íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì
ïðåîáðàçîâàíèè.
Ëåììà 5.5.19. Ïóñòü D � åäèíè÷íûé øàð íîðìû ‖ · ‖ â n-ìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àôôèííûé êóá
Q ⊂ V , ÷òî 1

nQ ⊂ D ⊂ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V = Rn. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë
F íà D×· · ·×D (n ñîìíîæèòåëåé), îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì, F (v1, . . . , vn) = | det[v1, . . . , vn]|,
ãäå n × n�ìàòðèöà [v1, . . . , vn] ñîñòàâëåíà èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ vi.
Äðóãèìè ñëîâàìè, F (v1, . . . , vn) � ýòî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî
íà ýòè âåêòîðà. Òàê êàê ôóíêöèîíàë F íåïðåðûâåí, à ìíîæåñòâî D ×
· · ·×D êîìïàêòíî, F äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò
ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ñòàíäàðòíîì áàçèñå (e1, . . . , en) ïðîñòðàíñò-
âà Rn. Ýòî âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìíîæåñòâà D. Òîãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q = [−1, 1]n. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê D ñîäåðæèò âåêòîðà ei, ìû èìååì ‖ei‖ ≤ 1; òåì ñàìûì

‖(x1, . . . , xn)‖ = ‖∑
xiei‖ ≤

∑ |xi| ≤ 1
ïðè (x1, . . . , xn) ∈ [− 1

n , 1
n ]n. Ñëåäîâàòåëüíî 1

nQ ⊂ D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè v = (x1, . . . , xn) ∈ D, òî |xi| ≤ 1 ïðè âñåõ i; èíà÷å ìîæíî áûëî áû
çàìåíèòü ei íà v â âûðàæåíèè F (e1, . . . , en) è ïîëó÷èòü áîëüøåå çíà÷åíèå.
Òàêèì îáðàçîì, D ⊂ [−1, 1]n. ¤

Òåïåðü ðàññìîòðèì àôôèííûé êóá Q èç ëåììû 5.5.19 â n-ìåðíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (V, ‖ · ‖). Îòîæäåñòâèì V ñ Rn ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî Q â [−1, 1]n. Òîãäà èç 1

nQ ⊂ D ⊂
Q ñëåäóåò, ÷òî 1

nB ⊂ D ⊂ √
nB, ãäå B � åâêëèäîâ åäèíè÷íûé øàð
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â Rn. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó ìåæäó íîðìàìè:
1√
n
|·| ≤ ‖·‖ ≤ n|·|, ãäå |·|� ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà íîðìà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ìîíîòîííîñòè îáúåìà (çàìåòèì, ÷òî Vol(Rn,c|·|) = cn Vol(Rn,|·|) äëÿ
ëþáîé êîíñòàíòû c > 0),

1
nn/2

Vol(Rn,|·|) ≤ Vol(Rn,‖·‖) ≤ nn Vol(Rn,|·|)

Àíàëîãè÷íî, òàêîå æå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàìåíå Vol′ íà Vol.
Òàê êàê Vol(Rn,|·|) = Vol′(Rn,|·|), òî îòñþäà ñëåäóåò æåëàåìîå íåðàâåíñòâî
Vol ≤ n3n/2 Vol′. ¤

5.6. Íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à
Íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü`îáúåì ðèìàíîâîé ìåòðèêè äàæå â ñèòóàöèè,
êîãäà èìåþùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ î ìåòðèêå äîâîëüíî îãðàíè÷åíà. Ýòî
íåðàâåíñòâî ïðèíàäëåæèò ê òîé ÷àñòè ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ôîðìóëèðîâêè
êîòîðîé íå ñîäåðæàò îãðàíè÷åíèé íà êðèâèçíó èëè äðóãèõ ñõîäíûõ
ëîêàëüíûõ óñëîâèé. Ìíîãî äðóãèõ ïðîáëåì è ðåçóëüòàòîâ èç ýòîãî
ðàçäåëà ãåîìåòðèè ìîæíî íàéòè â êíèãå [Gro1]. Ìû ñôîðìóëèðóåì
è äîêàæåì íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à â ïóíêòå 5.6.2. Äîêàçàòåëüñòâî
èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû î ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ (êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê
äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè), êðàòêî èçëîæåííûå â ïåðâîì ïàðàãðàôå.
Õîòÿ ýòè ðåçóëüòàòû äàëåêè îò òåìàòèêè íàøåé êíèãè, îíè ñíàáäÿò íàñ
âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

5.6.1. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââåäåì âàæíûé
ãîìîòîïè÷åñêèé èíâàðèàíò îòîáðàæåíèÿ, åãî ñòåïåíü. Â îñíîâíîì ìû
áóäåì èìåòü äåëî ñî ñòåïåíüþ ïî ìîäóëþ 2, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íà äëÿ
íàøèõ öåëåé. Äîêàçàòåëüñòâà è äåòàëüíîå èçëîæåíèå ñì. â êíèãå [Mi].
Ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü âñå ïðèâåäåííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ
äîêàçàòü ñàìèì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé (òî åñòü
äëÿ îêðóæíîñòåé è èíòåðâàëîâ).

Îïðåäåëåíèå 5.6.1. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N , ãäå
M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
äëÿ f , åñëè ðàíã äèôôåðåíöèàëà dxf ðàâåí ðàçìåðíîñòè N , òî åñòü
dxf : TxM → Tf(x)N ñþðúåêòèâåí. Òî÷êà y ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì
çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f , åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ f−1(y) ðåãóëÿðíà f .

Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ñàðäà�Áðàóíà óòâåðæäàåò, ÷òî ðåãóëÿðíûå
çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f âñþäó ïëîòíû â N (è, êðîìå òîãî, äîïîëíåíèå
ê ìíîæåñòâó ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé â N èìååò ìåðó íóëü).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè f−1(y) = ∅, òî òî÷êà y ∈ N ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
çíà÷åíèåì. Åñëè dimM < dimN , òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé
ñîâïàäàåò ñ N \ f(M). Åñëè æå dimM ≥ dimN , òî îïðåäåëåíèå
ñòàíîâèòñÿ áîëåå èíòåðåñíûì. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû î íåÿâíîé
ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y îòîáðàæåíèÿ f
ìíîæåñòâî f−1(y) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M , èìåþùèì
ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ dimM − dimN . Â ÷àñòíîñòè, åñëè dimM = dim N ,
òî ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì
(ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê). Åñëè M åùå è êîìïàêòíî, òî ïðîîáðàç
ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ êîíå÷åí.

Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó
ìíîãîîáðàçèÿìè îäíîé ðàçìåðíîñòè. Íèæå ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî M è
N � êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 5.6.2. Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, à
y ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f . Òîãäà deg2(f ; y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âû÷åò
ïî ìîäóëþ 2 ïî ôîðìóëå

deg2(f ; y) = #(f−1(y)) mod 2.

Èíûìè ñëîâàìè, deg2(f ; y) ðàâíà 0, åñëè ÷èñëî òî÷åê â f−1(y) ÷åòíî, è
ðàâíà 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 5.6.3. Ñòåïåíü deg2(f ; y) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî
çíà÷åíèÿ y ∈ N .

Ýòî ïðåäëîæåíèå, âìåñòå ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå, ïîçâîëÿåò íàì äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.6.4. Ïóñòüf : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
deg2(f ; y), ãäå y ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f , íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíüþ ïî ìîäóëþ 2 îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç deg2(f).

Ïðåäëîæåíèå 5.6.5. Åñëè ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ f1 è f2 èç M â N
ãîìîòîïíû, òî deg2(f1) = deg2(f2).

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü ïîíÿòèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ
ê íåãëàäêèì îòîáðàæåíèÿì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå èç M â N ãîìîòîïíî íåêîòîðîìó ãëàäêîìó îòîáðàæåíèþ.
Åñëè f : M → N � ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à f1 � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, ãîìîòîïíîå îòîáðàæåíèþ f , òî ìû ïîëàãàåì deg2(f) =
deg2(f1). Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6.5 ñëåäóåò, ÷òî deg2(f1) íå çàâèñèò îò
âûáîðà f1, òåì ñàìûì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò deg2(f) êîððåêòíî.
Êðîìå òîãî, deg2(f) çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà îòîáðàæåíèÿ f .
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Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Ïðè ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåíèÿõ ìû ïðåäïîëàãàëè,
÷òî M è N íå èìåëè êðàÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî îòáðîñèòü,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òåìè îòîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå îòîáðàæàþò
ãðàíèöó ìíîãîîáðàçèÿ M â ãðàíèöó N (èëè åå ïîäìíîæåñòâî).

Çäåñü ïîä ìíîãîîáðàçèå ìû ïîíèìàåì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êóñî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü è ïðè
îòñóòñòâèè êàêîé ëèáî äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðû (òî åñòü â ñëó÷àå
òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé).

Ïðåäëîæåíèå 5.6.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M è N � êîìïàêòíûå ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ, âîçìîæíî ñ ãðàíèöàìè, à f � òàêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå,
÷òî f(∂M) ⊂ ∂N . Òîãäà deg2(f ; y) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî
çíà÷åíèÿ y ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå 5.6.4 èìååò ñìûñë è äëÿ
òàêèõ îòîáðàæåíèé f .

Êðîìå òîãî, åñëè f0 è f1 ñîåäèíåíû òàêîé ãîìîòîïèåé {ft}t∈[0,1],
÷òî ft(∂M) ⊂ ∂N äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], òî deg2(f0) = deg2(f1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñâåäåì óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé
(ïðåäëîæåíèÿ 5.6.3 è 5.6.5) ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè óäâîåíèÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç M̄ óäâîåíèå M , òî åñòü äâå êîïèè M , ñêëååííûå âäîëü òîæäåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ èõ ãðàíèö. Àíàëîãè÷íî, N̄ � óäâîåíèå N .

Îòîáðàæåíèå f : M → N åñòåñòâåííî èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
f̄ : M̄ → N̄ , êîòîðîå îòîáðàæàåò êàæäûé ýêçåìïëÿð ìíîãîîáðàçèÿ M
â ñîîòâåòñòâóþùóþ êîïèþ N . Íîâîå îòîáðàæåíèå f̄ , ñîîòâåòñòâóþùåå
îòîáðàæåíèþ f(∂M) ⊂ ∂N ,íåïðåðûâíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî deg2(f ; y) =
deg2(f̄ ; y′) ãäå y′ îäíà èç äâóõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå y. Òåïåðü
ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6.3. Àíàëîãè÷íî, âòîðîå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6.5. Ïîäðîáíîñòè (â òîì ÷èñëå è
ââåäåíèå ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà óäâîåíèè) ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. ¤

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ 5.6.5, ãîìîòîïè÷åñêàÿ
èíâàðèàíòíîñòü deg2ïîçâîëèëà íàì îïðåäåëèòü deg2 è äëÿ íå ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé. Ñîâåðøåííî òå æå äîâîäû ïðèìåíèìû ê ìíîãîîáðàçèÿì ñ
êðàåì è êëàññó òåõ îòîáðàæåíèé f , äëÿ êîòîðûõ f(∂M) ⊂ ∂N .

Ïðåäëîæåíèå 5.6.7. Ïóñòü M è N � êîìïàêòíûå ãëàäêèå n-ìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ, áûòü ìîæåò ñ êðàåì, f : M → N � òàêîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, ÷òî f(∂M) ⊂ ∂N è deg2 f 6= 0. Òîãäà f ñþðúåêòèâíî, òî
åñòü f(M) = N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà, àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 5.6.6, ñâåäåì
ïðåäëîæåíèå ê ñëó÷àþ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì,
÷òî f íå ñþðúåêòèâíî. Åñëè f ãëàäêî, ðàññìîòðèì y ∈ N \ f(M). Òàê
êàê f−1(y) = ∅, òî y ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì è òîãäà deg2(f) =
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deg2(f ; y) = 0. Â îáùåì ñëó÷àå çàìåíèì îòîáðàæåíèå f åãî ãëàäêîé
àïïðîêñèìàöèåé f1. Åñëè f1 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê f , òî îíî ãîìîòîïíî
f è òîæå íå ñþðúåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, deg2(f) = deg2(f1) = 0. ¤

Çàìå÷àíèå 5.6.8. Åñëè ìíîãîîáðàçèÿ M è N îðèåíòèðîâàíû, òî
ìîæíî îïðåäåëèòü öåëî÷èñëåííóþ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f : M → N
(îáîçíà÷àåìóþ deg(f)). Èìåííî, åñëè y ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f ,
òî ïîëîæèì

deg(f ; y) =
∑

x∈f−1(y)

ε(x),

ãäå

ε(x) =

{
+1, åñëè dxf ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ,
−1, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå.

Âñå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ñâîéñòâà ñòåïåíè deg2 ñïðàâåäëèâû, ñ
î÷åâèäíîé ìîäèôèêàöèåé, è äëÿ deg. ßñíî, ÷òî deg2(f) = deg(f) mod 2.

5.6.2. Íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè
îáîçíà÷åíèÿìè. Îáîçíà÷èì I = [0, 1]; òîãäà In = [0, 1]n ⊂ Rn �
ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé êóá. Ãðàíèöà ∂In êóáà ñîñòîèò èç òî÷åê, õîòÿ áû
îäíà êîîðäèíàòà êîòîðûõ ðàâíà 0 or 1. Ýòà ãðàíèöà ñîñòîèò èç ãðàíåé,
êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç F 0

i è F 1
i ; èìåííî, F 0

i (ñîîòâ. F 1
i ) � ýòî

ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê êóáà In, i-àÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ðàâíà 0 (ñîîòâ. 1).

Òåîðåìà 5.6.9 (Íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à). Ïóñòü g � ðèìàíîâà ñòðóêòóðà
íà In. ×åðåç di, i = 1, . . . , n, îáîçíà÷èì ðèìàíîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó
ãðàíÿìè F 0

i è F 1
i . Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Volg(In) ≥ ∏n

i=1 di.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïðîòÿæåíèè äîêàçàòåëüñòâà âñå ðàññòîÿíèÿ, ÿêîáèàíû
è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êóáà In ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g.
Îïðåäåëèì ôóíêöèè fi : In → R, i = 1, . . . , n, ðàâåíñòâîì

fi(x) = min{di,dist(x, F 0
i )}.

×åðåç f : In → Rn îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè
fi, òî åñòü f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)). Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðîñòûå íàáëþäåíèÿ

(1) Îòîáðàæåíèÿ fi ÿâëÿþòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèìè.
(2) fi(x) ∈ [0, di] ïðè âñåõ x ∈ In. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f îòîáðàæàåò In

â ïàðàëëåëîãðàìì P = [0, d1]× [0, d2]× . . . [0, dn].
(3) Åñëè x ∈ F 0

i , òî fi(x) = 0, à åñëè x ∈ F 1
i , òî fi(x) =

di. Äðóãèìè ñëîâàìè, f îòîáðàæàåò êàæäóþ ãðàíü êóáà In â
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà P .

Èç ïåðâîãî ïóíêòà ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 5.5.10
ñëåäóåò, ÷òî ÿêîáèàí Jac f ≤ 1 ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó. Îòñþäà, ïî
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ñëåäñòâèþ 5.5.9, ïîëó÷àåì: Volg(In) ≥ µn(f(In)). Ìû õîòèì ïîêàçàòü,
÷òî f(In) = P .

Âòîðîå èç ñäåëàííûõ íàáëþäåíèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü f êàê
îòîáðàæåíèå èç In â P . Òðåòüå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî f(∂In) ⊂
∂P ; ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ f îïðåäåëåíà ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ. Ìû õîòèì
ïîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f (ïî ìîäóëþ 2), ðàññìàòðèâàåìîãî
êàê îòîáðàæåíèå èç In â P , ðàâíà 1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
A : Rn → Rn, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì A(x1, . . . , xn) = (x1/d1, . . . , xn/dn).
Åãî ñóæåíèå A|P ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì èç P â In. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A◦f èìååò ñòåïåíü 1 êàê îòîáðàæåíèå
èç In â In (à çàòåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 5.6.7). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ìû ïîêàæåì, ÷òî A ◦ f ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ; äëÿ
ýòîãî ïîñòðîèì òàêóþ ãîìîòîïèþ {ϕt}t∈[0,1], ÷òî ϕt(∂In) ⊂ ∂In ïðè âñåõ t
(ñì. ïðåäëîæåíèå 5.6.6). Ïóñòü {ϕt} � ëèíåéíàÿ ãîìîòîïèÿ ìåæäó A ◦ f
è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü ϕt(x) = (1 − t)A(f(x) + tx.
Ïóñòü x ∈ ∂In, à F � òà ãðàíü êóáà In, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò x. Òîãäà
y := A(f(x)) ∈ F , òàê êàê A ◦ f |In îòîáðàæàåò êàæäóþ ãðàíü êóáà In â
ñåáÿ. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ϕt(x) = tx + (1 − t)y ∈ F ⊂ ∂In

äëÿ âñåõ t.
Òàêèì îáðàçîì, ϕt(∂In) ⊂ ∂In ïðè âñåõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, deg2(f) =

deg2(A ◦ f) = deg2(IdIn) = 1, êàê ìû è óòâåðæäàëè. Â ÷àñòíîñòè, îáðàç
f(In) çàïîëíÿåò âåñü P . Òîãäà

Volg(In) ≥ Vol(f(In)) = Vol(P ) =
n∏

i=1

di.

¤

Óïðàæíåíèå 5.6.10. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 5.6.9.
1. Ïóñòü M � òàêîå n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ÷òî ∂M = ∂In.

Äîêàæèòå , ÷òî òîãäà
Vol(M) ≥ ∏n

i=1 distM (F 0
i , F 1

i ).
2. Åñëè M � n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, à f : ∂M →

∂In � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, èìåþùåå íåíóëåâóþ ñòåïåíü deg2(f),
òî

Vol(M) ≥ ∏n
i=1 distM (f−1(F 0

i ), f−1(F 1
i )).

Óïðàæíåíèå 5.6.11. Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôíîå ñôåðå S2 ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòûðå òî÷êè a, b, c, d ∈ M
ñî ñëåäóþùèìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè: |ab| = |bc| = |cd| = |da| = 1,
|ac| = |bd| = 3/2. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïëîùàäü M íå ìåíüøå, ÷åì 1/2.

Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êðàò÷àéøèìè ab è cd
íå ìåíüøå, ÷åì 1/2, è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ êðàò÷àéøèõ bc
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è da. Çàòåì ïðèìåíèòå íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à ê êàæäîìó èç äâóõ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ýòè ÷åòûðå ïóòè ðàçáèâàþò ñôåðó.
Óïðàæíåíèå 5.6.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
M , ãîìåîìîðôíîì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, êàæäàÿ íåñòÿãèâàåìàÿ
ïåòëÿ íå êîðî÷å, ÷åì 1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïëîùàäü M íå ìåíüøå 1/16.

Ïîäñêàçêà. Ðàçðåæüòå M ïî êðàò÷àéøåé íåñòÿãèâàåìîé ïåòëå. Ïîëó÷åííîå
ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî êðóãó. Ðàçáåéòå åãî ãðàíèöó íà ÷åòûðå äóãè
ðàâíîé äëèíû è äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó �ïðîòèâîïîëîæíûìè�
äóãàìè íå ìåíüøå, ÷åì 1/4. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à
ê ýòîìó êðóãó (êîòîðûé î÷åâèäíî ãîìåîìîðôåí I2).
Çàìå÷àíèå 5.6.13. Íà ñàìîì äåëå ïîñòîÿííàÿ 1/16 â ïîñëåäíåì óïðàæíåíèè
ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà 2/π (ýòî óñèëåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ïó,
ñì. [Gro1]). Ïîñòîÿííàÿ 2/π ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé è äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ìåòðèêè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, ïîëó÷åííîé èç ñôåðû ðàäèóñà 1/π
îòîæäåñòâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.
Óïðàæíåíèå 5.6.14. Ïóñòü ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ãîìåîìîðôíî
òîðó T 2 = S1 × S1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ íåñòÿãèâàåìàÿ ïåòëÿ â M
íå êîðî÷å 1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïëîùàäü M íå ìåíüøå 1/4.
Çàìå÷àíèå 5.6.15. Íà ñàìîì äåëå îïòèìàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ â ïîñëåäíåì
óïðàæíåíèè ðàâíà

√
3/2 (òåîðåìà Ëåâíåðà), ñì. [Gro1]). Ìîæåòå ëè âû

íàéòè ïðèìåð, â êîòîðîì ïîñëåäíåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ?

Â çàêëþ÷åíèå óïîìÿíåì, ÷òî �îáðàòíîå íåðàâåíñòâî Áåçèêîâè÷à�
íå ñóùåñòâóåò, òî åñòü íåò àíàëîãè÷íîé âåðõíåé îöåíêè äëÿ îáúåìà.
Èìåííî,
Óïðàæíåíèå 5.6.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî C > 0 è öåëîãî
n ≥ 2 íàéäåòñÿ òàêàÿ ðèìàíîâà ñòðóêòóðà g íà n-ìåðíîì êóáå In,
÷òî ðàññòîÿíèÿ (ïî Õàóñäîðôó) â (In, distg)) ìåæäó F 0

i è F 1
i ïðè âñåõ

i ìåíüøå, ÷åì 1, îäíàêî Volg(In) > C.

5.6.3. Îáîáùåíèÿ: ñèñòîëû. Óïðàæíåíèÿ 5.6.12 è 5.6.14 ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùåé ïðîáëåìû, êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå n-ìåðíîå ðèìàíîâ ìíîãîîáðàçèå (M, g). Åãî
îäíîìåðíîé ñèñòîëîé sys1(M, g) íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí
íåñòÿãèâàåìûõ â M ïåòåëü. (Îïðåäåëåíèå k-ìåðíûõ ñèñòîë ïðè k > 1
òåõíè÷åñêè ñëîæíåå, ñì. íèæå.)

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ìû çàôèêñèðóåì òîïîëîãè÷åñêèé
òèï ìíîãîîáðàçèÿ M è çíà÷åíèå sys1(M, g), òî ìîæíî ëè îöåíèòü ñíèçó
îáúåì ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g)? Íàïðèìåð, åñëè M ãîìåîìîðôíî
òîðó T 2 èëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
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Vol(M, g) ≥
√

3
2 sys1(M, g)2 äëÿ òîðà,

Vol(M, g) ≥ 2
vπ sys1(M, g)2 äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

(ñì. çàìå÷àíèÿ ïîñëå óïðàæíåíèé 5.6.12 and 5.6.14).
Áîëåå ôîðìàëüíî, ñîïîñòàâèì ãëàäêîìó n-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ

M åãî èçîñèñòîëè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ c1(M), êîòîðàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ
ðàâíà

c1(M) = inf
g
{Vol(M, g) : sys1(M, g) ≥ 1},

èëè, ðàâíîñèëüíî,
c1(M) = inf

g

Vol(M, g)
sys1(M, g)n

,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðèìàíîâûì ìåòðèêàì g íà ìíîãîîáðàçèè M .
Òåïåðü âîïðîñ ñòàâèòñÿ òàê: êàêîâî çíà÷åíèå ýòîé ïîñòîÿííîé äëÿ
äàííîãî M , èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîëîæèòåëüíà ëè ýòà ïîñòîÿííàÿ?

Õîòÿ òî÷íîå çíà÷åíèå c1(M) èçâåñòíî ïîêà ÷òî òîëüêî â íåñêîëüêèõ
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ (âñå îíè � äâóìåðíûå), íàéäåí îáøèðíûé êëàññ
ìíîãîîáðàçèé M , äëÿ êîòîðûõ c1(M) > 0, ñì. [Gro1].

Îáîáùèòü ïîíÿòèå ñèñòîëû íà ñòàðøèå ðàçìåðíîñòè ìîæíî ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî k-ìåðíîé
ñèñòîëîé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M ñ÷èòàåòñÿ èíôèìóì k-ìåðíûõ îáúåìîâ
ãîìîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíûõ çàìêíóòûõ k-ìåðíûõ �ïëåíîê� â M . Ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä �ïëåíêîé�. Íåõîðîøî
ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïëåíîê òîëüêî k-ìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ:
îäíà èç ïðè÷èí ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå êàæäûé ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîäìíîãîîáðàçèåì. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî áðàòü èíôèìóì
ïî âñåì ñèíãóëÿðíûì ëèïøèöåâûì öåïÿì. Îáúÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ k-ìåðíûé ëèïøèöåâ ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ, òî
åñòü ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíîãî k-ñèìïëåêñà â M . k-Ìåðíûé
îáúåì Vol(τ) òàêîãî ñèìïëåêñà êîððåêòíî îïðåäåëåí (ñì. ïàðàãðàô
5.5.2). Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå îáúåìà k-ìåðíîé ëèïøèöåâîé öåïè.
Èìåííî, äëÿ ëèïøèöåâîé öåïè c =

∑N
i=1 xiτi, ãäå xi ∈ R, à τi � ëèïøèöåâ

ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ, ïîëîæèì Vol(c) =
∑N

i=1 |xi|Vol(τi). Ãðàíèöà
öåïè, öèêëû è ãðóïïû ãîìîëîãèé îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Ïîñëå
ýòîãî îïðåäåëÿåì
sysk(M, g) = inf{Vol(c) : c � k-ìåðíûé öèêë íå ãîìîëîãè÷íûé íóëþ

è
ck(M) = inf

g

Vol(M, g)
sysk(M, g)n/k

.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñèñòîëà ck(M) îòëè÷íà îò íóëÿ.
Íåñêîëüêî óäèâèòåëüíî, ÷òî îòâåòû ïðè k = 1 è ïðè k > 1 àáñîëþòíî

ðàçëè÷íû. Â òî âðåìÿ, êàê c1(M) > 0 âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íåäàâíî áûëî
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äîêàçàíî ([KS] è [Bab]), ÷òî ïðè 1 < k < dimM âñåãäà sysk(M) = 0. Ýòî
ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñèñòîëè÷åñêîé ìÿãêîñòüþ. Ôàêòè÷åñêè â [Bab]
äîêàçàíî äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Èìåííî, èñïîëüçóåòñÿ áîëåå
îáùåå, ÷åì ñèñòîëû, ïîíÿòèå èíòåð-ñèñòîë è, êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå M
äîïóñêàåòñÿ áðàòü ïîëèýäðû âìåñòî ìíîãîîáðàçèé.





Ãëàâà 6

Êðèâèçíà
ðèìàíîâîé ìåòðèêè

Öåëü ýòîé ãëàâû, � ïîêàçàòü, ÷òî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ñåêöèîííûå
êðèâèçíû êîòîðîãî îãðàíè÷åíû ñâåðõó èëè ñíèçó ÷èñëîì k, ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé îãðàíè÷åííîé (ñîîòâåòñòâåííî,
ñâåðõó èëè ñíèçó) êðèâèçíû â ñìûñëå ãëàâû 4, ïðè÷åì êðèâèçíà îãðàíè÷åíà
òåì æå ÷èñëîì k. Òîò ÷èòàòåëü, êîòîðûé ãîòîâ ïðèíÿòü ýòîò ôàêò íà
âåðó (èëè çíàêîì ñ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé) ìîæåò îïóñòèòü ýòó ãëàâó.
Îíà âêëþ÷åíà ëèøü äëÿ ïðèäàíèÿ èçëîæåíèþ çàìêíóòîñòè.

Íàøå ââåäåíèå â ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ â îñíîâíîì çàêàí÷èâàåòñÿ òàì,
ãäå íà÷èíàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ó÷åáíîé
ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåé ðàçëè÷íûå èçëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé è
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Â íàøåì êóðñå ìû ðàññìàòðèâàåì ðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ (êàê è äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, îïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ îïèðàþòñÿ íà àíàëèç) ëèøü êàê îäèí èç âàæíûõ èñòî÷íèêîâ
ïðèìåðîâ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âñå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ìîãóò áûòü
îòáðîøåíû êàê òîëüêî îíè äàäóò îïðåäåëåííóþ áàçîâóþ èíôîðìàöèþ,
èñïîëüçóåìóþ â äàëüíåéøèõ �ñèíòåòè÷åñêèõ� ðàññóæäåíèÿõ. Êðàò÷àéøèé
ïóòü îò èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ê ëîêàëüíûì ìåòðè÷åñêèì
ñâîéñòâàì íà óäèâëåíèå êîðîòîê, è ìû âñÿ÷åñêè ñòàðàåìñÿ ñäåëàòü
åãî äëèííåå äëÿ áîëüøåé ìîòèâèðîâàííîñòè íàøèõ ðàññìîòðåíèé. Â
êîíå÷íîì ñ÷åòå, âñå ÷òî íàì íåîáõîäèìî, � ýòî ââåñòè íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû è äîêàçàòü (ëîêàëüíóþ) òåîðåìó ñðàâíåíèÿ Êàðòàíà�Àëåêñàíäðîâà�
Òîïîíîãîâà 6.5.6.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ â íàøåì ââåäåíèè
â ðèìàíîâó ãåîìåòðèþ ñëó÷àåì äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî òàêæå
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ïîçâîëèò íàì âûïèñûâàòü ÿâíûå ôîðìóëû, èçáåãàÿ ãðîìîçäêèõ èíäåêñîâ
è ïî÷òè íå îáðàùàÿñü ê ëèíåéíîé àëãåáðå. Ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðîñòû è îñòàâëåíû ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.
Ìû îñîáî îòìå÷àåì ñëó÷àè, ãäå ïåðåõîä ê ñòàðøèì ðàçìåðíîñòÿì ìîæåò
âûçâàòü òðóäíîñòè, è íàìå÷àåì ïóòè ïðåîäîëåíèÿ ïîñëåäíèõ.

Ââåñòè ñåêöèîííóþ (ãàóññîâó) êðèâèçíó è ïîíÿòü åå ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ìîæíî äàæå áåç ââåäåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííîãî òàêèì îáðàçîì ïîíÿòèÿ êðèâèçíû ïðèøëîñü
áû ïðèíÿòü íà âåðó íåêîòîðûå (â îñíîâíîì òåõíè÷åñêèå) óòâåðæäåíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëè íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû, è ó íàñ áûëî äâà (äâîéñòâåííûõ) ïîäõîäà ê íèì. Åñëè
íà÷èíàòü ñ ýêâèäèñòàíòíîãî ñåìåéñòâà (ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà),
òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
åå ýëåìåíòà äëèíû. Â ñâîþ î÷åðåäü, ãàóññîâà êðèâèçíà îòâå÷àåò çà
ïðîèçâîäíóþ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ïðè ýêâèäèñòàíòíîì äâèæåíèè.
Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû êàê ñåìåéñòâî ëó÷åé
(ãåîäåçè÷åñêèõ), òî ãàóññîâà êðèâèçíà îòâå÷àåò çà ñêîðîñòü èõ óäàëåíèÿ
äðóã îò äðóãà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãàóññîâà êðèâèçíà âõîäèò êàê íåêîòîðûé
êîýôôèöèåíò â î÷åíü ïðîñòûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ïåðâîãî
è âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâåííî). Ýòîò êîýôôèöèåíò íå çàâèñèò îò
âûáîðà êîíêðåòíîé íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (îí çàâèñèò ëèøü
îò òî÷êè, èëè, â ñëó÷àå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, îò òî÷êè è äâóìåðíîãî
íàïðàâëåíèÿ). Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ èìåííî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà (êîíå÷íî, ýòî ìîæåò áûòü äîêàçàíî è ïðÿìûìè
ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè â êîîðäèíàòàõ). Òàê êàê íàøè ðàññìîòðåíèÿ
íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìåòðèêà îïðåäåëåíà â
íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïîíÿòèåì ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ñìîæåò íåìåäëåííî ïåðåíåñòè íàøè óòâåðæäåíèÿ î ðèìàíîâîé
ìåòðèêå íà ñëó÷àé ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ.

Äàëåå ñëåäóåò êðàòêèé ïëàí ãëàâû.
Ìû íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèé â êîîðäèíàòàõ. Èñïîëüçóÿ îáû÷íûå âû÷èñëåíèÿ

âàðèàöèé, ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ãåîäåçè÷åñêîé. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà,
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùèå ìèíèìóì äëÿ øèðîêîãî
êëàññà èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ýòè âû÷èñëåíèÿ íàì íåîáõîäèìû
ëèøü äëÿ ìîòèâèðîâêè äàëüíåéøåãî. Ñîâåòóåì òåì ÷èòàòåëÿì, êîòîðûå
íåíàâèäÿò êîîðäèíàòíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðîïóñòèòü èõ. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáðàòèòüñÿ ñðàçó ê ïàðàãðàôó 6.2, à çàòåì âåðíóòüñÿ
ê ïàðàãðàôó 5.2 è ïåðåñêàçàòü åãî ñîäåðæàíèå íà èíâàðèàíòíîì ÿçûêå.

Íàø ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â çàìåíå íåèíâàðèàíòíûõ (çàâèñÿùèõ
îò êîîðäèíàò) ïðîèçâîäíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ìû òàêæå îïðåäåëÿåì êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äëÿ ôèíñëåðîâîé
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ìåòðèêè, îäíàêî åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàìíîãî ñëîæíåå è âîâñå
íå òàê óæ ïîëåçíà è óäîáíà, êàê â ðèìàíîâîì ñëó÷àå. Äàëåå, ìû
ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé íà ÿçûêå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ
è îïðåäåëèì ãàóññîâó (ñåêöèîííóþ) êðèâèçíó.

Ïàðàãðàôû 6.3 è 6.4 ïîñâÿùåíû ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ãàóññîâîé
êðèâèçíû. Îòìåòèì, ÷òî ìû ïðåäëàãàåì äëÿ ýòîãî äâà àëüòåðíàòèâíûõ
ïîäõîäà: ÷åðåç ïîíÿòèÿ ñêîðîñòè ðàçáåãàíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ è ýêâèäèñòàíòíîé
âàðèàöèè êðèâûõ (ãèïåðïîâåðõíîñòåé). ×èòàòåëü, æåëàþùèé òîëüêî
ïîíÿòü íàãëÿäíûé ñìûñë ïîíÿòèÿ êðèâèçíû ÷òîáû çàòåì èñïîëüçîâàòü
ýòî ïîíÿòèå, ìîæåò âçÿòü ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ
ñåêöèîííîé êðèâèçíû è ïîëíîñòüþ èãíîðèðîâàòü êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Ïîñëåäíåå, îäíàêî, íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèé â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ
è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè �ñèíòåòè÷åñêèõ� îïðåäåëåíèé ðèìàíîâîé
êðèâèçíû.

6.1. Ìîòèâèðîâêà: âû÷èñëåíèÿ â êîîðäèíàòàõ
6.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â êîîðäèíàòàõ.
Âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ ëèøü äëÿ ìîòèâèðîâêè
è ìîãóò áûòü ïðîïóùåíû; ê íèì ìîæíî âåðíóòüñÿ ïîçæå.

Âàðèàöèè êðèâûõ. Â ýòîé ãëàâå ìû ÷àñòî áóäåì èìåòü äåëî ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì
ñåìåéñòâîì êðèâûõ (íàçûâàåìûì òàêæå âàðèàöèåé êðèâîé, îñîáåííî
åñëè â ñåìåéñòâå åñòü âûäåëåííàÿ êðèâàÿ). Îáû÷íî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòî ñåìåéñòâî ÷åðåç γε. Ôîðìàëüíî, ýòî � íå ÷òî èíîå, êàê îòîáðàæåíèå
(ε, t) −→ γε(t) èç êîîðäèíàòíîé (ε, t)-ïëîñêîñòè (îáëàñòè â íåé) â
Ω. Îáðàç êîîðäèíàòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ∂/∂t ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè
(òî÷íåå, ïðè åãî äèôôåðåíöèàëå) îáðàçóåò ïîëå ñêîðîñòåé êðèâûõ γε.
Îáðàç âòîðîãî êîîðäèíàòíîãî ïîëÿ ∂/∂ε áóäåì íàçûâàòü ïîëåì âàðèàöèè
èëè âàðüèðóþùèì ïîëåì. Ïîíÿòíî, ÷òî êîãäà ìû èçìåíÿåì ïàðàìåòð
ε ïðè ôèêñèðîâàííîì t, òî òî÷êà γε(t) óäàëÿåòñÿ (îò òî÷êè γ0(t)) ñî
ñêîðîñòüþ (∂/∂ε)γε(t). Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå γε(t) íå èíúåêòèâíî,
òî íè ïîëå ñêîðîñòåé, íè âàðüèðóþùåå ïîëå ôîðìàëüíî íå ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðíûìè ïîëÿìè â Ω; îíè ìîãóò áûòü �ìíîãîçíà÷íûìè� â íåêîòîðîé
òî÷êå Ω (êîãäà êðèâûå ñåìåéñòâà ïåðåñåêàþòñÿ), è îíè íå îïðåäåëåíû
âíå òî÷åê îáðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè �âåêòîðíûå ïîëÿ� íåîáõîäèìî
ïîíèìàòü êàê âåêòîðíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
(ïîäîáíî êîîðäèíàòíûì �âåêòîðíûì ïîëÿì� äëÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò).

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íåêîòîðûõ (âîçìîæíî âûðîæäåííûõ)
ñèñòåì êîîðäèíàò. Îäíî êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïîëå áóäåò ïîëåì ñêîðîñòåé,
à äðóãîå, � âàðüèðóþùèì ïîëåì.



244 6. Êðèâèçíà ðèìàíîâîé ìåòðèêè

Âû÷èñëåíèå âàðèàöèè â êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü γ(t) = (x(t), y(t)),
γ : [a, b] → Ω � êðàò÷àéøàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äëèíîé äóãè; γ̇(t) =
dγ/dt = T (t), 〈T, T 〉 = 1. Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíóþ ïî äëèíå äóãè
áóäåì îáîçíà÷àòü (ðàâíîïðàâíî) ëèáî ÷åðåç d

dt , ëèáî òî÷êîé íàä áóêâîé.
Âêëþ÷èì êðèâóþ γ â íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïóòåé ñ ôèêñèðîâàííûìè

íà÷àëîì è êîíöîì è âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ôóíêöèîíàë äëèíû,
îãðàíè÷åííûé íà ýòî ñåìåéñòâî, äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà γ. Âûáåðåì
âåêòîð-ôóíêöèþ V (t) = (m(t), n(t)) , V : [a, b] → R2, V (a) = V (b) = 0,
êîòîðàÿ áóäåò âàðüèðóþùèì ïîëåì. Çàôèêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
(x, y) è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ γε = γ + εV âèäà γε(t) =
(x(t) + εm(t), y(t) + εn(t)). Êîíå÷íî, ýòà êîíñòðóêöèÿ àáñîëþòíî íå
èíâàðèàíòíà, îíà îñíîâàíà íà ñïåöèàëüíîì âûáîðå êîîðäèíàò (è ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîðíîé ñòðóêòóðû) â Ω. Îäíàêî ïîïûòêà ñäåëàòü åå èíâàðèàíòíîé
óâåëà áû íàñ äàëåêî îò ïðåäìåòà ýòîãî ïàðàãðàôà. ×èòàòåëü, çíàêîìûé
ñ âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ìîæåò ëåãêî ïåðåâåñòè
íàøè ðàññóæäåíèÿ â èíâàðèàíòíóþ ôîðìó.

Èç òîãî, ÷òî êðèâûå γε èìåþò îáùèå êîíöû, à êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé, ñëåäóåò, ÷òî (d/dε)|ε=0

L(ε) = 0, ãäå L(ε) � äëèíà êðèâîé
γε. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî

0 =
d

dε
L(ε)∣∣

ε=0

.

Îáîçíà÷èì Tε = dγε

dt è çàìåòèì, ÷òî dTε
dε (t, ε) = V (t). Äèôôåðåíöèðóÿ ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà è ïîäñòàâëÿÿ 〈T, T 〉 |ε=0 = 1, ïîëó÷èì

(6.1) 0 =
d

dε
L(ε)∣∣

ε=0

=
∫ b

a

〈
T (t), V̇ (t)

〉
+

1
2

(∂E

∂ε
ẋ2 +2

∂F

∂ε
ẋẏ +

∂G

∂ε
ẏ2

)
dt,

ãäå, êàê óæå óïîìèíàëîñü, òî÷êà íàä áóêâîé îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïî t.

Òåïåðü ìû õîòèì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Âîçíèêàåò èñêóøåíèå
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈 , |, 〉 êàê îáû÷íîå åâêëèäîâî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

d

dt
〈T (t), V (t)〉Eucl =

〈
Ṫ (t), V (t)

〉
Eucl

+
〈
T (t), V̇ (t)

〉
Eucl

.

Íî äëÿ íàøåãî �ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ� 〈 , 〉 ýòà ôîðìóëà ïðîñòî
íåâåðíà! Íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ñêîáêè 〈 , 〉 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
áèëèíåéíîé ôîðìû Qp(·, ·), îïðåäåëåííîé íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ.
Êîýôôèöèåíòû ýòîé ôîðìû çàâèñÿò îò òî÷êè p, è ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.
(Íà ñàìîì äåëå, óæå ñàìî âûðàæåíèå V̇ (t), Ṫ (t) çàâèñèò îò âûáîðà
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû!) Ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûé è î÷åíü óäîáíûé
ñïîñîá ñäåëàòü ïðèìåíèìûì îáû÷íîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî
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ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ââåñòè êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå (ñì.
ðàçäåë 6.2), êîòîðûå ïðèçâàíû çàìåíèòü íåèíâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå
ïðîèçâîäíûå �èíâàðèàíòíîé� (íå çàâèñÿùåé îò ñèñòåìû êîîðäèíàò) îïåðàöèåé.

Ïîêà ÷òî ïðîäîëæèì íàøè êîîðäèíàòíûå âû÷èñëåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ïðîèñõîäÿùåãî ñòàíåò ïîíÿòåí â ïàðàãðàôå 6.2.

Íàïîìíèì, ÷òî

〈T (t), V (t)〉 = E(x(t), y(t))ẋm(t) + F (x(t), y(t))ẋn(t)

+ F (x(t), y(t))ẏm(t) + G(x(t), y(t))ẏn(t).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî t, ìû ïîëó÷èì (äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñè âåçäå îïóùåíû àðãóìåíòû)

〈
T, V̇

〉
=

d

dt
〈T, V 〉 −

〈
Ṫ , V

〉
− Ėẋm− Ḟ (ẋn + ẏm)− Ġẏn.

Ïîäñòàâèì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (6.1) è çàìåòèì, ÷òî Eε = dE
dε = ∂E

∂x ẋ+
∂E
∂y ẏ (ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè), è àíàëîãè÷íî
âûðàæàþòñÿ Fε, Gε. Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

(6.2) 0 =
∫ b

a

〈
T (t), V̇ (t)

〉
dt = 〈T, V 〉 |ba −

∫ b

a
(
〈
Ṫ , V

〉
+ mA + nB) dt =

= 〈T, V 〉 |ba −
∫ b

a

(
m(A + E

d2x

dt2
+

d2y

dt2
F ) + n(B + F

d2x

dt2
+ G

d2y

dt2
)
)

dt,

ãäå
A = −1

2
ẋ2 ∂E

∂x
− ẋẏ

∂E

∂y
− ẏ2(

∂F

∂y
− 1

2
∂G

∂x
),

B = −ẋ2(
∂F

∂x
+

1
2

∂E

∂y
)− ẋẏ

∂G

∂x
− 1

2
ẏ2 ∂G

∂y
.

Çàìåòèì, ÷òî 〈T, V 〉 |ba = 0, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî êîíöû
êðèâûõ íåïîäâèæíû. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ
ôóíêöèé m, n ïðè îäíîì ëèøü îãðàíè÷åíèè, ÷òî îíè îáðàùàþòñÿ â íóëü
â òî÷êàõ a è b. Ñòàíäàðòíûé àíàëèòè÷åñêèé äîâîä ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà
âûðàæåíèÿ

A + Eẍ + F ÿ è B + Fẍ + Gÿ

äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ! Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð,
ïåðâîå âûðàæåíèå íå ðàâíî íóëþ â íåêîòîðîé òî÷êå t0. Ïîëîæèì n = 0
è âûáåðåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ m òàê, ÷òî m(t0) = 1 è m
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðàâåíñòâî (6.2) íåâåðíî ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèé
m,n.
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Èòàê, íàøà êðèâàÿ γ óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîé ñèñòåìå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (5.11) è (5.12), êîòîðûìè ìû óæå âîñïîëüçîâàëèñü
â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ. Íàïîìíèì ýòè óðàâíåíèÿ.

Eẍ + F ÿ =
1
2
ẋ2 ∂E

∂x
+ ẋẏ

∂E

∂y
+ ẏ2

(∂F

∂y
− 1

2
∂G

∂x

)
,

F ẍ + Gÿ = ẋ2
(∂F

∂x
− 1

2
∂E

∂y

)
+ ẋẏ

∂G

∂x
+

1
2
ẏ2 ∂G

∂y
.

Óïðàæíåíèå 6.1.1. Ïîâòîðèòå òå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ êðàò÷àéøåé γ,
ïàðàìåòðèçîâàííîé åâêëèäîâîé äëèíîé â ñëó÷àå êîíôîðìíîé ìåòðèêè,
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè λ(p)). Ïîêàæèòå, ÷òî åâêëèäîâà êðèâèçíà
k(t) êðèâîé γ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

k(t) =
〈

T (t),
∆λ(γ(t))
λ(γ(t))

〉
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî êðàò÷àéøàÿ äîëæíà èçãèáàòüñÿ â
íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ λ. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñòðàííûì, òàê êàê êðàò÷àéøàÿ äîëæíà ïûòàòüñÿ ïðîéòè ïî íàèìåíüøèì
çíà÷åíèÿì λ. Ïîïûòàåìñÿ îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå ñëåäóþùåé àíàëîãèåé.
Åñëè âû ïûòàåòåñü îáîéòè íåêîòîðîå ïðåïÿòñòâèå, òî îáõîäÿ åãî, ñêàæåì,
ñïðàâà, âû âñå âðåìÿ ïîâîðà÷èâàåòå íàëåâî, òî åñòü â ñòîðîíó ïðåïÿòñòâèÿ.

6.2. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � çàìåíèòü íåèíâàðèàíòíûå êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå
(äîñòàâèâøèå íàì ìíîãî õëîïîò èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðîñòîãî ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) èíâàðèàíòíîé îïåðàöèåé
êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Êîãäà ìû âûâîäèëè óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, íàøè âû÷èñëåíèÿ
áûëè ãðîìîçäêèìè èç-çà íåîáõîäèìîñòè äèôôåðåíöèðîâàòü ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå. Áîëåå òîãî, ìû ïðîèçâîäèëè âû÷èñëåíèÿ â êîîðäèíàòàõ
è, êàê áûëî îòìå÷åíî, íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ íå èìåëè ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà.

Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü äèôôåðåíöèðîâàòü
âåêòîð-ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êîîðäèíàòíàÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàêîé ôóíêöèè íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïèøåì ñèòóàöèþ áîëåå äåòàëüíî. Ïóñòü γ(t) � êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â
òî÷êå p ∈ Ω è íà÷àëüíûì âåêòîðîì ñêîðîñòè T , òî åñòü γ(0) = p, γ̇(0) =
T . Çäåñü è äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
â òî÷êå p, òî åñòü ïðè t = 0. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû íå óêàçûâàåì
ýòîãî â íàøèõ ôîðìóëàõ.
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Ïóñòü f : Ω → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå:

(6.3) Tf =
df

dt
= lim

t→0

f(γ(t))− f(γ(0))
t

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðóþ âåêòîð-ôóíêöèþ âäîëü êðèâîé γ,
òî åñòü òàêóþ ôóíêöèþ V : R → TΩ, ÷òî V (t) ∈ Tγ(t)Ω. Íàèáîëåå
èíòåðåñíûé ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè � ñóæåíèå V (t) = W (γ(t)) íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ W : Ω → TΩ. Åñëè ìû õîòèì äèôôåðåíöèðîâàòü
ïîëå V , ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (6.3): ìû ïðîñòî íå
ìîæåì âû÷èòàòü êàñàòåëüíûå âåêòîðà, çàäàííûå â ðàçíûõ òî÷êàõ, à
ïðè âû÷èòàíèè èõ êîîðäèíàò ðåçóëüòàò áóäåò çàâèñåòü îò ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Òî åñòü, åñëè ìû çàôèêñèðóåì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó, ïîëå
V (t) ìîæíî áóäåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîêîîðäèíàòíî, êàê â ðàçäåëå
6.1.1, îäíàêî, ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ âîîáùå íå èìååò ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà ââèäó åå çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò. Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà �
ïîñòðîèòü �èíâàðèàíòíûé� ñïîñîá äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé.
Ïåðâûé ïóíêò ñîäåðæèò àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Çà íèì ñëåäóþò äâà ðàçäåëà ñ ìîòèâèðîâêàìè,
êîòîðûå íîñÿò ôàêóëüòàòèâíûé õàðàêòåð.

6.2.1. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Îáîçíà÷èì îïåðàöèþ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìû
õîòèì îïðåäåëèòü, ñèìâîëîì D

dt . Âûïèøåì íåêèé ñïèñîê åå æåëàòåëüíûõ
ñâîéñòâ è ïðîñòî ïðèìåì èõ çà àêñèîìû. Ýòè ñâîéñòâà � ïîëíûå
àíàëîãè õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè â Rn.
Ìû óâèäèì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò îïåðàöèþ êîâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òî åñòü îïåðàöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííà).

(1) Ëèíåéíîñòü: äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b

D

dt
(aV + bW ) = a

D

dt
V + b

D

dt
V.

(2)Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ: äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé
ôóíêöèè f(t)

D

dt
(fV ) = f(p)

D

dt
V +

df

dt
V.

(3)Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóæåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.Ïóñòü V � ñóæåíèå
âåêòîðíîãî ïîëÿ W íà êðèâóþ: V (t) = W (γ(t)). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû
çíà÷åíèå D

dtV áûëî áû îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ êðèâûõ γ ñ îäèíàêîâûì
êàñàòåëüíûì âåêòîðîì T = γ′(t0) â òî÷êå p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîððåêòíî
îïðåäåëåíà ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ïî íàïðàâëåíèþ):
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äëÿ äàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ W : Ω → TΩ è âåêòîðà T ∈ TpΩ ìû
ïîëàãàåì

∇T W =
D

dt
W (γ(t)),

ãäå γ � êðèâàÿ, èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè p ñî ñêîðîñòüþ T .
Ôîðìàëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ∇T ê ïîëþ W òîëüêî åñëè W

îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p. Îäíàêî, â ñèëó ïóíêòà (3),
ïðîèçâîäíàÿ ∇T W ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñóæåíèåì ïîëÿ W íà ëþáóþ
êðèâóþ ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì T â òî÷êå p. Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèè
∇ è D/dt îäíîçíà÷íî äðóã äðóãà îïðåäåëÿþò. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
îáîçíà÷åíèÿ ∇T W è DW

dt = DW/dt áóäóò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ îäíî
âìåñòî äðóãîãî.

(4) Ëèíåéíîñòü êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ: äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë a, b

∇aT+bSW = a∇T W + b∇SW.

(5) Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

d

dt
〈V, W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,

DW

dt

〉
.

Îäíàêî, ýòèì ñïèñêîì åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
åùå íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ìû âûíóæäåíû äîáàâèòü åùå îäíî
ñâîéñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðåäïîøëåì òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì êðàòêîå îòñòóïëåíèå.

Êîììóòèðóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ. Äàæå åñëè â êàæäîé òî÷êå âåêòîðíûå
ïîëÿ îáðàçóþò áàçèñ, îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê êîîðäèíàòíûå ïîëÿ êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò (äàæå ëîêàëüíî).
Êîîðäèíàòíûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ: èõ
ñêîáêà Ëè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Îäíàêî ìû íå áóäåì çäåñü îïðåäåëÿòü
ñêîáêó Ëè. Âìåñòî ýòîãî ìû îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì òàê íàçûâàåìûõ
êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ V, W : Ω → TΩ
íàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè, åñëè îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê
îáðàçû äâóõ êîîðäèíàòíûõ ïîëåé íåêîòîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ. Òî
åñòü, ìû òðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Ω′ ⊂
R2 → Ω, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Ω′ âûïîëíÿåòñÿ V (ϕ(q)) = X(q) =
dqϕ( ∂

∂x) è W (ϕ(q)) = Y (q) = dqϕ( ∂
∂y ). Ãðóáî ãîâîðÿ, ïàðà êîììóòèðóþùèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé � ýòî ïàðà �êîîðäèíàòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â íåêîòîðîé,
âîçìîæíî âûðîæäåííîé, ñèñòåìû êîîðäèíàò�.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óïðàæíåíèå ñëóæèò îáîñíîâûâàåò òåðìèíà êîììóòèðóþùèå
âåêòîðíûå ïîëÿ.
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Óïðàæíåíèå 6.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé V, W è ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî V Wf = WV f (òî åñòü îíè
êîììóòèðóþò êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû)

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (åñëè V Wf = WV f äëÿ ëþáîé ãëàäêîé
ôóíêöèè f , òî V è W êîììóòèðóþò) òàêæå âåðíî â ñèëó èçâåñòíîé
òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Òåì ñàìûì, óêàçàííîé ñâîéñòâî ìîæíî ïðèíÿòü
â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ êîììóòèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ
ïîëåé.

Ñèììåòðè÷íîñòü êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Òåïåðü ìû ãîòîâû
ñôîðìóëèðîâàòü ïîñëåäíþþ àêñèîìó êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

(6) Ñèììåòðè÷íîñòü:∇V W = ∇W V äëÿ ëþáûõ äâóõ êîììóòèðóþùèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé V,W .

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòà àêñèîìà äåéñòâèòåëüíî îáîáùàåò ñâîéñòâî
ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðîäåëàéòå äâà ñëåäóþùèõ
óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 6.2.2. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ V = (v1(x, y), v2(x, y)) è
W = (w1(x, y), w2(x, y)) â R2 êîììóòèðóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
êîìïîíåíòû v1, v2, w1, w2 óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ. Íàéäèòå ýòî ñîîòíîøåíèå.

Ïîäñêàçêà.Ïðèìåíèòå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ê êîîðäèíàòíûì
ôóíêöèÿì.

Óïðàæíåíèå 6.2.3. Ïîêîîðäèíàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå DV W âåêòîðíîãî
ïîëÿ W = (w1(x, y), w2(x, y)) íà R2 �â íàïðàâëåíèè� âåêòîðà V = (v1, v2)
(èñïîëüçóåìîå â âåêòîðíîì àíàëèçå) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

DV W = (v1
∂w1

∂x
+ v2

∂w1

∂y
, v1

∂w2

∂x
+ v2

∂w2

∂y
).

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé DV W = DW V .

Ëåììà Ëåâè-×èâèòà. Â îñíîâàíèÿõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñëåäóþùóþ
ïðîñòóþ ëåììó Ëåâè-×èâèòà èíîãäà ðàññìàòðèâàþò êàê ãëàâíóþ òåîðåìó.

Ëåììà 6.2.4. Îïåðàöèè ∇V W è DV/dt, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì
(1)�(6), ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû.

Äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü åãî íàáðîñêîì.

Ââåäåì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó (x, y). Äëÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé
V = v1X +v2Y , W = w1X +w2Y , ãäå, êàê îáû÷íî, X,Y � êîîðäèíàòíûå
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âåêòîðíûå ïîëÿ, ñâîéñòâà (1), (2) è (4) âëåêóò

∇V W = (v1
∂w1

∂x
+ v2

∂w1

∂y
)X + (v1

∂w1

∂x
+ v2

∂w2

∂y
)Y

+ v1w1∇XX + v1w2∇XY + v2w1∇Y X + v2w2∇Y Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ∇ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, åñëè ìû
çíàåì òðè âåêòîðíûõ ïîëÿ:∇XX,∇XY = ∇Y X (X è Y êîììóòèðóþò!) è
∇Y Y . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü øåñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé

Γ11,1 = 〈X,∇XX〉 , Γ11,2 = 〈Y,∇XX〉 , Γ21,1 = Γ12,1 = 〈X,∇XY 〉 ,
Γ21,2 = Γ12,2 = 〈X,∇XY 〉 , Γ22,1 = 〈X,∇Y Y 〉 , Γ11,2 = 〈Y,∇Y Y 〉 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé (â òåðìèíàõ E, F, G è èõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ) âû÷èñëèì, èñïîëüçóÿ (5), ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé
E = 〈X, X〉, F = 〈X, Y 〉 è G = 〈Y, Y 〉. Ïîëó÷èì íåâûðîæäåííóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Γij,k. Ýòî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü.
Òåïåðü ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ ∇, ïîñòðîåííàÿ ïî ôóíêöèÿì
Γij,k, äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (1)�(6). Äåòàëè îñòàâëÿþòñÿ
÷èòàòåëþ.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå òðåáóåò äîâîëüíî äëèííûõ âû÷èñëåíèé.

Óïðàæíåíèå 6.2.5. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.9) è (5.10), ïîâòîðèòå
ðàññóæäåíèÿ è íàéäèòå ÿâíûå êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
íà ñôåðå è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Èñïîëüçóÿ (5.8), ïåðåïèøèòå
ôîðìóëó åâêëèäîâîé ïðîèçâîäíîé (ñì. óïðàæíåíèå 6.2.3) â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ.

6.2.2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà. Îáðàòèìñÿ åùå ðàç ê ïðîáëåìå,
ñ êîòîðîé ìû ñòîëêíóëèñü â ïóíêòå 6.1.1. Îíà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî
ìû íå ìîãëè ïðèìåíèòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ê
ðèìàíîâó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Âûáåðåì
òî÷êó p è çàôèêñèðóåì êîîðäèíàòû (x, y) òàê, ÷òîáû E = G = 1 è
F = 0 â ñàìîé òî÷êå p (äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê). Ïîëîæèì p =
γ(0) è ðàññìîòðèì äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ V (t) = (v1(t), v2(t)), W (t) =
(w1(t), w2(t)) âäîëü γ. Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîèçâîäèòü â òî÷êå p.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè òàê æå,
êàê â ðàçäåëå 6.1.1, ïîëó÷àåì

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
V̇ , W

〉
+

〈
V, Ẇ

〉
+ 2S(V,W ),

ãäå
2S(V, W ) =

dE

dt
v1w1 +

dF

dt
v1w2 +

dF

dt
v2w1 +

dG

dt
v2w2,
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è V̇ , Ẇ � êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t: V̇ = (v̇1(t), v̇2(t)), Ẇ =
(ẇ1(t), ẇ2(t)).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íîãî íàì ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
÷ëåíîì 2S(V, W ), íå ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíûõ îò V è W , ãäå S �
ïðîñòî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Âîçíèêàåò æåëàíèå ïîäïðàâèòü
V̇ = dV/dt è Ẇ = dW/dt òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿëîñü. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì �ïðèïèñàòü ïî ïîëîâèíå
âûðàæåíèÿ 2S ê V̇ è Ẇ �, ïðèäàâàÿ íàøåé ôîðìóëå íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûé
âèä (íå ñëó÷àéíî ìû ïîñòàâèëè êîýôôèöèåíò 2 ïåðåä S). Îïðåäåëèì
êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(6.4) DV

dt
=

(
v̇1 +

1
2

(
dE

dt
v1 +

dF

dt
v2

)
, v̇2 +

1
2

(
dF

dt
v1 +

dG

dt
v2

))

(íàïîìíèì, ÷òî E = G = 1, F = 0 â òî÷êå p!). Òîãäà, êîíå÷íî,〈
DV

dt
, W

〉
=

〈
V̇ , W

〉
+ S(V,W ), è

d

dt
〈V, W 〉 =

〈
D

dt
V, W

〉
+

〈
V,

D

dt
W

〉
.

Âîîáùå ãîâîðÿ, àïðèîðè íå ÿñíî, èìååò ëè òàêîå îïðåäåëåíèå DV/dt
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò). Îäíàêî,
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ DV/dt
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (1)�(6) (ñäåëàéòå ýòî êàê óïðàæíåíèå!). Òîãäà,
ââèäó åäèíñòâåííîñòè òàêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. 6.2.4), ïðîèçâîäíàÿ
DV/dt äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.

6.2.3. Äðóãàÿ ìîòèâèðîâêà: êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
íà âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Äàâàéòå ðàññìîòðèì íàø ëþáèìûé
ïðèìåð âëîæåííîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé îòîáðàæåíèåì r : Ω → R3.
Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 〈V, W 〉 = 〈dr(V ), dr(V )〉, â
ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé èñïîëüçîâàíî îáû÷íîå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â R3.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü Ω êàê ïîäìíîæåñòâî â
R3 (òî åñòü çàìåíèòü Ω íà r(Ω)) è âîñïðèíèìàòü r êàê ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Òîãäà êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê Ω ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê âåêòîðà â
îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, à ðèìàíîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü íè
÷òî èíîå êàê åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Ïîâòîðèì íàøè âàðèàöèîííûå ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòà 6.1.1 ñ íîâîé
òî÷êè çðåíèÿ. Âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ çäåñü áóäóò îáû÷íûìè
åâêëèäîâûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè â R3. Íàïîìíèì, ÷òî ìû
íà÷àëè ñ ãëàäêîé êðàò÷àéøåé γ : [a, b] → Ω ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé:
〈dr(T ), dr(T )〉 ≡ 1, ãäå dγ/dt = T (t). Âåêòîð dr(T ) åñòü íè ÷òî èíîå,
êàê âåêòîð ñêîðîñòè íàøåé êðèâîé r(γ) â R3. Âûáåðåì âåêòîð-ôóíêöèþ
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V (t) = (m(t), n(t)), V : [a, b] → R2, V (a) = V (b) = 0 è ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî êðèâûõ γε = γ + εV , çàäàííîå â ôîðìå

γε(t) = (x(t) + εm(t), y(t) + εn(t)).

Òàê êàê äëèíà γε äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïðè ε = 0, âåðíî òîæäåñòâî
d

dε
L(ε)|ε=0=0, ãäå L(ε) � äëèíà êðèâîé γε. Èòàê,

0 =
d

dε
L(ε)|ε=0

=
d

dε

∫ b

a

√〈
dr(T ) + ε

d

dt
(dr(V (t))), dr(T ) + ε

d

dt
(dr(V (t)))

〉
dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîä çíàêîì èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ ε = 0,
ïîëó÷èì

(6.5)
∫ b

a

〈
dr(T (t)),

d

dt
dr((V (t))

〉
dt = 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì, òàê êàê äëÿ åâêëèäîâîãî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿìîæíî ïðèìåíèòü îáû÷íîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ:

0 =
d

dε
L(ε)|ε=0

= 〈dr(T ), dr(V )〉 |ba −
∫ b

a

d

dt
〈dr(T (t)), dr(V (t))〉 dt.

Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäûé âåêòîð â R3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
dr(V (t)) äëÿ íåêîòîðîãî V : âåêòîð dr(V (t)) äîëæåí áûòü êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì ê íàøåé ïîâåðõíîñòè. Ðàññóæäàÿ ñíîâà êàê â ïóíêòå 6.1.1,
çàêëþ÷àåì, ÷òî âåêòîð d

dtdr(T ) äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí êî âñåì âåêòîðàì,
êàñàòåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå r(γ(t)). Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð
óñêîðåíèÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðàò÷àéøåé îðòîãîíàëåí ïîâåðõíîñòè
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ïðåäñòàâëÿòü ãåîäåçè÷åñêóþ êàê òðàåêòîðèþ
ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû, â âûøåñêàçàííîì ìîæíî
óçíàòü õîðîøî èçâåñòíûé ìåõàíè÷åñêèé ïðèíöèï: öåíòðîñòðåìèòåëüíîå
óñêîðåíèå îðòîãîíàëüíî ïîâåðõíîñòè.

Åäèíñòâåííîå íåóäîáñòâî ïðèâåäåííîãî âûøå ðàññóæäåíèÿ � îíî íå
èìååò ñìûñëà â òåðìèíàõ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè. Âîîáðàçèì
äâóìåðíûõ ñóùåñòâ, æèâóùèõ íà ïîâåðõíîñòè. Âåêòîðû â R3, îòëè÷íûå
îò êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè, íå èìåþò ñìûñëà â èõ ôèçè÷åñêîì ìèðå.
Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ âîçíèêëè äâà îáúåêòà, âûõîäÿùèå çà äâóìåðíûå
ðàìêè, à èìåííî, d

dtdr(T (t)) è d
dtdr(V (t)). Îáà îíè îäíîé ïðèðîäû: ýòî

ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðûå èìåþò íåòðèâèàëüíóþ
íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ê ïîâåðõíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî îáà âåêòîðà
âõîäÿò â íàøè ôîðìóëû óìíîæåííûìè íà âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè,
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è îíè ìîãóò áûòü çàìåíåíû ñâîèìè îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêöèÿìè íà
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå r(γ(t)). Ýòî ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùóþ
ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ �âíóòðåííåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ� êàñàòåëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé: ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå è
ñïðîåêòèðîâàòü ðåçóëüòàò íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü:

D

dt
V (t) = dr−1Proj dr(Tγ(t)Ω)

d

dt
dr(V (t)).

Åñëè âîñïðèíèìàòü Ω ïðîñòî êàê ìíîæåñòâî â R3, òî ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò
áîëåå ïðîñòîé âèä:

D

dt
V (t) = ProjTγ(t)Ω

dV (t)
dt

.

Íå ÿñíî a priori, ïî÷åìó îïðåäåëåííàÿ òàê ïðîèçâîäíàÿ D
dt íå èçìåíèòñÿ,

åñëè ðàññìîòðåòü èíîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Ω â R3, òî åñòü âëîæåíèå,
èíäóöèðóþùåå òó æå ðèìàíîâó ìåòðèêó. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî D

dt çàâèñèò
ëèøü îò âíóòðåííåé ãåîìåòðèè Ω, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ñâîéñòâ (1)-(6) ïðîèçâîäíîé è ïðèìåíèòü ëåììó 6.2.4 (ñäåëàéòå ýòî êàê
óïðàæíåíèå!).

Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íîðìàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîèçâîäíîé èìååò âèä

(6.6)
〈

D

dt
V, W

〉
−

〈
d

dt
V, W

〉
= S(V, W ).

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (6.4), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé íà Tγ(0)Ω.
Åå çíà÷åíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò V (0) è W (0). Ýòà ôîðìà íîñèò íàçâàíèå
âòîðîé îñíîâíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè, à åå ñîáñòâåííûå âåêòîðà è
ñîáñòâåííûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè è ãëàâíûìè
êðèâèçíàìè. Â òî æå âðåìÿ âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè 〈, 〉 (òàê íàçûâàåìîé ïåðâîé
îñíîâíîé ôîðìîé, Õîðîøî èçâåñòíûì ôàêòîì äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
ïîâåðõíîñòåé â R3 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî îáå ôîðìû S è 〈, 〉
îïðåäåëÿþò òàêóþ ïîâåðõíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ (òåîðåìà
Áîííå).

6.2.4. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Õîòÿ âûáðàííûé çäåñü ïîäõîä íå
îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, óìåñòíî äàòü çäåñü åãî
îïðåäåëåíèå è ïåðå÷èñëèòü îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Êîãäà ââîäèëîñü ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, ìû ïîä÷åðêèâàëè,
÷òî íåò ñïîñîáà îïðåäåëèòü ïîíÿòèå �îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå� â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî, åñëè â îáëàñòè Ω çàäàíà ðèìàíîâà
ìåòðèêà, òî âûáîð ïóòè γ ìåæäó òî÷êàìè p = γ(a) è q = γ(b)
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îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó TpΩ è TqΩ. Ïðè
ýòîì äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïóòü γ ëèøü êóñî÷íî ãëàäêèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé γ ïàðàëëåëüíî, åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà DV (t)/dt = 0. Äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ V (a) = W
ïàðàëëåëüíîå ïîëå V îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âîçíèêàåò
îòîáðàæåíèå Iγ(W ) = V (b), Iγ : TpΩ → TqΩ. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü γ. Â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
îòîáðàæåíèå Iγ ëèíåéíî. Áîëåå òîãî, Iγ � ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ êàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé åñòü ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

d

dt
〈V (t), W (t)〉 =

〈
D

dt
V (t), W (t)

〉
+

〈
V (t),

D

dt
W (t)

〉
= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà (êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé çàâèñèìîñòè Iγ îò γ. Èñïîëüçóÿ
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ìîæíî âû÷èñëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ
òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàåòñÿ â âåêòîðíîì àíàëèçå

D

dt
V =

d

dt

(
I−1
γ[0,t]

(V (γ(t))
)

.

Ýòî � ïðÿìîé àíàëîã ôîðìóëû (6.3) äëÿ ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

6.3. Ãåîäåçè÷åñêàÿ è ãàóññîâà êðèâèçíû
6.3.1. Èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. ×òîáû íàíîâî âûâåñòè
óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ÿçûêå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîâòîðèì
õîä ðàññóæäåíèé ðàçäåëà 6.1.1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ γε ñ ïîëåì
âàðèàöèè V = Vε(t) = ∂

∂εγε(t), ãäå γ = γ0 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé
ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç T = Tε(t) =
∂
∂tγε(t) îáîçíà÷èì ïîëå ñêîðîñòåé ñåìåéñòâà γε. Çäåñü è äàëåå ìû íå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîíöû êðèâîé γε èìåþò íåïîäâèæíûìè. Èòàê,

d

dε
L(ε)|ε=0

=
∫ b

a

d

dε |ε=0

√
〈T, T 〉 dt

(òàê êàê 〈T0(t), T0(t)〉 = 1)

=
∫ b

a

〈
D

dε |ε=0

T, T

〉
dt =

∫ b

a
〈∇V T (t), T (t)〉 dt.

Ïîñêîëüêó V è T êîììóòèðóþò, ìû èìååì, ïî àêñèîìå (6), ∇V T = ∇T V
è, çíà÷èò,

d

dε
L(ε)|ε=0

=
∫ b

a

〈
T (t),

D

dt
V (t)

〉
dt = 0.
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî
d

dt
〈V, T 〉 =

〈
D

dt
T, V

〉
+

〈
T,

D

dt
V

〉
,

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

(6.7) d

dε
L(ε)|ε=0

= 〈V, T 〉 |ba −
∫ b

a

〈
D

dt
T (t), V (t)

〉
dt.

Ýòó ôîðìóëó îáû÷íî íàçûâàþò ôîðìóëîé ïåðâîé âàðèàöèè. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî êîíöû êðèâûõ γε íåïîäâèæíû. Òîãäà 〈V, T 〉 |ba = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå d

dεL(ε)|ε=0
= 0 äëÿ ëþáîãî ïîëÿ V (òàê êàê γ0 � êðàò÷àéøàÿ).

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 6.1.1, ìû ïîëó÷àåì î÷åíü ïðîñòîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(6.8) D

dt
T (t) = 0, èëè â èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ∇T T = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé åñëè åå âåêòîð
ñêîðîñòè T óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.8).

Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì
ïîíÿòèÿ ïðÿìîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: ïðÿìàÿ ëèíèÿ � ýòî êðèâàÿ,
êîòîðóþ ìû ïðîõîäèì ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì ñêîðîñòè. Çäåñü æå ïîä
�ïîñòîÿíñòâîì� âåêòîðà ñêîðîñòè ìû ïîíèìàåì ðàâåíñòâî íóëþ åãî
êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé.

Â ýòîé èíâàðèàíòíîé ôîðìå óðàâíåíèå (6.8) èìååò ñìûñë â ëþáîé
ðàçìåðíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçîâàíà ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè (òàê êàê d

dt 〈T, T 〉 = 2
〈

D
dtT, T

〉
= 0).

Óïðàæíåíèå 6.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçìåðíîñòè äâà îïðåäåëåíèÿ
5.2.1 è 6.3.1 ðàâíîñèëüíû.

Óïðàæíåíèå 6.3.3. Ïåðåäîêàæèòå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 5.2.2 è 5.2.1,
èñïîëüçóÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêîé.

6.3.2. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ äëèíû êðèâîé. Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè
(6.7) çàâèñèò òîëüêî îò âåêòîðíîãî ïîëÿ V è íå çàâèñèò íåïîñðåäñòâåííî
îò âûáîðà ñàìîãî ñåìåéñòâà γε. Óðàâíåíèå (6.7) ÷àñòî íàçûâàþò ôîðìóëîé
ïåðâîé âàðèàöèè äëèíû, òàê êàê îíà îïèñûâàåò êàê èçìåíÿåòñÿ äëèíà
êðèâîé ïðè �ñäâèãàõ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ V �. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ôîðìóëà âåðíà äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèå (6.7) äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò òîò æå
âèä, ÷òî è â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ �åâêëèäîâûì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè�.
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Åñëè γ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, òà ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé
ïðîñòîé âèä:

(6.9) d

dε
L(ε)|ε=0

= 〈V, T 〉 |ba.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èçâëå÷ü îñîáåííî ìíîãî, åñëè îãðàíè÷èòñÿ
îêðåñòíîñòüþ, â êîòîðîé êðàò÷àéøàÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè
åäèíñòâåííà. Ïóñòü σ(τ) � ãëàäêèé ïóòü, V = d

dτ σ � åãî ïîëå ñêîðîñòåé,
à ρ(τ) = d(p, σ(τ)) � ðàññòîÿíèå îò p äî �äâèæóùåéñÿ òî÷êè� σ(τ).
Ïðèìåíèì ôîðìóëó (6.7) ê ñåìåéñòâó êðàò÷àéøèõ γτ , ñîåäèíÿþùèõ p
è σ(τ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå âàðèàöèè îáðàùàåòñÿ â
íîëü â òî÷êå p, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dρ

dτ
= 〈V, T 〉 ,

ãäå T � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê γτ â êîíöåâîé òî÷êå σ(τ). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè p äî òî÷êè, äâèæóùåéñÿ
ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ðàâíà ìèíóñ êîñèíóñó óãëà ìåæäó âåêòîðîì
ñêîðîñòè òî÷êè è íàïðàâëåíèåì â íåé íà òî÷êó p (ïîñëåäíåå åñòü −T ).

Óïðàæíåíèå 6.3.4. Ãäå èñïîëüçîâàíà åäèíñòâåííîñòü êðàò÷àéøèõ â
ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè?

Óïðàæíåíèå 6.3.5. Ïóñòü σ(t) � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, σ(t0) �
áëèæàéøàÿ ê òî÷êå p òî÷êà êðèâîé σ. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ p è σ(t0), îðòîãîíàëüíà ê (âåêòîðó ñêîðîñòè) êðèâîé σ â
òî÷êå t0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ γ íå îáÿçàòåëüíî ãåîäåçè÷åñêàÿ.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð∇T T = D

dtT (t) âñåãäà îðòîãîíàëåí ê T (t). Äåéñòâèòåëüíî,

0 =
d

dt
〈T (t), T (t)〉 = 2

〈
T (t),

D

dt
T (t)

〉
.

×èñëî |DdtT (t)| = kg(t) íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé êðèâîé â
òî÷êå γ(t). Â ðàçìåðíîñòè äâà ìîæíî, âûáèðàÿ îðèåíòàöèþ, ïðèïèñàòü
ýòîé âåëè÷èíå çíàê + èëè −. Â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ âåêòîð S(t) =
D
dtT (t) ÷àñòî íàçûâàþò âåêòîðîì êðèâèçíû. Íà ñàìîì äåëå, ýòî �
íè ÷òî èíîå, êàê çíà÷åíèå âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû êðèâîé
(ðàññìàòðèâàåìîé êàê îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå) íà âåêòîðå T : ñðàâíèòå
ýòî îïðåäåëåíèå ñ (6.6). Ýòî äàåò íîâóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìå: îíà îïèñûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ ìåòðèêà
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðè åãî âàðüèðîâàíèè. Äëÿ âàðèàöèè ñ ôèêñèðîâàííûìè
êîíöàìè (èëè, áîëåå îáùî, êîãäà ïîëå âàðèàöèè íà êîíöàõ îðòîãîíàëüíî
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ê êðèâîé) ñëàãàåìîå 〈V, T 〉 |ba èñ÷åçàåò è (6.7) ïðèîáðåòàåò âèä

(6.10) d

dε
L(ε)|ε=0

=
∫ b

a
〈−S(t), V (t)〉 dt.

Óïðàæíåíèå 6.3.6. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè
êðèâîé γ

S(t) =
(∇T T )N

〈T, T 〉 ,

ãäå (∇T T )N � îðòîãîíàëüíàÿ ê T ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ∇T T .
2. Ïóñòü ïîëå âàðèàöèè V îðòîãîíàëüíî ê T . Ïîêàæèòå, Ñäåëàâ

çàìåíó ïåðåìåííûõ â (6.7), ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

d

dε
L(ε)|ε=0

=
∫ b

a

〈
∇T T√
〈T, T 〉 , V (t)

〉
dt.

Óïðàæíåíèå 6.3.7. Âûïîëíèòå òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ êðèâûõ â
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ R2 è R3. Ñðàâíèòå S ñ õîðîøî èçâåñòíûì
ïîíÿòèåì êðèâèçíû êðèâîé â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Èçó÷èòå
èçìåíåíèå äëèí ýêâèäèñòàíò çàìêíóòîé ïëîñêîé êðèâîé ïðè îòñòóïëåíèè
âíóòðü ïî íîðìàëè.

6.3.3. Òåíçîð êðèâèçíû. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y). Ïóñòü X
è Y � êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ (÷èòàòåëü, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò
ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ, ìîæåò âçÿòü ïåðâûå äâà êîîðäèíàòíûõ ïîëÿ).
Ïîëÿ X è Y êîììóòèðóþò êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé, òî åñòü XY f = Y Xf äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f . Îäíàêî,
â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîãî ñëó÷àÿ, îïåðàòîðû ∇X = D

dx è ∇Y = D
dy

íå êîììóòèðóþò: äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Z, âîîáùå ãîâîðÿ, ∇X∇Y Z 6=
∇Y∇XZ.

Ðàçíîñòü R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ − ∇X∇Y Z íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
êðèâèçíû. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ 〈R(X,Y )Z, W 〉 ÷åòûðåõ âåêòîðíûõ
àðãóìåíòîâ X, Y, Z, W íàçûâàåòñÿòåíçîðîì êðèâèçíû. Ýòî îïðåäåëåíèå
ïðåäïîëàãàåò çàâèñèìîñòü îò ÷åòûðåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðè÷åì ïåðâûå
äâà èç íèõ � êîîðäèíàòíûå ïîëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. ßñíî,
÷òî ôóíêöèÿ R(X,Y )Z ëèíåéíà ïî âñåì òðåì àðãóìåíòàì. Ñëåäóþùèå
óïðàæíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèå R(X, Y )Z â òî÷êå p çàâèñèò
òîëüêî îò çíà÷åíèé X, Y è Z â òî÷êå p ! Äîêàçàòåëüñòâà îïèðàþòñÿ íà
ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àêñèîì êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 6.3.8. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f
(1) ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ) = f · (∇X∇Y Z −∇Y∇XZ),
(2) ∇X∇(fY )Z −∇(fY )∇X = f · (∇X∇Y Z −∇Y∇XZ).
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Óïðàæíåíèå 6.3.9. Ïîêàæèòå, ÷òî
(1) R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z, â ÷àñòíîñòè, R(X, X)Z = 0,
(2) 〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(Z, W )X, Y 〉.
Óïðàæíåíèå 6.3.10. Èñïîëüçóÿ äâà ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèÿ, ïîêàæèòå,
÷òî R(X, Y )Z = 0 â òî÷êå p, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïîëåé X,Y èëè Z �
íóëåâîå â p. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî çíà÷åíèå R(X, Y )Z â òî÷êå p çàâèñèò
ëèøü îò çíà÷åíèé ïîëåé X, Y è Z â òî÷êå p !

Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ X, Y ∈ TpΩ îáîçíà÷èì K(X, Y ) = 〈R(X,Y )X, Y 〉.
Âûáåðåì äâà âåêòîðà X, Y ∈ TpΩ òàê, ÷òî ïëîùàäü íàòÿíóòîãî íà íèõ
ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 1 (ïëîùàäü îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
〈, 〉p). Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âûáðàòü äâà åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ äðóã
äðóãó âåêòîðà. Âåëè÷èíà K(p) = K(X, Y ) = 〈R(X,Y )X, Y 〉 íàçûâàåòñÿ
ñåêöèîííîé êðèâèçíîé â òî÷êå p. Â ðàçìåðíîñòè äâà ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà
ñîâïàäàåò ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.
Óïðàæíåíèå 6.3.11. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè òåíçîðà R (â
÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî R(X+αY, Y )Z = R(X,Y )Z; ñìîòðè 6.3.9), ïîêàæèòå,
÷òî K(X,Y ) çàâèñèò òîëüêî îò ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî
íà X, Y , è, çíà÷èò, ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K(p) êîððåêòíî îïðåäåëåíà.
Óïðàæíåíèå 6.3.12. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ðèìàíîâó ìåòðèêó óìíîæèòü
íà êîíñòàíòó c (ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà óìíîæàòñÿ
íà c2), òî åå ãàóññîâà êðèâèçíà ïîäåëèòñÿ íà c2.
Óïðàæíåíèå 6.3.13. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 6.2.5, âû÷èñëèòå ãàóññîâó
êðèâèçíó ñôåðû è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè.
Óïðàæíåíèå 6.3.14. Ïóñòü X è Y � äâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðà. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð R(X, Y )Z ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâîðîòîì
âåêòîðà |K(p)|Z íà óãîë π/2 â íàïðàâëåíèè, çàâèñÿùåì îò çíàêà K(p)
Ìîæíî ëè îáîáùèòü ýòî ïîñòðîåíèå íà ñëó÷àé ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòåé?

Âàæíîñòü ãàóññîâîé (ñåêöèîííîé) êðèâèçíû áóäåò îáúÿñíåíà â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå. Ýòîò ðàçäåë ìû çàâåðøèì îäíèì çàìå÷àíèåì äëÿ ñëó÷àÿ
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòåé. Â íàøèõ äâóìåðíûõ ðàññóæäåíèÿõ òåðìèíû
�ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà� è �ãàóññîâà êðèâèçíà� âçàèìîçàìåíÿåìû. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â äâóìåðíîì ñëó÷àå òåðìèí �ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà� çâó÷èò
äîâîëüíî ñòðàííî. Îáúÿñíåíèå, ïî÷åìó â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ýòà
êðèâèçíà íàçûâàåòñÿ �ñåêöèîííîé�, äàíî â ñëåäóþùèõ òðåõ óïðàæíåíèÿõ.
Ìû ïðåäëàãàåì èõ â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì ÷èòàòåëÿì, êîòîðûå æåëàþò
ïðîñëåäèòü ïàðàëëåëè ìåæäó äâóìåðíûì è ìíîãîìåðíûì ñëó÷àÿìè.
Óïðàæíåíèå 6.3.15. Ïîêàæèòå, ÷òî K(X, Y ) = K(X1, Y1), åñëè ïàðàëëåëîãðàììû,
íàòÿíóòûå íà X, Y è X1, Y1 ëåæàò â îäíîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè è èìåþò
îäèíàêîâûå ïëîùàäè. Òàêèì îáðàçîì, K(X,Y ) çàâèñèò òîëüêî îò X∧Y .
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Ïóñòü σ � äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü â TpΩ. Îïðåäåëèì Kσ = K(X, Y ),
ãäå X è Y � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû èç σ. Èëè, ðàâíîñèëüíî,
Kσ = K(X,Y )

||X∧Y ||2 .

Óïðàæíåíèå 6.3.16. Ðàññìîòðèòå äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â Ω, ïîëó÷åííóþ
ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ expp íà ìàëóþ îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò â
σ. Ñíàáäèòå åå ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé èç Ω. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ýòó ïîâåðõíîñòü êàê äâóìåðíîå ñå÷åíèå Ω, îáðàçîâàííîå �âðàùåíèåì�
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó p è òàêèõ, ÷òî èõ êàñàòåëüíûå
âåêòîðà çàìåòàþò σ. Ïîêàæèòå, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà Kσ(p) ðàâíà
ãàóññîâîé êðèâèçíå ýòîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå p.

Óïðàæíåíèå 6.3.17. Ðàññìîòðèòå ïðîñòðàíñòâî S2 × S2 (ñ ìåòðèêîé
ïðîèçâåäåíèÿ). Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà êðèâèçíû, âûÿñíèòå
êàê â íåì ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà çàâèñèò îò (äâóìåðíîãî) íàïðàâëåíèÿ
σ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, ÷òî êðèâèçíà åäèíè÷íîé ñôåðû ðàâíà
1. Ñäåëàéòå òî æå ñàìîå äëÿ äðóãèõ ïðîèçâåäåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ
ïðîèçâåäåíèé åâêëèäîâîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, ñôåðû è ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è êðèâèçíà. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå.
Ñóùåñòâóåò åùå îäíî îïèñàíèå êðèâèçíû � îñíîâàííîå íà ïîíÿòèè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïóñòü X, Y ∈ TpΩ � òàêèå äâà âåêòîðà, ÷òî
ïëîùàäü íàòÿíóòîãî íà íèõ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 1. Ðàññìîòðèì
çàìêíóòûé ïóòü γ, γ(a) = γ(b) = p. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ Iγ îïðåäåëÿåò
ëèíåéíóþ èçîìåòðèþ TpΩ íà ñåáÿ. Òîãäà

(6.11) R(X, Y )Z = (Iγ(Z)− Z)Area(γ) + o(Area(γ)),

ãäå Area(γ) � (îðèåíòèðîâàííàÿ) ðèìàíîâà ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
êðèâîé γ. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (6.11) ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà êðèâèçíû, åñëè â êà÷åñòâå γ âçÿòü ïðÿìîóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé
êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìåþùåé âåêòîðà X è Y â
òî÷êå p â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
âåêòîð ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî âäîëü ìàëîé ïåòëè, òî îí ïðåòåðïåâàåò
ïîâîðîò íà óãîë, áëèçêèé ê ïðîèçâåäåíèþ ãàóññîâîé êðèâèçíû â ýòîé
òî÷êå íà ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïåòëåé. Ôîðìóëó (6.11)
ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé (â òåðìèíàõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî óñëîâèÿ,
ôîðìàëèçóþùåãî òî, ÷òî �γ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü íà íåêîòîðîé äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòè, êàñàþùåéñÿ âåêòîðîâ X è Y �). Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ôîðìóëà (6.11)
âëå÷åò ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå.
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Òåîðåìà 6.3.18. Ïóñòü ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ îãðàíè÷èâàåò
îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω. Òîãäà∫

Ω
K(p) dA(p) =

∫

γ
kg(t) dt− 2π,

ãäå γ ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé, à
∫
Ω K(p) dA(p) � èíòåãðàë ãàóññîâîé

êðèâèçíû ïî (ðèìàíîâîé) ïëîùàäè.
Åñëè êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî ê ïðàâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî äîáàâèòü âåëè÷èíó π−αi äëÿ êàæäîé
âåðøèíû ñ âíóòðåííèì óãëîì αi.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ýòîé òåîðåìû ïðèìåíèòå åå ê (1) ãëàäêîé
ïëîñêîé êðèâîé, (2) åâêëèäîâó òðåóãîëüíèêó, (3) áîëüøîé îêðóæíîñ-
òè íà ñôåðå è (4) êàæäîé èç äâóõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ìàëîé
îêðóæíîñòüþ íà ñôåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3.18 è ôîðìóëû (6.11) îïóùåíû, òàê êàê
ìû íå áóäåì èõ èñïîëüçîâàòü. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî íàéòè â
ðàçäåëå 5.3.

6.4. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãàóññîâîé
êðèâèçíû

Îñíîâíîå ñâîéñòâî, îòëè÷àþùåå ðèìàíîâû îò äðóãèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ �
ëîêàëüíàÿ �ïî÷òè åâêëèäîâîñòü�. Ëåììà 5.1.13 óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ
òî÷êà p îáëàäàåò êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ, â êîòîðîé îòëè÷èå ìåòðèêè
îò åñòåñòâåííîé åâêëèäîâîé (èíäóöèðîâàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò) èìååò
ìåíüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì ðàññòîÿíèå äî òî÷êè p. Çäåñü ìû óñèëèì
ýòî óòâåðæäåíèå, ïîêàçàâ, ÷òî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííûå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû íå èñêàæàþò ìåòðèêó äàæå âî âòîðîì ïîðÿäêå, à èñêàæåíèå
òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè çàâèñèò îò ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ èñêàæåíèÿ ðàññòîÿíèé â
íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Íàïîìíèì, ÷òî îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ
ëèíèé ñîñòàâëÿþò ãåîäåçè÷åñêèå, âäîëü êîòîðûõ ìåòðèêà ñîõðàíÿåòñÿ.
Çíà÷èò, èñêàæåíèå âîçíèêàåò èç-çà ðàçëè÷èÿ â ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó
áëèçêèìè ãåîäåçè÷åñêèìè â ñëó÷àÿõ ðèìàíîâîé è åâêëèäîâîé ìåòðèê.
Ìû óâèäèì, ÷òî ñêîðîñòü óäàëåíèÿ äðóã îò äðóãà ãåîäåçè÷åñêèõ ðèìàíîâîé
ìåòðèêè óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
(óðàâíåíèþ ßêîáè), êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îäíèì, ñîäåðæàùèì êðèâèçíó, ñëàãàåìûì.

Ýòîò ïîäõîä ðåàëèçîâàí â ðàçäåëå �Óðàâíåíèå ßêîáè�. Åãî ïðåèìóùåñòâî
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáùåå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé äàíî â òåõ æå òåðìèíàõ.
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Íàïîìíèì, ÷òî âòîðîå ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íîðìàëüíûõ
êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíî ñåìåéñòâó ãåîäåçè÷åñêèõ. Ìû óâèäèì, ÷òî ýòî
ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç ýêâèäèñòàíòíûõ êðèâûõ, ïðè÷åì èìååòñÿ åñòåñòâåííîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ðàçíûõ ýêâèäèñòàíò, îñóùåñòâëÿåìîå âäîëü
ãåîäåçè÷åñêèõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èçìåðÿòü èñêàæåíèå ìåòðèêè
èçìåíåíèåì äëèí ýêâèäèñòàíòíûõ êðèâûõ ïðè äâèæåíèè âäîëü ñåìåéñòâà
ãåîäåçè÷åñêèõ. Ìû óâèäèì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ äëèíû ýêâèäèñòàíòû
îïðåäåëÿåòñÿ åå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñíîâà
êîíòðîëèðóåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ìåòðèêè. Ýòîò ïîäõîä ðåàëèçîâàí â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå 6.4.1. Åãî ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â ïðîñòîòå îáîáùåíèÿ
ïî ðàçìåðíîñòè (ñ çàìåíîé ýêâèäèñòàíò �ïàðàëëåëüíûìè� ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè).
Ê ñîæàëåíèþ, íå óäàëîñü íàéòè àíàëîã ýòîãî ïîäõîäà äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Äàëüíåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå âûâîäû ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå
ëþáîãî èç ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ.

6.4.1. Óðàâíåíèå ßêîáè. Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
(x, y) ñ êîîðäèíàòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè X, Y . Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâîå
êîîðäèíàòíîå ñåìåéñòâî � ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè ãåîäåçè÷åñêèå.
Îíè îðòîãîíàëüíû êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì âòîðîãî ñåìåéñòâà. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∇XX = D

dxX = 0. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî
ïî y:

∇Y∇XX =
D

dy

D

dx
X = 0.

Òåïåðü ìû õîòèì ïîìåíÿòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íî êîâàðèàíòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî x è y íå êîììóòèðóþò; èõ êîììóòàòîð êàê ðàç è ñëóæèë
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà êðèâèçíû:

R(X, Y )X = ∇Y∇XX −∇X∇Y X = −∇X∇Y X = −∇X∇XY.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç àêñèîìû (6) êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(∇XY = ∇Y X äëÿ êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ). Îáîçíà÷èâ
÷åðåç D2

dx2 âûðàæåíèå∇X∇X = D
dx

D
dx , ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ Y � òàê íàçûâàåìîå
óðàâíåíèå ßêîáè

(6.12) D2

dx2
Y = −R(X,Y )X.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå Y åñòü íè ÷òî èíîå, êàê âàðüèðóþùåå ïîëå äëÿ
ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ. Òî, ÷òî ýòè ãåîäåçè÷åñêèå � êîîðäèíàòíûå
ëèíèè, íå èìååò çíà÷åíèÿ, èáî òå æå äîâîäû ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè. Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 6.4.1. Âåêòîðíîå ïîëå Y (t) âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ(t)
íàçûâàåòñÿ ïîëåì ßêîáè, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.12).
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Óïðàæíåíèå 6.4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ïîëå ßêîáè âäîëü γ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî êàê ïîëå âàðèàöèè ïóòåì âêëþ÷åíèÿ γ â íåêîòîðîå
ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ïîäñêàçêà. Òàê êàê ïîëå ßêîáè Y óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, îíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñâîèìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè äëÿ çàäà÷è Êîøè, òî åñòü çíà÷åíèåì Y (t0) è ïðîèçâîäíîé D

dtY
â ìîìåíò âðåìåíè t0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ïðîñòî âêëþ÷èòü
êðèâóþ γ â ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ, äëÿ êîòîðîãî âàðüèðóþùåå ïîëå
Y1 óäîâëåòâîðÿåò òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ââèäó åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X = Y , òàê êàê ïîëå Y1

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òîìó æå óðàâíåíèþ (6.12).

Ðàññìîòðèì ïîëå ßêîáè Y (t) âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ(t). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî ïîëå îðòîãîíàëüíî ê γ(t). Ïóñòü T � ïîëå ñêîðîñòåé êðèâîé γ,
g(t) � äëèíà âåêòîðà Y (t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(t) 6= 0. Òîãäà ìîæíî
çàïèñàòü g(t) = |Y (t)| = 〈Y (t), N(t)〉, ãäå N = |Y |−1Y � åäèíè÷íîå
âåêòîðíîå ïîëå, îðòîãîíàëüíîå ê γ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó γ(t) è γε(t)
ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî εg(t) (ñ òî÷íîñòüþ äî o(ε)).

Çàìå÷àíèå. Íàøå îïðåäåëåíèå ïîëÿ N ïðåäïîëàãàåò, ÷òî |Y | 6= 0. Âñå
ïîñòðîåíèÿ ìîãóò áûòü ãëàäêî ïðîäîëæåíû íà çàìûêàíèå èíòåðâàëà, ãäå
g è Y � íå íóëåâûå. Âñå âûâîäû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò ñèëó òîëüêî äëÿ
t èç òàêîãî ïðîìåæóòêà.

Ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ ëåììà áóäåò âåñüìà ïîëåçíà.

Ëåììà 6.4.3. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
îðòîãîíàëüíà ýòîìó ïîëþ: 〈∇ZW, W 〉 = 0, ãäå W � åäèíè÷íîå ïîëå,
Z � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðîâàíèå òîæäåñòâà 〈W, W 〉 = 1 äàåò
0 = Z 〈W, W 〉 = 2 〈∇ZW, W 〉 .

¤

Ïðîäåëàåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ
âûðàæåíèå 〈N, T 〉 = 0, ïîëó÷àåì

0 =
d

dt
〈N, T 〉 =

〈
D

dt
N, T

〉
+

〈
D

dt
T, N

〉
=

〈
D

dt
N, T

〉
,

ïîñêîëüêó γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ è, ïî îïðåäåëåíèþ, D
dtT = 0. Èòàê, ìû

èìååì

(6.13)
〈

D

dt
N, T

〉
= 0 è

〈
D

dt
N, N

〉
= 0,
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ãäå ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 6.4.3. Ïîñêîëüêó Y ïðîïîðöèîíàëüíî
N , òî âòîðîå èç óðàâíåíèé (6.13) äàåò D

dt 〈N, T 〉 = 0.
Ïîäñ÷èòàåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè g. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå, çàïèøåì
dg

dt
=

d

dt
〈Y, N〉 =

〈
D

dt
Y, N

〉
.

Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç, ïîëó÷èì
d2g

dt2
=

d

dt

〈
D

dt
Y, N

〉
=

〈
D2

dt2
Y, N

〉
+

〈
D

dt
Y,

D

dt
N

〉
.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî D
dtY = D

dt(gN) = dg
dt N + g D

dt(N), ìîæíî ïåðåïèñàòü
ýòî òîæäåñòâî â âèäå

d2g

dt2
=

d

dt

〈
D

dt
Y, N

〉
=

〈
D2

dt2
Y, N

〉
+ g

〈
D

dx
N,

D

dx
N

〉
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ ßêîáè (6.12),
〈

D2

dt2
Y, N

〉
= −〈R(T, Y )T, N〉

= −〈R(T, gN)T, N〉 = −g 〈R(T,N)N, T 〉 = −gK,

ãäå K � ãàóññîâà (ñåêöèîííàÿ) êðèâèçíà; ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî T è N � åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. Èòàê,
óðàâíåíèå ßêîáè ïîðîæäàåò ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g:

(6.14) d2g

dt2
= −g

(
K +

〈
D

dx
N,

D

dx
N

〉)
,

ãäå K = K(γ(t)) � ãàóññîâà êðèâèçíà â òî÷êå γ(t).
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð D

dtN îðòîãîíàëåí ê T è N îäíîâðåìåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, â äâóìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.14) óïðîñòèòñÿ è
ïðèìåò âèä

(6.15) d2g

dt2
= −gK.

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ìû äîñòèãëè òîãî ìåñòà â èçëîæåíèè, ãäå
ïîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìåðíîé ñèòóàöèåé è ñòàðøèìè
ðàçìåðíîñòÿìè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå âåêòîðà Y ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì åãî îðòîãîíàëüíîñòè ê T . Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ñâåñòè óðàâíåíèå ßêîáè (6.12) ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî
äëèíû âåêòîðíîãî ïîëÿ Y . Â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ â óðàâíåíèè (6.12)
ó÷àñòâóþò êàê äëèíà, òàê è íàïðàâëåíèå ïîëÿ Y . Ñëîæíîñòü ñëó÷àÿ
ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå íàøåãî ñåìåéñòâà
ìîãóò �çàêðó÷èâàòüñÿ âîêðóã γ� (îòíîñèòåëüíî áàçèñà èç ïàðàëëåëüíûõ
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ïîëåé). Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî óðàâíåíèå, êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè äëÿ
äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, íåâåðíî â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ! Îäíàêî, îñíîâíîé
ãåîìåòðè÷åñêèé âûâîä � òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Ðàóõà 6.5.1 � îñòàåòñÿ
âåðíûì. Îäíî èç åå âîçìîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ îïèðàåòñÿ íà âû÷èñëåíèÿ
â áàçèñå èç ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé âäîëü γ, òî åñòü ïîëåé,
êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ âäîëü γ ðàâíû íóëþ. Îäíî òàêîå
ïîëå � ýòî ïîëå T . Â äâóìåðíîì ñëó÷àå âòîðûì òàêèì ïîëåì ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ÿâëÿåòñÿ ïîëå N . Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îïèñàí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ýêâèäèñòàíòíîé âàðèàöèè. Ýòîò ïîäõîä ëåãêî
îáîáùàåòñÿ íà ñòàðøèå ðàçìåðíîñòè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí âìåñòî
òåîðåìû Ðàóõà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñðàâíåíèÿ Êàðòàíà�Àëåêñàíäðîâà�
Òîïîíîãîâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå âûâîäû ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû óæå èç íåðàâåíñòâà d2g

dx2
≥ −gK, âûòåêàþùåãî èç (6.14).

Ýêâèäèñòàíòíûå âàðèàöèè. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ãàóññîâà êðèâèçíà
îïèñûâàëàñü êàê êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñõîæäåíèÿ èëè ñáëèæåíèÿ
ãåîäåçè÷åñêèõ. Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü
óðàâíåíèÿ ßêîáè è èìåþùèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ðÿä
ïðåèìóùåñòâ (â ÷àñòíîñòè, ëåãêîñòü ïåðåõîäà ê ñòàðøèì ðàçìåðíîñòÿì).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ïðèìåíèì ëèøü ê ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè íå ïó÷êà ãåîäåçè÷åñêèõ, à
ñåìåéñòâà îðòîãîíàëüíûõ èì êðèâûõ (ãèïåðïîâåðõíîñòåé � â ñòàðøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ). Â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � ýòî âòîðîå ñåìåéñòâî
êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áëèçêèìè ãåîäåçè÷åñêèìè
ïðèìåðíî ðàâíî äëèíå çàêëþ÷åííîãî ìåæäó íèìè îòðåçêà îðòîãîíàëüíîé
ê íèì êðèâîé. Ýòî íàòàëêèâàåò íà ìûñëü èçó÷èòü, êàê èçìåíÿþòñÿ
äëèíû ýêâèäèñòàíò. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âòîðîå ñåìåéñòâî êàê âàðèàöèþ
êðèâîé (â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ � êàê âàðèàöèþ ãèïåðïîâåðõíîñòè).

Ïóñòü γε � ñåìåéñòâî êðèâûõ, âàðüèðóþùåå ïîëå V êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì, îðòîãîíàëüíûì ê êðèâûì ñåìåéñòâà, òî
åñòü 〈V, V 〉 = 1 è 〈V, T 〉 = 0 (ãäå T = d

dtγ). Äëÿ êðàòêîñòè ìû âåçäå
îïóñêàåì àðãóìåíòû t è ε). Òàêàÿ âàðèàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýêâèäèñòàíòíîé.
Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî íàçâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 6.4.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t0

inf
t
{d(γε(t0), γ0(t)} = ε,

Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå òî÷êè êðèâîé γε ëåæàò íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè
ε îò (îáðàçà) êðèâîé γ0.
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Ïîäñêàçêà.Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî ëèíèè σ(ε) = γε(t) � ãåîäåçè÷åñêèå
(ñì. íèæå ïóíêò (ii) ëåììû 6.4.6). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû
äîêàçàòåëüñòâó ëåììû Ãàóññà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ γ = γ0 ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé äóãè.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå ïåðâîé âàðèàöèè (6.10),

d

dε
L(γε, a, b) =

∫ b

a
〈−S, V 〉 dt =

∫ b

a
−kg(t) dt,

ãäå S = ∇T T , à kg = 〈∇T T, V 〉, � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ
â òî÷êå t (åå çíàê âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé, çàäàííîé
âåêòîðîì V ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâûå íàøåãî ñåìåéñòâà ñáëèæàþòñÿ
(åñëè kg > 0) èëè ðàñõîäÿòñÿ (åñëè kg < 0) ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé
êðèâèçíå.

Óïðàæíåíèå 6.4.5. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âàðèàöèè, èíäóöèðîâàííîé
ïîëåì fV , ãäå V � îðòîãîíàëüíîå ê êðèâîé åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå,
à f � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d

dε
L(γε, a, b) =

∫ b

a
−f(t)kg(t) dt.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.4.6. Â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ
(i) 〈∇T V, V 〉 = 〈∇V V, V 〉 = 0;
(ii) ∇V V = 0, (òî åñòü êðèâûå, îðòîãîíàëüíûå ê êðèâûì ñåìåéñòâà

γε, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè);
(iii) 〈∇T∇V T, V 〉 = −〈∇T V,∇T V 〉 ;
(iv) 〈∇T V,∇T V 〉 = 〈∇T T,∇T T 〉 = k2

g âäîëü γ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ýòî âåðíî ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî V � åäèíè÷íîå
âåêòîðíîå ïîëå (ëåììà 6.4.3).

(ii) Ïîñêîëüêó 〈V, T 〉 = 0, òî

0 =
d

dε
〈V, T 〉 = 〈∇V V, T 〉+ 〈V, ∇V T 〉

= 〈∇V V, T 〉+ 〈V, ∇T V 〉 = 〈∇V V, T 〉+
1
2

d

dt
〈V, V 〉 = 〈∇V V, T 〉 .

Âìåñòå ñ ïóíêòîì (i) ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð ∇V V ðàâåí íóëþ, òàê
êàê îí îðòîãîíàëåí V è T .

(iii) Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî 〈∇T V, V 〉 = 0 (êîòîðîå ñëåäóåò èç
(i)), ïîëó÷àåì

0 =
d

dt
〈∇T V, V 〉 = 〈∇T∇V T, V 〉+ 〈∇T V, ∇T V 〉 .
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Íî ∇T V = ∇V T (òàê êàê T è V êîììóòèðóþò). Ýòî âëå÷åò (iii).
(iv) Ïîñêîëüêó |kg| = |∇T T |, ðàâåíñòâî 〈∇T T, ∇T T 〉 = k2

g î÷åâèäíî.
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî 〈V, T 〉 = 0, èìååì

0 =
d

dt
〈T, V 〉 = 〈∇T T, V 〉+ 〈T, ∇T V 〉 .

Ïîëÿ V è T � åäèíè÷íûå, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ∇T T êîëëèíåàðåí V ,
à ∇T V êîëëèíåàðåí T . Çíà÷èò, |∇T T | = |∇T V |. Ïóíêò (iv) äîêàçàí. ¤

Çàìå÷àíèå. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (ii)
äâóìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áûëà ñóùåñòâåííà. Ýòî íå òàê. Ïîêàæèòå,
÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýêâèäèñòàíòíîé âàðèàöèè ãèïåðïîâåðõíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∇V V
îðòîãîíàëåí ê V è êî âñåì âåêòîðàì, êàñàòåëüíûì ê ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ äëèíû, òî åñòü èçó÷èì êàê
ìåíÿåòñÿ kg ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ε. Èìååì

dkg

dε
=

d

dε
〈∇T T, V 〉 = 〈∇V∇T T, V 〉+ 〈∇T T, ∇V V 〉 = 〈∇V∇T T, V 〉 ,

òàê êàê ∇V V = 0 ñîãëàñíî 6.4.6, (ii).
Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â 〈∇V∇T T, V 〉 ïîÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîð êðèâèçíû:
dkg

dε
= 〈∇T∇V T, V 〉+ 〈R(T, V )T, V 〉 .

Âòîðîå ñëàãàåìîå � ãàóññîâà êðèâèçíà (òàê êàê V è T îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ). Ñîãëàñíî ëåììå 6.4.6 è ïóíêòàì (iii) è (iv), ïåðâîå ñëàãàåìîå �
ýòî −k2

g . Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìîå �óðàâíåíèå Ðèêàòòè�.

Ëåììà 6.4.7. Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ýêâèäèñòàíò óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(6.16) dkg

dε
= −k2

g + K.

Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî 6.16 ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî
îïðåäåëåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Óïðàæíåíèå 6.4.8. Ïðèìåíèòå ëåììó 6.4.7 ê íàïðàâëåííîé âíóòðü
êðóãà ýêâèäèñòàíòíîé âàðèàöèè åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè(çíàê kg çàâèñèò
îò íàïðàâëåíèÿ âàðèàöèè). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êîãäà ε ñòàíåò
ðàâíûì ðàäèóñó îêðóæíîñòè, kg îáðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü (îêðóæíîñòü
âûðîäèòñÿ â òî÷êó).

Óïðàæíåíèå 6.4.9. Ïðèìåíèòå ëåììó 6.4.7 ê îáðàùåííîé âîâíå ýêâèäèñòàíòíîé
âàðèàöèè îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. ×åìó ðàâåí ïðåäåë kg

ïðè ε →∞? Ñäåëàéòå òî æå ñàìîå äëÿ îêðóæíîñòè íà ñôåðå.
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Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîçâîëèò íàì ñðàâíèâàòü ãåîäåçè÷åñêèå
êðèâèçíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ èç ýêâèäèñòàíòíûõ ñåìåéñòâ äâóõ
ìåòðèê â çàâèñèìîñòè îò ãàóññîâûõ êðèâèçí ïîñëåäíèõ.

Óïðàæíåíèå 6.4.10. Ïóñòü γε(t), σε(t) � ýêâèäèñòàíòíûå ñåìåéñòâà
êðèâûõ â îáëàñòÿõ Ω è Ω1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âàðèàöèè îïðåäåëåíû
â îäíîé îáëàñòè (ε, t)-ïëîñêîñòè. Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå
êðèâèçíû êðèâûõ γ0 è σ0 â òî÷êå t0 ðàâíû, à ãàóññîâû êðèâèçíû îáëàñòåé
Ω è Ω1 òàêîâû, ÷òî K(γε(t0)) ≥ K(σε(t0)) äëÿ âñåõ ε èç îáëàñòè çàäàíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðè t0 è ïðè âñåõ òàêèõ ε ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû
êðèâûõ γε íå áîëåå ãåîäåçè÷åñêèõ êðèâèçí êðèâûõ σε.

Ýòî óïðàæíåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 6.5.1 è ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî âìåñòî íåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû 6.5.4.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â òåîðåìå 6.5.1 ïîëå Y (t) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì ïîñëå òî÷êè, â êîòîðîé
ïîëå Y (t) îáðàùàåòñÿ â íîëü (òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ
òî÷êîé γ(0) âäîëü êðèâîé γ). Àíàëîãîì ýòîãî óñëîâèÿ â óïðàæíåíèè 6.4.10
ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñå êðèâûå ýêâèäèñòàíòíîãî ñåìåéñòâà
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òî åñòü kg íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Òî÷êà, â
êîòîðîé ýêâèäèñòàíòíàÿ êðèâàÿ èìååò îñîáåííîñòü kg = ∞, íàçûâàåòñÿ
ôîêàëüíîé.

Óïðàæíåíèå 6.4.11. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïëîñêîé êðèâîé γ(t) åå ôîêàëüíûå
òî÷êè îáðàçóþò êðèâóþ γ(t) + (1/kg(t))N(t), ãäå N(t) � åäèíè÷íîå
îðòîãîíàëüíîå ê êðèâîé âåêòîðíîå ïîëå.

×èñëî 1/kg(t) íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû γ â òî÷êå γ(t).

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ïëîäîòâîðíóþ ñòðàòåãèþ èçó÷åíèÿ
ãåîìåòðèè (èëè òîïîëîãèè) ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 6.4.7 (èëè ðåçóëüòàòà óïðàæíåíèÿ 6.4.10): íàäî
ñðàâíèòü ýêâèäèñòàíòíûå ñåìåéñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ýêâèäèñòàíòíûìè ñåìåéñòâàìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïîäõîäÿùåì
ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå (îáû÷íî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû).

6.4.2. Èñêàæåíèå ìåòðèêè ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ìîæíî âûâåñòè ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ëþáîãî
èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ. Ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà óðàâíåíèå
ßêîáè, äðóãîé ïîäõîä ñôîðìóëèðóåì ëèøü êàê óïðàæíåíèå. Ïðèìåíèì
óðàâíåíèå (6.15) ê ïåðâîìó êîîðäèíàòíîìó ñåìåéñòâó íîðìàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå p. Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû èìåþò â íåé
ïðîñòîé âèä: G = 〈Y, Y 〉 � åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé êîýôôèöèåíò,
à E = 〈X, X〉 = 1, F = 〈X, Y 〉 = 0. Îáîçíà÷èâ g = |Y | = √

G, ìû ìîæåì
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çàïèñàòü
∂2
√

G

∂x2
= −K

√
G.

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò óäàëåíèå (èëè ñáëèæåíèå) î÷åíü áëèçêèõ
ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòíûõ ëèíèé.

Åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t) âêëþ÷åíà â ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ γε(t),
γ = γ0 è ïîëå âàðèàöèè Y (t) = ∂

∂εγε(t)|ε=t=0 îðòîãîíàëüíî ê γ̇(0), òî
äëèíà g(t) ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(6.17) d2g(t)
dt2

= −K(t)g(t),

ãäå K(t) = K(γ(t)) � ãàóññîâà êðèâèçíà â òî÷êå γ(t)).
Íàïîìíèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà

g(t) 6= 0. Óñëîâèå g(t) = 0 (ïðè t > 0) ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò,
÷òî áëèçêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
êàñàåòñÿ γ. WWW Â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå
p âûïîëíÿåòñÿ g(0) = G(0, y) = 0, ïîñêîëüêó Y = 0 â òî÷êå p. Ïðè ýòîì
dg/dt(0) = 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêèì óòâåðæäåíèåì. Îíî ñëåäóåò
èç ëåììû 5.1.13 (äâå êîîðäèíàòíûå ëèíèè, èñõîäÿùèå èç p ðàñõîäÿòñÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà) ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, êàê è äâà
åâêëèäîâûõ ëó÷à, îáðàçóþùèõ â íà÷àëüíîé òî÷êå ìåæäó ñîáîé òîò æå
óãîë). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (6.17), d2g/dt2(0) = 0 è g(t) = t + o(t2).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî îïÿòü â (6.17), ïîëó÷àåì

d2g

dt2
(t) = −Kt + o(t2) è, çíà÷èò, d3g

dt3
(0) = −K.

Èíûìè ñëîâàìè, â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(6.18)
√

G(x, y) = x− 1
6
Kx3 + o(x3).

Ýòîò âûâîä ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
êðèâèçíû: â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà åâêëèäîâà ñ òî÷íîñòüþ
äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (òàê êàê äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè G(x, y) =
x2), à èñêàæåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êðèâèçíîé K.

Ïåðåôîðìóëèðóåì íåìíîãî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ñîãëàñíî ëåììå 5.1.13,
ðèìàíîâà ìåòðèêà ëîêàëüíî ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà åâêëèäîâîé.
Ýòà ëåììà ãàðàíòèðîâàëà, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå
èç åâêëèäîâîé îáëàñòè â îêðåñòíîñòü ôèêñèðîâàííîé òî÷êè p ∈ Ω,
÷òî èñêàæåíèå ìåòðèêè â øàðå ìàëîãî ðàäèóñà r ñ öåíòðîì p èìååò
ïîðÿäîê o(r). Òåïåðü ìû ìîæåì ñóùåñòâåííî óñèëèòü ýòî óòâåðæäåíèå.
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpΩ, ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈, 〉p, ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à expp îòîáðàæàåò îêðåñòíîñòü
íà÷àëà êîîðäèíàò â Ω. Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå
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îòëè÷àåòñÿ îò èçîìåòðèè ñàìîå áîëüøåå ÷ëåíàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà (â
òåðìèíàõ ðàññòîÿíèÿ äî p).

Ëåììà 6.4.12. Èìååò ìåñòî îöåíêà
d(q, s)− | exp−1

p (q) exp−1
p (s)| = o(max(d(p, q), d(p, s))3),

ãäå | · | � ðàññòîÿíèå â (TΩ, 〈 , 〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â TpΩ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, ρ) è
íîðìàëüíóþ ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ
expp: expp(r, ρ) = (x = r, y = ρ). Êîýôôèöèåíòû åâêëèäîâîé ìåòðèêè
〈 , 〉p â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä E = 1, F = 0, G(r, ρ) = r2,
â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíòû ðèìàíîâîé ìåòðèêè â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå x = r, y = ρ ðàâíû E = 1, F = 0, G(r, ρ) = (r + oρ(r2))2.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç êîîðäèíàòíîé ôîðìóëû (5.3)
äëÿ äëèíû êðèâîé. ¤

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà îïðåäåëÿåò èñêàæåíèå
ìåòðèêè ëèøü â òðåòüåì ïîðÿäêå ìàëîñòè.

Êîíñòðóêöèÿ, ïðèìåíåííàÿ â ëåììå, ïîëåçíà ñàìà ïî ñåáå è áóäåò (ñ
íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè) èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè â ýòîì ðàçäåëå åùå íåñ-
êîëüêî ðàç! Çàìåòèì òàêæå, ÷òî expp íå èñêàæàåò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè
p, ñëåäîâàòåëüíî ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò îòîáðàæàþòñÿ â
ñôåðû òîãî æå ðàäèóñà ñ öåíòðîì â p.

Ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Ðàññìîòðèì âàæíóþ ìîäåëüíóþ
ñèòóàöèþ � îáëàñòü ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû (K(p) = k äëÿ
âñåõ p ∈ Ω). Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: k = 0, k > 0 è k < 0, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòÿì, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûì åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
ñôåðå è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k = 0, òî,
ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ßêîáè (6.17), d2

dt2
g(t) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, g(t) �

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Â ñàìîì äåëå, ðàññòîÿíèå ìåæäó åâêëèäîâûìè
ïðÿìûìè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé (äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ïåðåñåêóòñÿ).
Åñëè k > 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè (6.17) èìååò âèä g(t) =
A sin

√
k t + B cos

√
k t. Â ÷àñòíîñòè, åñëè g(0) = 0,ý; ġ(0) = 1, òî g(t) =

sin
√

k t. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âðàùàòü ìåðèäèàí ñôåðû ðàäèóñà√
k ñ åäèíè÷íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, òî ñêîðîñòü òî÷êè ìåðèäèàíà,

ëåæàùåé íà ðàññòîÿíèè t îò ïîëþñà, ñîñòàâèò sin
√

K t. Èíûìè ñëîâàìè,
ìåðèäèàíû �ðàñõîäÿòñÿ� ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé sin

√
k t. Åñëè

k < 0, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.17) èìååò âèä g(t) = A sinh
√−k t +

B cosh
√−k t. Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò ðàçáåãàíèå ïó÷êà ïðÿìûõ íà

ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû k.
Ôîðìàëèçóåì ýòè íàøè ðàññóæäåíèÿ.
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Ëåììà 6.4.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K(q) = k = const äëÿ âñåõ q ∈ Ω
è ïóñòü p ∈ Ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè p, êîòîðàÿ
èçîìåòðè÷íà îáëàñòè èëè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (k = 0), èëè íà
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû k (k < 0), èëè, íàêîíåö, íà ñôåðå
ðàäèóñà

√
k (k > 0).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 0; îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ðàññóæäåíèå î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.4.12. Âûáåðåì
íîðìàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) ñ öåíòðîì â òî÷êå p. Ïóñòü
γ(t) = (t, y) � êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ, èñõîäÿùàÿ èç p. Ñíîâà îáîçíà÷èì
g(t) =

√
G(t, y). Òîãäà g(0) = 0 è dg

dt (0) = 1 (ñì. ëåììó 6.4.12). Ðåøàÿ
óðàâíåíèå ßêîáè (6.17) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè g(0) = 0, g′(0) = 1, ìû
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì g(t) = t è, ñëåäîâàòåëüíî, G(x, y) = y2. Ñðàâíèâàÿ
ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ E, F,G ñ êîýôôèöèåíòàìè åâêëèäîâîé ìåòðèêè â
ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ρ) (ôîðìóëà (5.8)), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
îòîáðàæåíèå (x, y) → (r = x, ρ = y) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà íåêîòîðóþ
îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. ¤
Óïðàæíåíèå 6.4.14. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.9) è (5.10), ïîêàæèòå, ÷òî
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k 6= 0 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà èëè
ñôåðå, èëè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè.
Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû k äåéñòâèòåëüíî ðàâíà k. Áîëåå
òîãî, èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü
îäíîðîäíà: äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.10), ìû ïîñòðîèëè
èçîìåòðèþ, ïåðåâîäÿùóþ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îáëàñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû â íà÷àëî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

6.5. Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ
6.5.1. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Ðàóõà. Ñëåäóþùèé (äâóìåðíûé) âàðèàíò
òåîðåìû ñðàâíåíèÿ Ðàóõà (è åå àíàëîã � óïðàæíåíèå 6.4.10) èãðàåò
ðåøàþùóþ ðîëü â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.
Òåîðåìà 6.5.1. Ïóñòü γ1(t), γ0(t) � ãåîäåçè÷åñêèå â Ω1 è Ω0, à Y1(t),
Y0(t) � òàêèå ïîëÿ ßêîáè âäîëü γ1 è γ0, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

Y1(0) = Y0(0) = 0 è
∣∣∣∣
D

dt
Y1(0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
D

dt
Y0(0)

∣∣∣∣ = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y1 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îòðåçêå [0, T ] è ãàóññîâà
êðèâèçíà K1(t) = K(γ1(t)) â òî÷êàõ êðèâîé γ1 íå ïðåâîñõîäèò ãàóññîâîé
êðèâèçíû K0(t) = K(γ0(t)) â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ êðèâîé γ0, òî
åñòü K0(t) ≤ K1(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Òîãäà |Y1(t)| ≤ |Y0(t)| äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ T .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g1(t) = |Y1(t)|, g0(t) = |Y0(t)|. Òîãäà ôóíêöèÿ
g1(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d2g1

dt2
(t) = −K1(t)g1(t) è g1(0) = 0, ġ1(0) = 1.

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå âåðíî è äëÿ g0(t).
Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî g1(t) ≤ g0(t) äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ T .
Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ϕ(t) = g0(t)

g1(t) è
äîêàçàòü, ÷òî îíà ìîíîòîííî (íå ñòðîãî) âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå ]0, T [.
Òîãäà, ïîñêîëüêó ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ limt→0 ϕ(t) = 1, è, çíà÷èò, ϕ(t) ≥
1, ìû ïîëó÷àåì g0(t) ≥ g1.

×òîáû äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ϕ, ïðîâåðèì, ÷òî ϕ̇(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ
t. Èìååì

ϕ̇(t) =
ġ0(t)g1(t)− g0(t)ġ1(t)

g1(t)2
.

Îáîçíà÷èì ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè ÷åðåç ψ(t). Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü
g1(t)2 ïîëîæèòåëåí, äîñòàòî÷íî óâèäåòü, ÷òî ψ(t) ≥ 0. Ðàâåíñòâî ψ(0) =
0 ñëåäóåò èç g0(0) = g1(0) = 0. Ñíîâà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ψ̇(t) ≥ 0
äëÿ âñåõ t. Èç óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò g0 è g1, ñëåäóåò, ÷òî

ψ̇ = g̈0g1 − g0g̈1 = (K1 −K0)g0g1.

Òàêèì îáðàçîì ψ̇ > 0, åñëè g0 ≥ 0 (g1 > 0 íà ]0, T [ ïî óñëîâèþ òåîðåìû).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî g0 íå ìåíÿåò çíàêà íà ]0, T [. Ïðåäïîëîæèì

îáðàòíîå, è ïóñòü t0 ∈ ]0, T [ � ïåðâàÿ òî÷êà, ãäå g0 = 0. Ïðèìåíèì
ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê èíòåðâàëó ]0, t0]. Òàê êàê g0(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ
t ∈ ]0, t0], òî íà ýòîì èíòåðâàëå ψ̇(t) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, g0 ≥ g1 íà ]0, t0].
Â ÷àñòíîñòè, g0(t0) ≥ g1(t0) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ.
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ýòî äîêàçàòåëüñòâî äâóìåðíî, òàê êàê èñïîëüçóåò
óðàâíåíèå (6.15), à íå (6.14).
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íóëåé ó ïîëÿ ßêîáè ñóùåñòâåííî.
Íàïîìíèì, ÷òî äâå òî÷êè γ(a) è γ(b) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè âäîëü
γ, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå (òî åñòü íå ðàâíîå íóëþ òîæäåñòâåííî)
ïîëå ßêîáè, îáðàùàþùååñÿ â íèõ â íîëü. Îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé, âíóòðè
êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ äâå ñîïðÿæåííûå ìåæäó ñîáîé òî÷êè íèêîãäà íå
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. (Îäíî èç êðàñèâûõ äîêàçàòåëüñòâ èñïîëüçóåò
èíäåêñíóþ ôîðìó, ïîíÿòèå, êîòîðîå âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè.
Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî íåìíîãî ãðîìîçäêî, õîòÿ è ýëåìåíòàðíî.) Ïîýòîìó
òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå áåñïîëåçíû äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ. Îáðàòíî,
ãåîäåçè÷åñêàÿ, íå ñîäåðæàùàÿ ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé (êðàò÷àéøåé ñðåäè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íåé
êðèâûõ). Ýòî ëåãêî äîêàçàòü, ðàññóæäàÿ êàê â ëåììå 5.2.9.
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6.5.2. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Êàðòàíà�Àëåêñàíäðîâà�Òîïîíîãîâà.
Çäåñü ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ, î÷åíü ñõîæóþ ñ êîíñòðóêöèåé
ëåììû 6.4.13. Ðàññìîòðèì äâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îòîáðàæåíèÿ expp : Up →
Ωp = expp(Up) è expq : Uq → Ωq = expq(Uq), ãäå Up è Uq âûáðàíû ñòîëü
ìàëûìè, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè.

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî Up è Uq ÿâëÿþòñÿ øàðàìè îäíîãî è òîãî æå
ðàäèóñà r. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ èçîìåòðèþ I : (TqΩq, 〈, 〉q) →
(TpΩp, 〈, 〉p). ßñíî, ÷òî I îòîáðàæàåò Uq íà Up. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
σ : Ωq → Ωp, ÿâëÿþùååñÿ ñóïåðïîçèöèåé σ = expp ◦I ◦ exp−1

q .
(Äðóãîé ñïîñîá: çàôèêñèðóåì íîðìàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ

öåíòðàìè â òî÷êàõ p è q, è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå σ ïî ðàâåíñòâó
êîîðäèíàò.)

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ σ. Ïðåæäå
âñåãî, σ ñîõðàíÿåò ðàäèàëüíûå ðàññòîÿíèÿ:

dΩq(q, s) = dΩp(p, σ(s)).

Äåéñòâèòåëüíî, σ îòîáðàæàåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå,
èñõîäÿùèå èç q, â òàêèå æå ãåîäåçè÷åñêèå, èñõîäÿùèå èç p.

Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ, dqσ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé êàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, σ ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè,
èñõîäÿùèìè èç q (ïîñêîëüêó ìû íå óòî÷íÿåì, ãîâîðèì ëè ìû î ðèìàíîâîì
óãëå èëè îá îáùåì ïîíÿòèè óãëà â ïðîñòðàíñòâàõ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ìû íåÿâíî èñïîëüçóåì ëåììó 5.1.14).
Óïðàæíåíèå 6.5.2. Ïî àíàëîãèè ñ ëåììàìè 6.4.12 è 6.4.13 ïîêàæèòå,
÷òî åñëè K(p) = K(q), òî σ èñêàæàåò ìåòðèêó òîëüêî â ÷åòâåðòîì
ïîðÿäêå.
Óïðàæíåíèå 6.5.3. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 5.1.19, ïîêàæèòå, ÷òî äëèíà
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â p ðàâíà πr2(1− 1

6K(p)r2 + o(r2)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.4.13 îïèðàëîñü íà çàìå÷àíèå, ÷òî äëÿ îáëàñòè
Ω ñ ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k îòîáðàæåíèå σ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.
Ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîãî ñâîéñòâà, âåðîÿòíî, ëó÷øå âñåãî îáúÿñíÿåò
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãàóññîâîé êðèâèçíû.
Òåîðåìà 6.5.4. Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà â îáëàñòè Ω îãðàíè÷åíà ñíèçó
÷èñëîì k: k ≤ K(s) äëÿ âñåõ s ∈ Ω, òî σ ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì
îòîáðàæåíèåì íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè q, òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî

d(σ(s1), σ(s2)) ≤ d(s1, s2) äëÿ âñåõ s1, s2 ∈ Bε(q).

Åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà â Ω îãðàíè÷åíà ñâåðõó k ≥ K(s) äëÿ âñåõ
s ∈ Ω, òî σ ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì íà íåêîòîðóþ
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îêðåñòíîñòü òî÷êè q:
d(σ(s1), σ(s2)) ≥ d(s1, s2) äëÿ âñåõ s1, s2 ∈ Bε(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê q è p òàê, ÷òîáû σ ïåðåâîäèëî ëþáóþ òî÷êó â òî÷êó ñ òåìè æå
êîîðäèíàòàìè. Ðèìàíîâû ìåòðèêè â Ω è Ωk èìåþò âèä

(6.19) 〈V, V 〉 =
√

v2
x + G(x, y)v2

y â Ω,

(6.20) 〈V, V 〉 =
√

v2
x + Gk(x, y)v2

y â Ωk,

ãäå G è Gk � ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû â Ω è Ωk.
Âåëè÷èíà g(t) =

√
G(t, y) � ýòî äëèíà êîîðäèíàòíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ Y , ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëåì ßêîáè âäîëü êîîðäèíàòíîé ëèíèè â Ω. Òî
æå âåðíî äëÿ gk(t) =

√
Gk(t, y) â Ωk.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k ≥ K(s) äëÿ âñåõ s ∈ Ω; äðóãîé ñëó÷àé
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèìåíèâ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ Ðàóõà 6.5.1 ê Y
è Yk, çàêëþ÷àåì, ÷òî G(x, y) ≥ Gk(x, y). Î÷åâèäíûì îáðàçîì èç (6.19)
è (6.20) ñëåäóåò, ÷òî σ íå óâåëè÷èâàåò äëèí êðèâûõ. Îñòàåòñÿ âûáðàòü
äîñòàòî÷íî ìàëîå ε, ÷òîáû êðàò÷àéøàÿ ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè â Bε(q)
ñîäåðæàëàñü â Ωq (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ε = 1

2rq, ãäå rq � ðàäèóñ
èíúåêòèâíîñòè â q). ¤
Óïðàæíåíèå 6.5.5. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó èñïîëüçóÿ ëåììó 6.4.7 è
óïðàæíåíèå 6.4.10 âìåñòî òåîðåìû 6.5.1

Èòàê, óïðàæíåíèå 5.2.11 ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà p îáëàñòè
Ω èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åå òî÷êàìè
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk åâêëèäîâó ïëîñêîñòü, åñëè k = 0, ñôåðó ãàóññîâîé
êðèâèçíû k, åñëè k > 0, è ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü êðèâèçíû k, åñëè
k < 0.

Ïóñòü a, b, c � òðè òî÷êè îáëàñòè U , à a′, b′, c′ � òàêèå òî÷êè â Ωk,
÷òî d(a, c) = d(a′, c′), d(b, c) = d(b′, c′) è óãîë ìåæäó êðàò÷àéøèìè [ca] è
[cb] ïðè âåðøèíå c ðàâåí óãëó ìåæäó [c′a′] è [c′b′] ïðè c′.

Èç òåîðåìû 6.5.4 è òîãî, ÷òî σ ñîõðàíÿåò óãëû ñ âåðøèíîé p,
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà â Ω óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
âàðèàíòó òåîðåìû ñðàâíåíèÿ Êàðòàíà�Àëåêñàíäðîâà�Òîïîíîãîâà äëÿ
ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ:
Òåîðåìà 6.5.6. Ïóñòü U , Ωk è òðåóãîëüíèêè 4abc, 4a′b′c′ òå æå, ÷òî
è âûøå. Òîãäà

d(a, b) ≥ d(a′, b′), åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà â Ω îãðàíè÷åíà ñâåðõó:
k ≥ K(s) äëÿ âñåõ s ∈ Ω, è
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d(a, b) ≤ d(a′, b′), åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà â Ω îãðàíè÷åíà ñíèçó: k ≤
K(s) äëÿ âñåõ s ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ σ îñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî
ñâîáîäû, ÷òîáû îòîáðàçèòü a â a′ è b â b′. Òåïåðü òåîðåìà ñëåäóåò
èç 6.5.4. ¤

Óïðàæíåíèå 6.5.7. (i) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ãàóññîâà êðèâèçíà â îáëàñòè
íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà), òî êàæäûé óãîë òðåóãîëüíèêà íå
áîëüøå (íå ìåíüøå) ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà åâêëèäîâîãî òðåóãîëüíèêà ñ
òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí.

(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî â îáëàñòè íåîòðèöàòåëüíîñòè (íåïîëîæèòåëüíîñòè)
ãàóññîâîé êðèâèçíû ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà íå ìåíåå (íå
áîëåå) π.

Ñâîéñòâà, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ óòâåðæäàåò òåîðåìà 6.5.6 (ñðåäè
ïðî÷èõ) âçÿòû â êà÷åñòâå (âàðèàíòîâ) îïðåäåëåíèé îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
îãðàíè÷åííîé (ñâåðõó èëè ñíèçó) êðèâèçíû. Èòàê, ìû ïîäãîòîâèëè
íåîáõîäèìóþ ìîòèâèðîâêó äëÿ äàëüíåéøèõ ñèíòåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé,
ïîêàçàâ, ÷òî ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êðèâèçíû êîòîðûõ (â
ñìûñëå îïðåäåëåíèé ãëàâû 4) èìåþò òå æå ãðàíèöû.



Ãëàâà 7

Ïðîñòðàíñòâî
ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ

Â ýòîé êíèãå ìû â îñíîâíîì îáñóæäàëè ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êàæäîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå ìû èçó÷àëè ëèøü îäíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî, ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ðàññìàòðèâàòü êàæäîå ïðîñòðàíñòâî â êà÷åñòâå
ïðåäñòàâèòåëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïîõîæèõ îáúåêòîâ. Òàêîé êëàññ ìîæíî
áûëî áû íàçûâàòü �ïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ�. Ïîäîáíàÿ
èäåÿ ëåæèò â îñíîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: âìåñòî òîãî, ÷òîáû
ðàññóæäàòü îá îòäåëüíûõ ÷èñëàõ, èçó÷àþò âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ.
Ýòî ïðèâíîñèò íîâûå ïîíÿòèÿ, òàêèå êàê íåïðåðûâíîñòü, ïðîèçâîäíûå è
ò.ä., êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì, äàþùèì íîâóþ èíôîðìàöèþ
î ïåðâîíà÷àëüíûõ îáúåêòàõ � ÷èñëàõ. Íàïðèìåð, ÷àñòî èñïîëüçóåìûé
ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ � íàõîæäåíèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ,
à ýòè ïîíÿòèÿ ëèøåíû ñìûñëà âíå ðàññìîòðåíèÿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.

Äðóãîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî �ãëîáàëüíîãî� ïîäõîäà äàåò
òåîðèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rn. Ââåäåíèå ðàññòîÿíèÿ ïî Õàóñäîðôó
(îáñóæäàåìîãî íèæå, â ðàçäåëå 7.3.1) ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü
�àíàëèòè÷åñêóþ� òåõíèêó ê âûïóêëûì ìíîæåñòâàì òàê æå, êàê ê ÷èñëàì.
Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû, ïîñêîëüêó
ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíî êîìïàêòíî
(êàê è R), ñì. òåîðåìó 7.3.8. Êðîìå òîãî, íåñëîæíîå ðàññóæäåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîãðàííèêè ïëîòíû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à ýòî
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ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ ñ ìíîãîãðàííèêîâ íà
ïðîèçâîëüíûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà �ïî íåïðåðûâíîñòè�.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîéäåì äàëüøå â ýòîì íàïðàâëåíèè è ââåäåì
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Íà
ñàìîì äåëå ìû îïðåäåëèì äàæå íåñêîëüêî ðàññòîÿíèé, ïðèãîäíûõ äëÿ
ðàçëè÷íûõ öåëåé. Çàðàíåå ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ðàññòîÿíèå ñàìî ïî ñåáå íå ñòîëü âàæíî, êàê òîïîëîãèÿ, êîòîðóþ
îíî îïðåäåëÿåò. Ðàññìàòðèâàÿ �ïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ�,
ìû áóäåì â îñíîâíîì èçó÷àòü ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîäîáíûå
èì ïîíÿòèÿ, íå èíòåðåñóÿñü ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ. Âî-
âòîðûõ, ÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,
íåîáõîäèìû íåïðåðûâíûå âåëè÷èíû, ñâîéñòâà, ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå, è ò.ï. ×åì òîíüøå òîïîëîãèÿ, òåì áîëüøå òàêèõ âåëè÷èí è
ñâîéñòâ. Îäíàêî, â áîëåå òîíêîé òîïîëîãèè ìåíüøå ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
è êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî äåëàåò åå ìåíåå ïîëåçíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè. Ýòî äåìîíñòðèðóåò íàì ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç, ãäå êàæäûé åñòåñòâåííûé êëàññ ôóíêöèé ñîïðîâîæäàåòñÿ ñâîåé
ñîáñòâåííîé òîïîëîãèåé, à èìåííî C0, C1, L1, L2 è ò.ä.

×òîáû ðàçæå÷ü ëþáîïûòñòâî, íà÷íåì ñ ïî÷òè ñêàçî÷íîé èñòîðèè �
ñâîåãî ðîäà ìàòåìàòè÷åñêîé íàó÷íîé ôàíòàñòèêè � íà ïîïóëÿðíîì
óðîâíå. Ñóùåñòâîâàëà çíàìåíèòàÿ íåðåøåííàÿ ïðîáëåìà: âñÿêàÿ ëè
ãðóïïà ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíî íèëüïîòåíòíîé (ïîñêîëüêó
ýòî ëèøü ñêàçêà, òî íåò íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëÿòü êàêèå-ëèáî ïîíÿòèÿ).
Çäåñü èçëîæåíà èäåÿ ïðèíàäëåæàùåãî Ãðîìîâó ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îí
ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
(G,hd), ãäå G � íàøà êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ñ ìåòðèêîé ñëîâ
d, à h � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ. Ïðèìåíèâ ñâîé
êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ê
îïðåäåëåííûì ïðîñòðàíñòâàì, Ãðîìîâ âûäåëèë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé âìåñòå
ñ äåéñòâèåì ãðóïïû íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå (÷èòàòåëü ìîæåò ïðîñëåäèòü
ýòî íà ïðèìåðå (Z2, hd), ãäå d � ìåòðèêà ñëîâ ïðè ñòàíäàðòíîì âûáîðå
äâóõ îáðàçóþùèõ. Ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñå áîëåå ïëîòíûõ
ðåøåòîê, ñõîäÿùèõñÿ ê R2 ñ íîðìîé ‖(x, y)‖ = |x| + |y|). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôèíñëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
Òàêèì îáðàçîì, Ãðîìîâ ñìîã ñâåñòè ïðîáëåìó ê ðàññìîòðåíèþ ãðóïïû
èçîìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ, à â ýòîì ñëó÷àå óæå áûëî èçâåñòíî, ÷òî îòâåò
ïîëîæèòåëüíûé.

7.1. Ïðèìåðû
Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ, ïîêà ÷òî áåç ôîðìàëüíûõ îïðåäåëå-
íèé è äîêàçàòåëüñòâ. Íå âñå èç ýòèõ ïðèìåðîâ îõâà÷åíû ïîíÿòèÿìè,
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îáñóæäàåìûìè â êíèãå; íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò èñïîëüçîâàíû ëèøü äëÿ
ìîòèâàöèè è ñðàâíåíèÿ.

7.1.1. Êàñàòåëüíûé êîíóñ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ïî êðàéíåé ìåðå
äâóìåðíî, ò.å. íå ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîé, òî åãî ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåïðåðûâíóþ êðèâóþ. Ðàçáèðàÿ ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, ìîæíî ñäåëàòü
ðÿä íàáëþäåíèé, êîòîðûå íåñëîæíî ôîðìàëèçîâàòü è äîêàçàòü. Åñòü äâà
âèäà òî÷åê íà âûïóêëîé êðèâîé. Åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ êðèâàÿ �ãëàäêàÿ�
â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ, è
òî÷êè, ãäå êðèâàÿ �ëîìàåòñÿ� è èìååò äâå ðàçëè÷íûå ïîëóêàñàòåëüíûå ñ
ðàçíûõ ñòîðîí. Ïîäîáíûì îáðàçîì è òðåõìåðíîå âûïóêëîå òåëî âáëèçè
òî÷êè ñâîåé ãðàíèöû ìîæåò âûãëÿäåòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èëè êàê
ïîëóïðîñòðàíñòâî, èëè êàê äâóãðàííûé óãîë ñ ðåáðîì, èëè êàê �îñòðûé�
òåëåñíûé óãîë. Áîëåå òîãî, ó äâóãðàííîãî óãëà åñòü îïðåäåëåííàÿ óãëîâàÿ
ìåðà, à òåëåñíûå óãëû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó. Âñå ýòè ñâîéñòâà
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ çàêëþ÷åíû â ïîíÿòèè êàñàòåëüíîãî êîíóñà, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn, à p ∈ X. Äëÿ êàæäîãî λ > 0
ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ êîýôôèöèåíòîì λ è öåíòðîì â p. Ïðåäïîëàãàÿ
äëÿ óäîáñòâà, ÷òî p � íà÷àëî êîîðäèíàò â Rn, ïîëó÷èì ðàçäóòîå
ìíîæåñòâî λX = {λx : x ∈ X}. Êàñàòåëüíûé êîíóñ ìíîæåñòâà X â òî÷êå
p � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðåäåë òàêèõ ðàçäóòûõ ìíîæåñòâ ïðè λ →
∞. Ïîñêîëüêó X âûïóêëî, äîâîëüíî ïðîñòî îïðåäåëèòü, ÷òî îçíà÷àåò
ñëîâî �ïðåäåë� â äàííîì ñëó÷àå. À èìåííî, ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {λX}
âîçðàñòàåò â òîì ñìûñëå, ÷òî λ1X ⊂ λ2X, åñëè λ1 < λ2 (ýòî î÷åâèäíî
ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè). Òàê ÷òî ýòè ìíîæåñòâà åñòåñòâåííî �ñõîäÿòñÿ�
ê èõ îáúåäèíåíèþ

⋃
λ>0 λX. Óäîáíåå èìåòü çàìêíóòûé êîíóñ, ïîýòîìó

îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò çàìûêàíèå âìåñòî ïðîñòîãî îáúåäèíåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, êàñàòåëüíûé êîíóñ ìíîæåñòâà X â òî÷êå p îïðåäåëåí êàê
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

⋃
λ>0 λX, ãäå ãîìîòåòèè X 7→ λX èìåþò ñâîèì

öåíòðîì p. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íà ñàìîì äåëå êîíóñ
(ò.å. ñîñòîèò èç ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç p, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèé). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî � íàèìåíüøèé âûïóêëûé
êîíóñ (ñ âåðøèíîé p), êîòîðûé ñîäåðæèò X. Çàìåòèì, ÷òî p ìîæåò áûòü
è âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà; â ýòîì ñëó÷àå êàñàòåëüíûé êîíóñ � âñå
ïðîñòðàíñòâî. Ïîñòðîåíèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 7.1
(ðàçäóòûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò áîëåå ñâåòëûé òîí).

Êàñàòåëüíûé êîíóñ òåñíî ñâÿçàí ñ �ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé�,
ââåäåííûì â ðàçäåëå 3.6.6. À èìåííî, ëó÷, èñõîäÿùèé èç p, ñîäåðæèòñÿ
â êàñàòåëüíîì êîíóñå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íàïðàâëåíèå
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p

PSfrag replacements
p

Ðèñ. 7.1: Ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçäóòîé ìåòðèêîé ñõîäÿòñÿ ê êàñàòåëüíîìó êîíóñó.

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó íàïðàâëåíèé â òî÷êå p. Ýòî äàåò äðóãîå îï-
ðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé. Îíî óäîáíåå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ,
ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåíåñåíû ñ ìíîæåñòâà íà åãî êàñàòåëüíûé êîíóñ �ïî íåïðåðûâíîñòè�.
Òðèâèàëüíûé ïðèìåð � ñâîéñòâî âûïóêëîñòè. Òàêîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî
êîíóñà (è ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî è ê äðóãèì
ïðîñòðàíñòâàì, à íå òîëüêî ê âûïóêëûì ìíîæåñòâàì; îäíàêî, äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ïîäõîäÿùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà.

7.1.2. Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ. Êàñàòåëüíûé êîíóñ îòðàæàåò ïîâåäåíèå
ìíîæåñòâà â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè òî÷êè. Ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà, êîòîðûé
ïîâòîðÿåò ïîâåäåíèå ìíîæåñòâà �íà áåñêîíå÷íîñòè�. Àñèìïòîòè÷åñêèé
êîíóñ (çàìêíóòîãî) âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn â òî÷êå p ∈ X � ýòî
ïðåäåë ãîìîòåòè÷íûõ ìíîæåñòâ λX ïðè λ → 0 (ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì
â p). Êàê è â ñëó÷àå ñ êàñàòåëüíûì êîíóñîì, òóò íåò íèêàêèõ ïðîáëåì
ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà. Ïîñêîëüêó {λX} � óáûâàþùåå ñåìåéñòâî
ìíîæåñòâ, òî �ïðåäåë� � ýòî ïðîñòî èõ ïåðåñå÷åíèå,

⋂
λ>0 λX (ñì.

ðèñóíîê 7.2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ � ýòî ïðîñòî
îáúåäèíåíèå âñåõ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç p è ñîäåðæàùèõñÿ â X. Ôîðìà
àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè p â òîì ñìûñëå,
÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå êîíóñû ïðè ðàçíîì âûáîðå p îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà ëèøü íà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Ãðóáî ãîâîðÿ, àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ � ýòî òî, êàê âèäíî ìíîæåñòâî
ïðè ðàññìîòðåíèè åãî èçäàëåêà (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè óäàëåíèè
íàáëþäàòåëÿ çðèòåëüíûé îáðàç ìíîæåñòâà ñæèìàåòñÿ ãîìîòåòè÷íî).
Ïîäîáíûå àññîöèàöèè âîçíèêàþò è ñ êàñàòåëüíûì êîíóñîì: êàñàòåëüíûé
êîíóñ â òî÷êå p � ýòî òî, ÷òî âèäèò íàáëþäàòåëü, ðàññìàòðèâàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè p ïîä ìèêðîñêîïîì. Ïîâåðõíîñòü Çåìëè äëÿ íàñ âûãëÿäèò ïëîñêîé;
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p

PSfrag replacements
p

Ðèñ. 7.2: Ïðîñòðàíñòâà ñî ñæàòûìè ìåòðèêàìè ñõîäÿòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó
êîíóñó.

â ñàìîì äåëå, êàñàòåëüíûé êîíóñ ñôåðû � ïëîñêîñòü (òî÷íåå, êàñàòåëüíûé
êîíóñ øàðà � ýòî ïîëóïðîñòðàíñòâî).

Â ñëåäóþùåé ãëàâå (ïóíêò 8.2) ìû ðàñïðîñòðàíèì îïðåäåëåíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà íà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îáùåãî âèäà.

7.1.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ðåøåòêè. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Z2,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðåøåòêà èç òî÷åê ñ öåëûìè
êîîðäèíàòàìè â R2. Â ïóíêòå 3.2.3 ìû îïèñàëè, êàê îïðåäåëèòü ìåòðèêó
ñëîâ íà ãðóïïå ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ. À
èìåííî, ìåòðèêà ñëîâ � ýòî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ãðàôà Êýëè ýòîé
ãðóïïû. (Òî÷íåå, ïåðåíîñ ýòîé ìåòðèêè íà ñàìó ãðóïïó, íî â ýòîì
ïðèìåðå íàì æåëàòåëüíî ñîõðàíèòü ãðàô.) Âîçüìåì ïðîñòåéøèé íàáîð
îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ, à èìåííî (1, 0) è (0, 1). Òîãäà ãðàô Êýëè åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñåòêîé èç ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà
ýòîãî ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé ïëîñêîñòè.

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü (íåôîðìàëüíî) ê ýòîìó ãðàôó îïðåäåëåíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà. Îáîçíà÷èì ãðàô ÷åðåç X. Ñæàòîå ïðîñòðàí-
ñòâî λX ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñåòêó âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ
ïðÿìûõ,êîîðäèíàòû êîòîðûõ êðàòíû λ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè ïðÿìûå
ðàçáèâàþò R2 íà êâàäðàòû ñî ñòîðîíàìè äëèíû λ. Ïðè λ, ñòðåìÿùåìñÿ ê
íóëþ, ðåøåòêà ñòàíîâèòñÿ âñå ãóùå è ãóùå, è åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî åå ïðåäåë äîëæåí ñîäåðæàòü âñå òî÷êè ïëîñêîñòè. (Ýòî ðàññóæäåíèå,
îñíîâûâàþùååñÿ òîëüêî íà íàøåé èíòóèöèè, èáî ó íàñ âñå åùå íåò
ïîäõîäÿùåãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.)

Îäíàêî ýòîò ïðåäåë, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-
âî, íå ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ R2, ïîòîìó ÷òî ðàññòîÿíèÿ íà
ðåøåòêàõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò åâêëèäîâûõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ïðåäåë � ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî R2

1, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé R2 ñ íîðìîé ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|. Â ñàìîì äåëå, èçó÷àÿ êðàò÷àéøèå
ïóòè â ðåøåòêå λX, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ åå
óçëàìè (x1, y1) è (x2, y2) ðàâíî |x1 − x2| + |y1 − y2|. Ýòî òî æå ñàìîå
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ðàññòîÿíèå, ÷òî è â R2
1. À ïðè ìàëûõ λ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

ðåøåòêè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ óçëàìè, ëèøü íåíàìíîãî (íå áîëåå, ÷åì
íà 4λ) îòëè÷àåòñÿ îò ðàññòîÿíèÿ â R2

1 (ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé òî÷êè
ðåøåòêè ñóùåñòâóåò óçåë íà ðàññòîÿíèè ≤ λ îò íåå). Òàê ÷òî åñëè
ìû õîòèì, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ â ðåøåòêàõ ñõîäèëèñü (â ëþáîì ñìûñëå)
ê ðàññòîÿíèÿì â ïðåäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ìû äîëæíû â êà÷åñòâå
ïîñëåäíåãî âçÿòü R2

1.

A

B

PSfrag replacements
A

B

Ðèñ. 7.3: Ãóñòàÿ ðåøåòêà è êðàò÷àéøàÿ â íåé.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû èñïîëüçîâàëè èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå
ãðàôà Êýëè â R2. Ïðè äðóãîì âûáîðå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ïîäîáíûå
âëîæåíèÿ ìîãóò è íå ñóùåñòâîâàòü, íî àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ìîæåò
áûòü ðàçóìíûì îáðàçîì îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ñëîâ. Íà ñàìîì
äåëå êàñàòåëüíûé êîíóñ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì íîðìèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì. Åãî åäèíè÷íûé øàð ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ìíîãîóãîëüíèêîì
â R2, ïîëó÷åííûì êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà è
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, îáðàòíûõ ïîðîæäàþùèì. Ìû îáñóäèì ýòîò âîïðîñ
äàëåå, â ïóíêòå 8.5.1.

7.1.4. Ñõîäÿùèåñÿ ïîâåðõíîñòè. Ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè â R3 ìîãóò
áûòü (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî) ïàðàìåòðèçîâàíû îáëàñòüþ D ⊂ R2,
ëèáî êàê ãðàôèêè ãëàäêèõ ôóíêöèé èç D â R, ëèáî êàê îáðàçû ïðè
âëîæåíèÿõ D â R3. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå ïîâåðõíîñòåé
ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíà òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé. Áîëåå
äåòàëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâåðõíîñòåé ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ïàðàìåòðèçàöèé. Êîíå÷íî, åñëè ïîâåðõíîñòü
ïîêðûòà íåñêîëüêèìè êóñêàìè ñî ñâîåé ïàðàìåòðèçàöèåé íà êàæäîì
èç íèõ, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè. Â
ëþáîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü, íàïðèìåð, î Ck-ñõîäèìîñòè ïîâåðõíîñòåé
(k = 0, 1, . . . ).
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Çàìå÷àíèå 7.1.1. Åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ â
òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà, òî îáû÷íî âûáèðàþò ïî
êðàéíåé ìåðå Ck-òîïîëîãèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòó õàðàêòåðèñòèêó
íåïðåðûâíîé. Îäíàêî, íàëîæåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé èíîãäà
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëàáóþ òîïîëîãèþ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðåãóëÿðíûå ãëàäêèå êðèâûå íà ïëîñêîñòè.
Äëèíà è êðèâèçíà (êîòîðûå îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ ïåðâûõ è âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ, ñîîòâåòñòâåííî) íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî îòíîøåíèþ
ê C0 òîïîëîãèè. Äëèíà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, à êðèâèçíà íå ïîëóíåïðåðûâíà
íè ñ îäíîé ñòîðîíû. Íî åñëè êëàññ ñîñòîèò ëèøü èç âûïóêëûõ êðèâûõ
(ïëîñêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îíà îãðàíè÷èâàåò âûïóêëîå
ìíîæåñòâî), òî ñèòóàöèÿ óëó÷øàåòñÿ. À èìåííî, íà êëàññå âûïóêëûõ
ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ, íàäåëåííûõ C0 òîïîëîãèåé, äëèíà íåïðåðûâíà, à
ìèíèìóì êðèâèçíû ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó.

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî ÿâëåíèÿ: âûïóêëîñòü è íèæíèå
ãðàíèöû êðèâèçíû óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî, ñêàæåì, ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
â ñðàâíèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè (êàê C0-òîïîëîãèè â ïðèìåðå ñ âûïóêëûìè
êðèâûìè).
Óïðàæíåíèå 7.1.2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ
î ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

�Ôóíêöèîíàëüíàÿ� ñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü âûøå, íå
ñîâñåì ïîäõîäèò äëÿ íàøèõ öåëåé, òàê êàê ÷àùå âñåãî ìû èìååì äåëî ñ
ïðîèçâîëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, à íå ñ ïîäìíîæåñòâàìèRn.
Íî ìîæíî èçìåíèòü ýòî ïîíÿòèå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.
Åñëè äâå ïîâåðõíîñòè ïàðàìåòðèçîâàíû îäíîé îáëàñòüþ, òî ýòè äâå
ïàðàìåòðèçàöèè çàäàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè
ïîâåðõíîñòåé. Èíûìè ñëîâàìè, îíè çàäàþò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè.
Åñëè ïîâåðõíîñòè äîñòàòî÷íî áëèçêè, òî ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ãîìåîìîðôèçìà
îïðåäåëåííûå ñòðóêòóðû, òàêèå êàê ðàññòîÿíèÿ, ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû
èëè èõ ïðîèçâîäíûå, ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Íà îñíîâàíèè ýòîãî
ìîæíî äàòü íàáðîñîê îïðåäåëåíèÿ, ñêàçàâ, ÷òî äâà ïðîñòðàíñòâà áëèçêè
äðóã ê äðóãó, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó íèìè, êîòîðûé
�ïî÷òè ñîõðàíÿåò� íåêîòîðóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó, íàïðèìåð,
ðàññòîÿíèå. Íèæå ìû äàäèì íåñêîëüêî òî÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîäîáíîãî
ðîäà.

Îäíàêî, ó ýòîãî ïîäõîäà åñòü íåäîñòàòîê: îí òðåáóåò, ÷òîáû ïðîñòðàí-
ñòâà áûëè ãîìåîìîðôíûìè. Ïîä÷àñ ýòî òðåáîâàíèå ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíî.
Íàïðèìåð, ïóñòü X � ñòàíäàðòíàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà, à Xn � òà æå ñàìàÿ
ñôåðà, íî ñ íåáîëüøîé ðó÷êîé. (Ïóñòü äèàìåòð ðó÷êè ìåíüøå 1/n.)
Ñ ðîñòîì n ðàçìåð ðó÷êè ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíüøå è ìåíüøå, à ïðîñò-
ðàíñòâà Xn � âñå áîëüøå ïîõîæèìè íà X (ñì. ðèñóíîê 7.4). Ìîæíî
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ñêàçàòü, ÷òî ðó÷êè ñæèìàþòñÿ â òî÷êó, òàê ÷òî Xn ñõîäÿòñÿ ê X. Íî Xn

íå ãîìåîìîðôíû X, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äðóãîå ïîíÿòèå
ñõîäèìîñòè.

Ðèñ. 7.4: Ñôåðû ñ óìåíüøàþùèìèñÿ ðó÷êàìè.

Áîëåå òîãî, äàæå äëÿ äâóõ ãîìåîìîðôíûõ äðóã äðóãó è âûãëÿäÿùèõ
ïîõîæèìè ïðîñòðàíñòâ âîçìîæíî, ÷òî èõ �ïîõîæåñòü� íå ðåàëèçóåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâå ñôåðû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ
ðàäèóñîâ, ñîåäèíåííûå äëèííîé òîíêîé òðóáêîé. Ìîæíî ïðèäåëàòü
ìàëåíüêóþ ðó÷êó èëè ê áîëüøåé, èëè ìåíüøåé èç ñôåð; ïóñòü X è
Y � ðåçóëüòàòû òàêèõ ïðèêëåèâàíèé (ñì. ðèñóíîê 7.5). Òîãäà X è
Y ãîìåîìîðôíû, íî êàæäûé ãîìåîìîðôèçì (íà ñàìîì äåëå � ëþáîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå) èç X â Y ñèëüíî èñêàæàåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êàêèìè-òî òî÷êàìè, ñêîëü áû ìàëûìè íå áûëè ðó÷êè. Òåì íå ìåíåå X è
Y �áëèçêè� äðóã ê äðóãó â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ðèñ. 7.5: Ãîìåîìîðôèçì ñèëüíî èçìåíÿåò ðàññòîÿíèÿ.

×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ðàññòîÿíèåì ïî Õàóñäîðôó, ìîæåò çàìåòèòü,
÷òî îíî ïðåäîñòàâëÿåò ñïîñîá ôîðìàëèçàöèè ïðåäøåñòâóþùèõ ïðèìåðîâ:
ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè â ýòèõ ïðèìåðàõ ìàëî, òàê êàê êàæäîå
èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè äðóãîãî â R3. Îäíàêî, åñëè ìû
ðàññìîòðèì äâå ïîâåðõíîñòè êàê ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ áëèçêèìè
âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè, òî ñîâñåì íå ÿñíî, ÷òî ýòè ìåòðèêè ìîãóò
ðåàëèçîâàòüñÿ áëèçêèìè âëîæåíèÿìè (äàæå åñëè îíè âîîáùå ìîãóò
áûòü ðåàëèçîâàíû òàêèì îáðàçîì). Êðîìå òîãî, âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ
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ïîâåðõíîñòè äîâîëüíî ñëîæíî ñâÿçàíà ñ åå �çðèòåëüíûì îáðàçîì� â R3,
è èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè â R3 íà ñàìîì äåëå íå
ñëèøêîì îñìûñëåííî. Òåì íå ìåíåå, èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ øàãîì â ïðàâèëüíîì íàïðàâëåíèè. Íèæå â ýòîé
ãëàâå ìû ââåäåì î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó. Êàê ïîäñêàçûâàåò íàçâàíèå, ýòî
ïîíÿòèå âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ ïî Õàóñäîðôó.

7.1.5. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn} âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå X, ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f , åñëè

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| → 0

ïðè n →∞. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ìåòðèêà íà X ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé
ôóíêöèåé (îïðåäåëåííîé íà X×X), òî ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ïðèìåíèìî ê ìåòðèêàì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn} ìåòðèê íà X ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ê ìåòðèêå d (îáîçíà÷åíèå: dn ⇒ d), åñëè

sup
x,x′∈X

|dn(x, x′)− d(x, x′)| → 0

ïðè n → 0. Ìû óæå âèäåëè (óïðàæíåíèå 2.4.19), ÷òî ïåðåõîä ê
ðàâíîìåðíîìó ïðåäåëó ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ìåòðèêè áûòü âíóòðåííåé:
åñëè âñå ìåòðèêè dn � âíóòðåííèå, òî ïðåäåëüíàÿ ìåòðèêà d òîæå áóäåò
âíóòðåííåé. Òåì íå ìåíåå, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü � ñðàâíèòåëüíî
ñëàáûé òèï ñõîäèìîñòè. Íàïðèìåð, ïðåäåë ðèìàíîâûõ ìåòðèê ìîæåò íå
áûòü ðèìàíîâûì.
Óïðàæíåíèå 7.1.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D2 ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé
øàð â R2. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà R2

1 (òî åñòü R2 ñ
íîðìîé ‖(x, y)‖ = |x| + |y|), ñóæåííàÿ íà D2, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê
ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ðèìàíîâûõ ìåòðèê.

Ïîäñêàçêà. Çàïîëíèòå ÿ÷åéêè ÷àñòîé ðåøåòêè èç ïóíêòà 7.1.3.

Íà ñàìîì äåëå ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íà D2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ðèìàíîâûõ ìåòðèê. Ââèäó ýòîãî êàæåòñÿ
íåâåðîÿòíûì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñîõðàíÿåò íåêóþ èíôîðìàöèþ
î êðèâèçíå. È âñå òàêè ñîõðàíÿåò: åñëè êðèâèçíû ñõîäÿùèõñÿ ìåòðèê
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ñíèçó, òî ýòà ãðàíèöà êðèâèçí (â ñìûñëå Àëåêñàíäðîâà)
íàñëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîé ìåòðèêîé! Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî âåðíî äàæå
äëÿ áîëåå îáùåãî òèïà ñõîäèìîñòè, à èìåííî, äëÿ ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó-
Õàóñäîðôó. Ïîçæå ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòðèê èìååò îäíî íååñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå:
ìåòðèêè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå. Èç-çà
ýòîãî ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè èäåíòè÷íûå (ò. å. èçîìåòðè÷íûå)
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ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, åñëè â èõ îñíîâå ëåæàò ðàçíûå ìíîæåñòâà.
×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, ìîæíî ââåñòè (ïðåäâàðèòåëüíîå) îïðåäåëåíèå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Xn} ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó
(X, d), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn} ìåòðèê íà X, ÷òî
(X, dn) èçîìåòðè÷íî Xn ïðè âñåõ n è dn ⇒ d.

Ýòî îïðåäåëåíèå �ïðåäâàðèòåëüíîå�, ïîòîìó ÷òî åãî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
â áîëåå óäîáíîì âèäå. Íàøå îïðåäåëåíèå, ãîâîðÿ îá èçîìåòðè÷íîñòè
ïðîñòðàíñòâ (X, dn) è Xn, íåÿâíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå �
èçîìåòðèþ ìåæäó Xn è (X, dn). Ïîñòðîèòü èçîìåòðèþ äëÿ äâóõ ïðîñòðàíñòâ
(ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, ÷òî îíè èçîìåòðè÷íû) ìîæåò áûòü íåïðîñòî,
òîãäà êàê ìåòðèêà dn òðèâèàëüíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî òàêîé èçîìåòðèè.
Ýòî íàáëþäåíèå ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â îïðåäåëåíèè ëó÷øå èìåòü äåëî
îòîáðàæåíèÿìè èç Xn â X, ÷åì ñ ìåòðèêàìè íà X.
Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à
f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Èñêàæåíèå f îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

dis f = sup
x1,x2∈X

|dY (f(x1), f(x2))− dX(x1, x2)|,

ãäå dX è dY � ìåòðèêè íà X è Y .

Îïðåäåëåíèå èñêàæåíèÿ ïîõîæå íà îïðåäåëåíèå ðàñòÿæåíèÿ ëèïøèöåâà
îòîáðàæåíèÿ. Ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî ðàñòÿæåíèå õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíîå,
à èñêàæåíèå � àáñîëþòíîå èçìåíåíèå ðàññòîÿíèé. Ïîíÿòèå èñêàæåíèÿ
ïðèìåíèìî è ê ðàçðûâíûì îòîáðàæåíèÿì.
Îïðåäåëåíèå 7.1.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó
X, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ãîìåîìîðôèçìû fn : Xn → X, ÷òî dis(fn) → 0
ïðè n →∞.
Óïðàæíåíèå 7.1.6. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå 7.1.5 ýêâèâàëåíòíî
íàøåìó ïðåäâàðèòåëüíîìó îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Óïðàæíåíèå 7.1.7. Äàéòå òàêîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè, ÷òîáû ñõîäèìîñòü îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàññòîÿíèÿ áûëà
ðàâíîñèëüíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 7.1.5.

Ïîäñêàçêà.Ïîñìîòðèòå â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ
ïî Ëèïøèöó.

7.2. Ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó
Èäåÿ ðàññòîÿíèÿ ïî Ëèïøèöó ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äâà ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâà X è Y áëèçêè äðóã ê äðóãó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
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ãîìåîìîðôèçì f : X → Y , ÷òî âñå îòíîøåíèÿ dY (f(x), f(x′))/dX(x, x′)
áëèçêè ê 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó èçìåðÿåò îòíîñèòåëüíîå
ðàçëè÷èå ìåæäó ìåòðèêàìè. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíûå ðàçëè÷èÿ è
îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè � ýòî èìåííî òî, î ÷åì çàáîòÿòñÿ, êîãäà
äåëî êàñàåòñÿ ìåòðèêè ôèçè÷åñêîé âñåëåííîé. Òàê, õîðîøèì äîñòèæåíèåì
ÿâëÿåòñÿ èçìåðèòü ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà ñ òî÷íîñòüþ äî
òûñÿ÷è ìèëü, íî èçìåðÿòü ÷üþ-ëèáî êâàðòèðó ñ òàêîé òî÷íîñòüþ � íå
î÷åíü õîðîøàÿ èäåÿ.

Ïóñòü X è Y � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî
ðàñòÿæåíèå dil f ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

dil f = sup
x,x′∈X

dY (f(x), f(x′))
dX(x, x′)

,

ãäå dX è dY � ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ X è Y . Ãîìåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ
áèëèïøèöåâûì, åñëè îáà îòîáðàæåíèÿ, f è f−1, � ëèïøèöåâû.
Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Ðàññòîÿíèåì ïî Ëèïøèöó dL ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
(7.1) dL(X, Y ) = inf

f : X→Y
log

(
max{dil(f), dil(f−1)}),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì áèëèïøèöåâûì ãîìåîìîðôèçìàì
f : X → Y .

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
ñõîäèòñÿ ïî Ëèïøèöó ê ïðîñòðàíñòâó X, åñëè dL(Xn, X) → 0 ïðè
n →∞.

Åñëè íå ñóùåñòâóåò áèëèïøèöåâà ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó X è Y , òî
ïîëàãàåì dL(X, Y ) = ∞. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó íå
ïîäõîäèò äëÿ ñðàâíåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
(áèëèïøèöåâî) ãîìåîìîðôíûìè.
Ïðèìåð 7.2.2. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à {Fn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôèíñëåðîâûõ ñòðóêòóð íà M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê ôèíñëåðîâîé
ñòðóêòóðå F â òîì ñìûñëå, ÷òî Fn(v)/F (v) → 1 ïðè n →∞ ðàâíîìåðíî
äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ v ∈ TM (íàïîìíèì, ÷òî ôèíñëåðîâû
ñòðóêòóðû ñóòü ôóíêöèè íà TM). Òîãäà dL((M, dn), (M, d)) → 0, ãäå
dn è d � ôèíñëåðîâû ìåòðèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå Fn è F .
Ïðèìåð 7.2.3. Ïóñòü {Mt}t∈R � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé â R3,
ïàðàìåòðèçîâàííûõ îòîáðàæåíèÿìè ft : Ω → R3, ãäå Ω � îáëàñòü â R2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå ñåìåéñòâî ãëàäêîå (ïî êðàéíåé ìåðå êëàññà C1,
ò.å. ôóíêöèÿ F : Ω × R → R3, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì F (x, t) = ft(x),
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà dL(Mt,M0) → 0 ïðè t → 0. Ýòîò âûâîä ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåâåðíûì, åñëè ñåìåéñòâî òîëüêî íåïðåðûâíî.
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Òåîðåìà 7.2.4. Ôóíêöèÿ dL íåîòðèöàòåëüíà, ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Äëÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ dL(X,Y ) =
0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X è Y èçîìåòðè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f : X → Y � ãîìåîìîðôèçì, òî ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç ðàñòÿæåíèé dil f è dil f−1 áîëüøå èëè ðàâíî 1, ïîñêîëüêó
f è f−1 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî óìåíüøàòü ðàññòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî
dL(X, Y ) ≥ 0. Ñèììåòðè÷íîñòü dL òðèâèàëüíà.

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü X, Y , Z � ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, à f : X → Y è g : Y → Z � áèëèïøèöåâû ãîìåîìîðôèçìû.
Òîãäà h = g ◦ f � áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì èç X â Z. Áîëåå òîãî,
dil(h) ≤ dil(f) · dil(g); ñëåäîâàòåëüíî log(dilh) ≤ log(dil f) + log(dil g).
Âìåñòå ñ àíàëîãè÷íûì íåðàâåíñòâîì äëÿ h−1 = f−1 ◦ g−1 ýòî äàåò
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà dL(X, Z) ≤ dL(X, Y ) + dL(Y, Z).

Åñëè X è Y èçîìåòðè÷íû, òî, ïîäñòàâëÿÿ èçîìåòðèþ f : X → Y â îï-
ðåäåëåíèå (7.1), óáåæäàåìñÿ, ÷òî dL(X,Y ) = 0. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
áîëåå ñîäåðæàòåëüíî. Èç dL(X, Y ) = 0 ñëåäóåò, ïî îïðåäåëåíèþ dL, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ îòîáðàæåíèé fn : X → Y , n ∈ N,
÷òî dil fn → 1 è dil(f−1) → 1 ïðè n → ∞. Ïîñêîëüêó ðàñòÿæåíèÿ
îòîáðàæåíèé fn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî, ïî òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè,
íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ
f : X → Y . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ê f ñõîäèòñÿ
ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn. Ïîñêîëüêó dil fn → 1 ïðè n → ∞, òî
|fn(x)fn(x′)|/|xx′| → 1 äëÿ âñåõ x, x′ ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, |f(x)f(x′)| =
|xx′|. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì. Àíàëîãè÷íî,
ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå g : Y → X. Èõ êîìïîçèöèÿ
f ◦ g ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì Y â ñåáÿ. À ïîñêîëüêó Y
êîìïàêòíî, òî îòîáðàæåíèå f◦g áèåêòèâíî ïî òåîðåìå 1.6.14. Ñëåäîâàòåëüíî,
f ñþðúåêòèâíî è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. ¤

Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó îïðåäåëÿåò
ìåòðèêó íà �ïðîñòðàíñòâå� êëàññîâ èçîìåòðè÷íûõ ìåæäó ñîáîé êîìïàêòíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî �ïðîñòðàíñòâî� � íå î÷åíü õîðîøèé
îáúåêò ñî ñòðîãîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ (êàê è �ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîæåñòâ�). Îäíàêî, ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà ýòî ïðîñòðàíñòâî â íàøèõ
ôîðìóëèðîâêàõ. Äëÿ íàñ ýòî ïðîñòðàíñòâî � òîëüêî íàáîð ýëåìåíòîâ
(êàæäûé èç êîòîðûõ � êëàññ èçîìåòðè÷íûõ ìåæäó ñîáîé ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ), à íå îáúåêò òåîðèè ìíîæåñòâ, òàê ÷òî íèêàêèõ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ïàðàäîêñîâ âîçíèêíóòü íå ìîæåò. Áîëåå òîãî, âñå íàøè
óòâåðæäåíèÿ îá ýòîì �ïðîñòðàíñòâå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ� ìîãóò
áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ åãî ýëåìåíòîâ (êàê è ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà), òàê ÷òî ìîæíî âîñïðèíèìàòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðîñòî êàê
ñðåäñòâî ñîêðàùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê.
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Çàìå÷àíèå 7.2.5. Ìîæíî ïîéòè äðóãèì ïóòåì è îïðàâäàòü âûðàæåíèå
�ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ�, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå: ýòî � �ïðîñòðàíñòâî� ìîùíîñòè êîíòèíóóì, ò.å. íå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü áîëåå ÷åì êîíòèíóóì ïîïàðíî íå èçîìåòðè÷íûõ êîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ. (Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå ýòî.) Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ïî
ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èì
âûáîðêó ìîùíîñòè êîíòèíóóì, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå çàêîííîå
ìíîæåñòâî.
Óïðàæíåíèå 7.2.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî Ëèïøèöó êîìïàêòíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âëå÷åò èõ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü (ñì. îïðå-
äåëåíèå 7.1.5).
Óïðàæíåíèå 7.2.7. Äîêàæèòå, ÷òî íà êëàññå êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ (òî åñòü ñîñòîÿùèõ êàæäîå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê)
ñõîäèìîñòü ïî Ëèïøèöó ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Çàìå÷àíèå 7.2.8. Ýòè äâà âèäà ñõîäèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ýêâèâàëåíòíû.
Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, íî íå ñõîäÿòñÿ ïî Ëèïøèöó (ìîæåòå ëè
âû ïðèâåñòè ïðèìåð?).

7.3. Ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
Ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó ïîõîæå íà ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó â
òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî òîæå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòíûìè ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.
Îäíàêî îíî îïðåäåëÿåò áîëåå ñëàáóþ �òîïîëîãèþ�; â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå
âñåãäà êîíå÷íî (è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì) äàæå äëÿ íå
ãîìåîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ðàçëè÷èå ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè
ïî Ëèïøèöó è ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó àíàëîãè÷íî ðàçëè÷èþ ìåæäó C1-
è C0-íîðìàìè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

7.3.1. Ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó. Äëÿ íà÷àëà ââåäåì îáû÷íîå ðàññòîÿíèå
ïî Õàóñäîðôó. Ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, à íå ïðîèçâîëüíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ur(S) r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà S â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x, ÷òî dist(x, S) < r. Èëè, òî
æå ñàìîå, Ur(S) =

⋃
s∈S Br(s).

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Ïóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà. Ðàññòîÿíèåì ïî Õàóñäîðôó ìåæäó A è B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dH(A,B) = inf{r > 0 : A ⊂ Ur(B) è B ⊂ Ur(A)}.
Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ñîäåðæèò óäîáíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ýòîãî

îïðåäåëåíèÿ.
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Óïðàæíåíèå 7.3.2. Ïóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, r > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

1. dH(A,B) = max{supa∈A dist(a,B), supb∈B dist(b, A)}.
2. dH(A,B) ≤ r òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèÿ dist(a,B) ≤ r

äëÿ âñåõ a ∈ A è dist(b, A) ≤ r äëÿ âñåõ b ∈ B.
3. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ñòàíåò íåâåðíûì, åñëè

çàìåíèòü ≤ íà <.

Ïðåäëîæåíèå 7.3.3. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
(1) dH � ïîëóìåòðèêà íà 2X (ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà X).
(2) dH(A,A) = 0 äëÿ ëþáîãî A ⊂ X, ãäå A îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà A.
(3) Åñëè A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X è

dH(A,B) = 0, òî A = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû.
Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ôàêòà: äëÿ ëþáîãî
A ⊂ X è ëþáûõ r1, r2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ Ur1+r2(A) ⊂ Ur1(Ur2(A)).
Ïîñëåäíåå â ñâîþ î÷åðåäü íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà â X.

2. Ïîñêîëüêó A ⊂ A, èìååì dist(x,A) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ A. Äëÿ x ∈ A
èç îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî dist(x,A) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
dH(A,A) = 0.

3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ A\B. Ïîñêîëüêó
B çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî øàð Br(x) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ B. Òîãäà x /∈ Ur(B); ñëåäîâàòåëüíî dH(A,B) ≥ r > 0. ¤

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(X) ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà X, ñíàáæåííîå ìåòðèêîé Õàóñäîðôà. Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå
ãîâîðèò î òîì, ÷òî M(X) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñò-
ðàíñòâîì. Áîëåå òîãî, êàæäûé êëàññ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà 2X/dH ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, à çíà÷èò 2X/dH åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ M(X).

Óïðàæíåíèå 7.3.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Ai ∈ M(X)
ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ê ìíîæåñòâó A ∈ M(X) (áîëåå êðàòêî:
Ai → A â M(X)). Äîêàæèòå, ÷òî

1. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ïðåäåëîâ âñåõ òàêèõ ñõîäÿùèõñÿ â X
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an}, ÷òî an ∈ An äëÿ âñåõ n.

2. A =
⋂∞

n=1(C(
⋃∞

m=n Am)), ãäå C îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå.
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Óïðàæíåíèå 7.3.5. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî è {Ai}∞i=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ.
Äîêàæèòå, ÷òî

1. Åñëè Ai+1 ⊂ Ai äëÿ âñåõ i, òî {Ai} ñõîäèòñÿ â M(X) ê ïåðåñå÷åíèþ
ìíîæåñòâ

⋂
i Ai.

2. Åñëè Ai ⊂ Ai+1 ïðè âñåõ i, òî {Ai} ñõîäèòñÿ â M(X) ê çàìûêàíèþ
îáúåäèíåíèÿ

⋃
i Ai.

Óïðàæíåíèå 7.3.6. Ïóñòü Ai → A â M(Rn), ïðè÷åì âñå ìíîæåñòâà Ai

âûïóêëû. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà A âûïóêëî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî
êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî â M(Rn).

Ïðåäëîæåíèå 7.3.7. Åñëè X ïîëíî, òî M(X) òîæå ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Sn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â M(X).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈ X, ÷òî äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè x âûïîëíÿåòñÿ U∩Sn 6= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n.
Äîêàæåì, ÷òî òîãäà Sn → S. Âûáåðåì ε > 0. Ïóñòü n0 òàêîâî, ÷òî
dH(Sn, Sm) < ε äëÿ âñåõ m,n ≥ n0. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî dH(S, Sn) <
2ε äëÿ ëþáîãî n ≥ n0.

1. Ïîêàæåì, ÷òî dist(x, Sn) < 2ε äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî m ≥ n0, ÷òî Bε(x) ∩ Sm 6= ∅. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ
òî÷êà y ∈ Sm, ÷òî |xy| < ε. Ïîñêîëüêó dH(Sm, Sn) < ε, òî dist(y, Sn) < ε,
è ñëåäîâàòåëüíî, dist(x, Sn) ≤ |xy|+ dist(y, Sn) < 2ε.

2. Ïîêàæåì, ÷òî dist(x, S) < 2ε äëÿ ëþáîãî x ∈ Sn. Ïóñòü n1 = n.
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k > 1 âûáåðåì òàêîé èíäåêñ nk, ÷òî nk > nk+1 è
dH(Sp, Sq) < ε/2k äëÿ âñåõ p, q ≥ nk. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê {xk}, ãäå xk ∈ Snk

, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì x1 = x, è ïóñòü
xk+1 � òàêàÿ òî÷êà èç Snk+1

, ÷òî |xkxk+1| < ε/2k äëÿ âñåõ k. Òàêàÿ òî÷êà
íàéäåòñÿ, òàê êàê dH(Snk

, Snk+1
) < ε/2k. Ïîñêîëüêó

∑∞
k=1 |xkxk+1| <

2ε < ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,
è ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ X. Òîãäà |xy| =
lim |xxn| ≤

∑ |xkxk+1| < 2ε. Ïîñêîëüêó y ∈ S ïî ïîñòðîåíèþ, òî
dist(x, S) < 2ε. ¤

Òåîðåìà 7.3.8 (Áëÿøêå). Åñëè X êîìïàêòíî, òî è M(X) êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ïðîñòðàíñòâî M(X)
ïîëíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî M(X) âïîëíå îãðàíè÷åíî.
Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ε-ñåòü â X. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà 2S ÿâëÿåòñÿ ε-
ñåòüþ â M(X). Ïóñòü A ∈ M(X). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî SA ∈ 2S ,
îïðåäåëåííîå óñëîâèåì

SA = {x ∈ S : dist(x,A) ≤ ε}.
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Ïîñêîëüêó S ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â X, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ A íàéäåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà x ∈ S, ÷òî |xy| ≤ ε. Ïîñêîëüêó dist(x,A) ≤ |xy| ≤ ε, ýòà òî÷êà x
ïðèíàäëåæèò SA. Òàêèì îáðàçîì, dist(y, SA) ≤ ε äëÿ âñåõ y ∈ A. Òàê êàê
dist(x,A) ≤ ε äëÿ âñåõ x ∈ SA (ïî îïðåäåëåíèþ SA), òî dH(A,SA) ≤ ε.
Òàê êàê A ïðîèçâîëüíî, òî ýòèì äîêàçàíî, ÷òî 2S ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â
M(X). ¤

Çàìå÷àíèå 7.3.9. Â òåîðèè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ òåîðåìîé Áëÿøêå
îáû÷íî íàçûâàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ
âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çàìêíóòîì
øàðå ïðîñòðàíñòâà Rn, êîìïàêòíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ýòî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 7.3.8 è óïðàæíåíèÿ 7.3.6.

7.3.2. Ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ëåæèò ñëåäóþùàÿ èäåÿ. Âî-ïåðâûõ, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äîëæíî
áûòü íå áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî Õàóñäîðôó. Èíûìè
ñëîâàìè, åñëè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà îäíîãî è òîãî æå ïðîñòðàíñòâà
áëèçêè äðóã ê äðóãó ïî Õàóñäîðôó â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå, òî
îíè äîëæíû áûòü áëèçêè äðóã ê äðóãó êàê àáñòðàêòíûå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Âî-âòîðûõ, íåïðåìåííî õî÷åòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó
èçîìåòðè÷íûìè äðóã äðóãó ïðîñòðàíñòâàìè áûëî íóëåâûì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó � ýòî ìàêñèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì äâóì òðåáîâàíèÿì.
Îïðåäåëåíèå 7.3.10. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó íèìè, îáîçíà÷àåìîå dGH(X, Y ),
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì: äëÿ ëþáîãî r > 0 ðàññòîÿíèå
dGH(X, Y ) < r òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Z è åãî ïîäïðîñòðàíñòâà X ′ è Y ′, èçîìåòðè÷íûå X è
Y , ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî dH(X ′, Y ′) < r. Èíûìè ñëîâàìè, dGH(X,Y ) �
èíôèìóì òåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë r, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óêàçàííûå
Z, X ′ è Y ′. Çäåñü ÷åðåç dH îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó
ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Z.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà X ′ è Y ′ ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñ ìåòðèêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóæåíèåì íà íèõ ìåòðèêè îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà Z (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêå).
Íàïðèìåð, åñëè X � äâóìåðíàÿ ñôåðà ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû 1, òî íåëüçÿ áðàòü â êà÷åñòâå Z = R3 è X ′ = S2 ⊂ R3, òàê êàê
X è X ′ íå áóäóò èçîìåòðè÷íû.

Òî, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó èçîìåòðè÷íûìè
ïðîñòðàíñòâàìè ðàâíî íóëþ, òðèâèàëüíî. Ïîçäíåå ìû ïîêàæåì, ÷òî dGH
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ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è dL, ò.å. ýòî ìåòðèêà íà êëàññàõ
èçîìåòðè÷íûõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ (òåîðåìà 7.3.30). Åñòåñòâåííî
ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 (êîìïàêòíûõ) ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ê (êîìïàêòíîìó) ìåòðè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó X, åñëè dGH(Xn, X) → 0. Äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ
èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè; ìû îïðåäåëèì
åãî â ïàðàãðàôå 8.1.
Ïðèìåð 7.3.11. Åñëè Y ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
X, òî dGH(X, Y ) ≤ ε. Â ñàìîì äåëå, ìîæíî âçÿòü Z = X ′ = X è Y ′ = Y .
Çàìå÷àíèå 7.3.12. Îïðåäåëåíèå 7.3.10 èìååò äåëî ñ ãðîìàäíûì êëàññîì
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî, ñî âñåìè ïðîñòðàíñòâàìè Z, êîòîðûå
ñîäåðæàò ïîäïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íûå X è Y . Ìîæíî ñîêðàòèòü ýòîò
êëàññ äî äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé X è Y . Áîëåå òî÷íî, ðàññòîÿíèå
ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó äâóìÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè
(X, dX) è (Y, dY ) åñòü èíôèìóì òàêèõ r > 0, ÷òî ñóùåñòâóåò íà
äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè X∪Y (ïîëó-)ìåòðèêà d, ñóæåíèÿ êîòîðîé íà
X è Y ñîâïàäàþò ñ dX è dY , è, êðîìå òîãî, dH(X,Y ) < r (â ïðîñòðàíñòâå
(X ∪ Y, d)). Èíûìè ñëîâàìè, dGH(X,Y ) = inf{dH(X, Y )}, ãäå èíôèìóì
áåðåòñÿ ïî âñåì (ïîëó-)ìåòðèêàì íà X ∪ Y , ïðîäîëæàþùèì ìåòðèêè X
è Y .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòî îòîæäåñòâèì X ∪ Y ñ X ′ ∪ Y ′ ⊂ Z (â
îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 7.3.10). Áîëåå ôîðìàëüíî, âûáåðåì èçîìåòðèè
f : X → X ′ è g : Y → Y ′, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó x ∈ X
è y ∈ Y êàê d(x, y) = dZ(f(x), g(y)). Ýòî ïîðîæäàåò òàêóþ ïîëóìåòðèêó
íà X ∪ Y , äëÿ êîòîðîé dH(X,Y ) < r (åñëè X ′ ∩ Y ′ 6= ∅, òî ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ, ÷òî d(x, y) = 0). Ìåòðè÷åñêîå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (X ∪Y )/d
èçîìåòðè÷íî X ′ ∪ Y ′. ×òîáû ïîëó÷èòü ìåòðèêó (à íå ïîëóìåòðèêó) íà
X ∪ Y , ïîëîæèì d(x, y) = dZ(f(x), g(y)) + δ, ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà dH(X, Y ) < r + δ.
Óïðàæíåíèå 7.3.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y � îãðàíè÷åííûå
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî dGH(X, Y ) < ∞.

Ïîäñêàçêà. Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî C > 0 è ïîëîæèì
d(x, y) = C äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Y .
Óïðàæíåíèå 7.3.14. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
ïðè÷åì diamX < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî dGH(X, Y ) ≥ 1

2 | diamX − diamY |.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äèàìåòð, êàê ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé ñ êîíñòàíòîé 2.
Óïðàæíåíèå 7.3.15. Ïóñòü P � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå
èç îäíîé òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X âåðíî dGH(X, P ) = diam(X)/2.
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Ïðåäëîæåíèå 7.3.16. Ôóíêöèÿ dGH óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà,
ò.å.

dGH(X1, X3) ≤ dGH(X1, X2) + dGH(X2, X3)
äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X1, X2, X3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìåòðèêè d12 è d23 ïðîñòðàíñòâ X1 ∪X2 è X2 ∪
X3 òàêîâû,÷òî èõ ñóæåíèÿ íà X1, X2 è X3, ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò ñ
èñõîäíûìè ìåòðèêàìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó
x1 ∈ X1 è x3 ∈ X3 óñëîâèåì d13(x1, x3) = infx2∈X2{d12(x1, x2) +
d23(x2, x3)}. Ëåãêî ïðîâåðèòü (óïðàæíåíèå!), ÷òî d13, äîïîëíåííîå èñõîäíûìè
ìåòðèêàìè íà X1 è X3, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è,
ñëåäîâàòåëüíî, äàåò ìåòðèêó íà X1 ∪ X3. Èç îïðåäåëåíèÿ d13 ñëåäóåò,
÷òî dH(X1, X3) ≤ dH(X1, X2) + dH(X2, X3), ãäå ðàññòîÿíèå dH(Xi, Xj)
ïî Õàóñäîðôó îòíîñèòñÿ ê ìåòðèêå dij (i, j = 1, 2, 3). Áåðÿ èíôèìóì ïî
âñåì ìåòðèêàì d12 è d23, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî dGH(X1, X3) ≤
dGH(X1, X2) + dGH(X2, X3). ¤

7.3.3. Ïåðåôîðìóëèðîâêè. Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå îïðåäåëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ íîâîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Z (èëè ìåòðèêè íà X ∪ Y ) è ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà. Êàê ÷èòàòåëü ìîã çàìåòèòü, äàæå â ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ
ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðîñòûì äåëîì. Áûëî áû óäîáíåå, åñëè áû ìû
ìîãëè âû÷èñëÿòü èëè îöåíèâàòü dGH(X, Y ), ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé
òîëüêî ðàññòîÿíèÿ â ñàìèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y , êàê ìû äåëàëè
â ñëó÷àÿõ ðàâíîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ è ðàññòîÿíèÿ ïî Ëèïøèöó. Ìû
ïðèâåäåì íåñêîëüêî êðèòåðèåâ òàêîãî ñîðòà. Ïåðâûé è íàèáîëåå îáùèé
èç íèõ îñíîâàí íà ïîíÿòèè ñîîòâåòñòâèÿ. Ãðóáî ãîâîðÿ, íàëè÷èå
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (èëè ïðîñòî
ìíîæåñòâàìè) X è Y îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè X åñòü îäíà èëè
áîëüøå �ñîîòâåòñòâóþùèõ� òî÷åê â Y , è íàîáîðîò. Êðèòåðèé, êîòîðûé
ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: dGH(X, Y ) < r
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X
è Y , ÷òî åñëè x, x′ ∈ X è y, y′ ∈ Y � ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê,
òî |dX(x, x′) − dY (y, y′)| < 2r. Íèæå ïðèâåäåíû òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è
ôîðìóëèðîâêè.
Îïðåäåëåíèå 7.3.17. Ïóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Ñîîòâåòñòâèåì
ìåæäó X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R ⊂ X × Y , óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà òàêîé òî÷êà y ∈ Y , ÷òî (x, y) ∈ R, è àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîé
òî÷êè y ∈ Y ñóùåñòâóåò òàêàÿ x ∈ X, ÷òî (x, y) ∈ R.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîîòâåòñòâèå � ýòî ïðîñòî òàêîå îòíîøåíèå ìåæäó
òî÷êàìè èç X è Y , ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èç X èëè èç Y íàõîäèòñÿ â
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îòíîøåíèè õîòÿ áû ñ îäíîé òî÷êîé âòîðîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî
R ÿñíî èç êîíòåêñòà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x è y �ñîîòâåòñòâóþò� äðóã
äðóãó, âìåñòî òîãî ÷òîáû ïèñàòü (x, y) ∈ R.

Ïðèìåð 7.3.18. Âñÿêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâèå R ìåæäó X è Y ñëåäóþùèì îáðàçîì

R = {(x, f(x)) : x ∈ X}.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî R ñîîòâåòñòâèåì, àññîöèèðîâàííûì ñ f .

Íå âñÿêîå ñîîòâåòñòâèå àññîöèèðîâàíî ñ êàêèì-ëèáî îòîáðàæåíèåì.
Áëèçêèé àíàëîã ñîîòâåòñòâèÿ � �ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå�, ïðè êîòîðîì
òî÷êà ìîæåò èìåòü áîëåå ÷åì îäèí îáðàç. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü
ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá (ïðèâåäåííûé
â ñëåäóþùåì ïðèìåðå) îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâèå ñðåäñòâàìè (îáû÷íûõ)
îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 7.3.19. Ïóñòü f : Z → X è g : Z → Y � äâà ñþðúåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Z. Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ñîîòâåòñòâèå R óñëîâèåì

R = {(f(z), g(z)) : z ∈ Z}.
Óïðàæíåíèå 7.3.20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè èç ïðèìåðà 7.3.19.

Îïðåäåëåíèå 7.3.21. Ïóñòü R � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè X è Y . Åãî èñêàæåíèå disR îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

disR = sup{|dX(x, x′)− dY (y, y′)| : (x, y), (x′, y′) ∈ R},
ãäå dX è dY � ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 7.3.22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ R, àññîöèèðîâàííîãî
ñ îòîáðàæåíèåì f : X → Y êàê â ïðèìåðå 7.3.18, âûïîëíÿåòñÿ disR =
dis f . (Îïðåäåëåíèå èñêàæåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé áûëî äàíî â 7.1.4.)

Óïðàæíåíèå 7.3.23. Ïóñòü ñîîòâåòñòâèå R ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé
f : Z → X è g : Z → Y êàê â ïðèìåðå 7.3.19. Äîêàæèòå, ÷òî

disR = sup
z,z′∈Z

|dX(f(z), f(z′))− dY (g(z), g(z′))|.

Óïðàæíåíèå 7.3.24. Äîêàæèòå, ÷òî èñêàæåíèå ñîîòâåòñòâèÿ disR

ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè X è Y ðàâíî íóëþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâèå R àññîöèèðîâàíî ñ èçîìåòðè÷íûì
îòîáðàæåíèåì èç X â Y .
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Òåîðåìà 7.3.25. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

dGH(X, Y ) =
1
2

inf
R

(disR),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñîîòâåòñòâèÿì R ìåæäó X è Y .
Èíà÷å ãîâîðÿ, dGH(X, Y ) ðàâíî èíôèìóìó òåõ r > 0, äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y ñ disR < 2r.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > dGH(X, Y ) ñóùåñòâóåò
ñîîòâåòñòâèå R ñ disR < 2r. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó dGH(X,Y ) <
r, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X è Y � ïîäïðîñòðàíñòâà íåêîòîðîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z è dH(X,Y ) < r â Z. Îïðåäåëèì

R = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y, d(x, y) < r},
ãäå d ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà Z. Òî, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì, ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî dH(X,Y ) < r. Òðåáóåìàÿ îöåíêà disR < 2r âûòåêàåò èç
íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: åñëè (x, y) ∈ R è (x′, y′) ∈ R, òî

|d(x, x′)− d(y, y′)| ≤ d(x, y) + d(x′, y′) < 2r.

2. Ïîêàæåì, ÷òî dGH(X, Y ) ≤ 1
2 disR äëÿ ëþáîãî ñîîòâåòñòâèÿ R.

Ïóñòü disR = 2r. ×òîáû èçáåæàòü íåäîðàçóìåíèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç dX

è dY ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî íà äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè X ∪Y ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëóìåòðèêà
d, ÷òî d|X×X = dX , d|Y×Y = dY è dH(X, Y ) ≤ r â (X ∪ Y, d). Èäåÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â òîì ñëó÷àå, êîãäà x è y ñîîòâåòñòâóþò äðóã
äðóãó, ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y ïîëîæèòü ðàâíûì r, à çàòåì âçÿòü
ìèíèìàëüíóþ ìåòðèêó d, ïîðîæäåííóþ ýòèì óñëîâèåì. Ôîðìàëüíî ýòî
äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ x ∈ X è y ∈ Y îïðåäåëèì

d(x, y) = inf{dX(x, x′) + r + dY (y′, y) : (x′, y′) ∈ R}
(ðàññòîÿíèÿ âíóòðè X è Y óæå óñòàíîâëåíû; ýòî � dX è dY ). Ïðîâåðêà
íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ d è òîò ôàêò, ÷òî dH(X, Y ) ≤ r, îñòàâëÿþòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. ¤

Óïðàæíåíèå 7.3.26. Ïóñòü X, Y è Z � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
R1 � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y , à R2 � ìåæäó Y è Z. Êîìïîçèöèåé
R1◦R2 ñîîòâåòñòâèé R1 è R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïàð (x, z) ∈
X × Z, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà y ∈ Y , ÷òî (x, y) ∈ R1 è
(y, z) ∈ R2.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî R1 ◦R2 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì.
2. Äîêàæèòå, ÷òî dis(R1 ◦R2) ≤ disR1 + disR2.
3. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, äàéòå íîâîå äîêàçàòåëüñòâî

íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.
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Ïðèâåäåííîå íèæå ñëåäñòâèå ñíàáæàåò íàñ íîâûì òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâîì
äëÿ ðàáîòû ñ ðàññòîÿíèÿìè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Õîòÿ îíî íå ïîçâîëÿåò
íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ, îíà ïðåäîñòàâëÿåò íàì äðóãóþ
âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ðàññòîÿíèÿ íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.
Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà òàêîãî ðîäà âïîëíå äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçó÷àòüòîïîëîãèþ (ïðîñòðàíñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ), èíäóöèðîâàííóþ
ðàññòîÿíèåì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.

Îïðåäåëåíèå 7.3.27. Ðàññìîòðèì äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà X,
Y è ÷èñëî ε > 0. Îòîáðàæåíèå (âîçìîæíî ðàçðûâíîå!) f : X → Y
íàçûâàåòñÿ ε-èçîìåòðèåé, åñëè dis f ≤ ε è îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ
â Y .

Ñëåäñòâèå 7.3.28. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ε > 0.
Òîãäà

1. Åñëè dGH(X,Y ) < ε, òî ñóùåñòâóåò 2ε-èçîìåòðèÿ èç X â Y .
2. Åñëè ñóùåñòâóåò ε-èçîìåòðèÿ èç X â Y , òî dGH(X, Y ) < 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü R � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y ñ disR <
2ε. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X âûáåðåì òàêóþ òî÷êó f(x) ∈ Y , ÷òî
(x, f(x)) ∈ R. Ýòèì îïðåäåëåíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f : X → Y .
Î÷åâèäíî, ÷òî dil f ≤ dilR < 2ε. Ïîêàæåì, ÷òî f(X) ÿâëÿåòñÿ 2ε-
ñåòüþ â Y . Äëÿ òî÷êè y ∈ Y ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó x ∈ X, ÷òî
(x, y) ∈ R. Ïîñêîëüêó îáå òî÷êè, y è f(x), íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ x,
òî d(y, f(x)) ≤ d(x, x) + disR < 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî, dist(y, f(X)) < 2ε.

2. Äëÿ ε-èçîìåòðèè f îïðåäåëèì R ⊂ X × Y êàê
R = {(x, y) ∈ X × Y : d(y, f(x)) ≤ ε}.

Ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì, òàê êàê f(X) ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â
Y . Åñëè (x, y) ∈ R è (x′, y′) ∈ R, òî
|d(y, y′)− d(x, x′)| ≤ |d(f(x), f(x′))− d(x, x′)|+ d(y, f(x)) + d(y′, f(x′))

≤ dis f + ε + ε ≤ 3ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, disR ≤ 3r, à ïî òåîðåìå 7.3.25 dGH(X,Y ) ≤ 3
2r < 2r. ¤

Çàìå÷àíèå 7.3.29. Âàæíî òî, ÷òî ìû íå òðåáóåì íåïðåðûâíîñòè ε-
èçîìåòðèé. Äàæå åñëè äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà áëèçêè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó, íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ìàëûì èñêàæåíèåì ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü: íàïîìíèì ïðèìåð ñî ñôåðàìè, ñíàáæåííûìè íåáîëüøèìè
ðó÷êàìè, èç ïàðàãðàôà 7.1.4.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû 7.2.4 äëÿ ðàññòîÿíèé ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàññòîÿíèé ïî Ëèïøèöó,
ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îïðåäåëÿþò êîíå÷íóþ ìåòðèêó.
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Òåîðåìà 7.3.30. Ðàññòîÿíèÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îïðåäåëÿþò êîíå÷íóþ
ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ èçîìåòðè÷íûõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, îíî íåîòðèöàòåëüíî, ñèììåòðè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà; êðîìå òîãî, dGH(X, Y ) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X è Y èçîìåòðè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå äîêàçàëè ïî÷òè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ, êðîìå
îäíîãî, èìåííî, ÷òî èç ðàâåíñòâà dGH(X, Y ) = 0 ñëåäóåò èçîìåòðè÷íîñòü
X è Y . Ïóñòü dGH(X,Y ) = 0, ïðè÷åì ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y
êîìïàêòíû. Ïî ñëåäñòâèþ 7.3.28 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòîáðàæåíèé fn : X → Y , ÷òî dis fn → 0. Âûáåðåì ñ÷åòíîå ïëîòíîå
ìíîæåñòâî S ⊂ X. Èñïîëüçóÿ êàíòîðîâ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ìîæíî
ïîëó÷èòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn},
÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ S ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk

(x)} ñõîäèòñÿ â Y .
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}. Äàëåå, ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå
f : S → Y êàê ïðåäåë îòîáðàæåíèé fn. À èìåííî, ïîëîæèì f(x) =
lim fn(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ S. Ïîñêîëüêó |d(fn(x), fn(y)) − d(x, y)| ≤
dis fn → 0, òî ìû èìååì d(f(x), f(y)) = lim d(fn(x), fn(y)) = d(x, y) äëÿ
âñåõ x, y ∈ S. Äðóãèìè ñëîâàìè, f ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì ðàññòîÿíèå
îòîáðàæåíèåì èç S â Y . Çàòåì f ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ñîõðàíÿþùåãî
ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèÿ èç âñåãî X â Y (ïðåäëîæåíèå 1.5.9). Òåïåðü ìû
ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê â òåîðåìå 7.2.4.
À èìåííî, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ
îòîáðàæåíèå èç Y â X, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X è Y èçîìåòðè÷íû. ¤

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà êàê òî÷êè òàê íàçûâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.
Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî èçîìåòðè÷íûå ìåæäó ñîáîé ïðî-
ñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò îäíó �òî÷êó�. Òîïîëîãèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
(èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà) íàçûâàåòñÿòîïîëîãèåé
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. (Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå íàìè
ïîñëå òåîðåìû 7.2.4 ïðèìåíèìî è çäåñü.)

Óïðàæíåíèå 7.3.31. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 7.3.30.
Åñëè X è Y ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, dGH(X, Y ) = 0 è
X êîìïàêòíî, à Y ïîëíî, òî X è Y èçîìåòðè÷íû.

Ïîäñêàçêà. Ïîêàæèòå, ÷òî Y êîìïàêòíî. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîñòðîéòå êîíå÷íóþ ε-ñåòü â Y .

7.4. Ñõîäèìîñòü ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñõîäÿùèåñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê êîìïàêòíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X,
åñëè dGH(Xn, X) → 0 ïðè n →∞. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü Xn GH−→
X è íàçûâàòü X ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Xn}. Ïîñêîëüêó dGH ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (òåîðåìà
7.3.30), òî ïðåäåë åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòü äî èçîìåòðèè.

7.4.1. Ïðèìåðû è ñâîéñòâà.

Ïðèìåð 7.4.1 (ñõîäèìîñòü ïî Õàóñäîðôó). Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ îäíîãî
è òîãî æå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
ïî îïðåäåëåíèþ íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ïî Õàóñäîðôó. Òàêèì îáðàçîì,
ñõîäèìîñòü ïî Õàóñäîðôó ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà âëå÷åò
ñõîäèìîñòü ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó (íî íå íàîáîðîò).

Èç ñëåäñòâèÿ 7.3.28 âûòåêàåò òàêîé êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ
ê ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {εn} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé
fn : Xn → X (èëè íàîáîðîò, fn : X → Xn), ÷òî êàæäîå fn ÿâëÿåòñÿ εn-
èçîìåòðèåé è εn → 0. Ýòî çàìå÷àíèå âêëþ÷àåò è �ôóíêöèîíàëüíûå�
òèïû ñõîäèìîñòè èç íàøåãî ñïèñêà ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 7.4.2 (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Xn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
7.1.5) ê ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X, òî Xn GH−→ X.

Ïðèìåð 7.4.3 (ñõîäèìîñòü ïî Ëèïøèöó). Êàê ìû çàìåòèëè â óïðàæíåíèè 7.2.6,
ñõîäèìîñòü ïî Ëèïøèöó ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàâíîìåðíîé, à
çíà÷èò, è ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Äðóãèìè
ñëîâàìè, òîïîëîãèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ñëàáåå, ÷åì òîïîëîãèÿ Ëèïøèöà.

Ïðèìåð 7.4.4 (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ê ïîëóìåòðèêå). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{dn} ìåòðèê çàäàíà íà ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå X è ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè d : X ×X → R, òî d, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
ïîëóìåòðèêîé, à ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/d (ñð. ñ ïðåäëîæåíèåì 1.1.5)
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ (X, dn).

Â ñàìîì äåëå, èñêàæåíèÿ ïðîåêöèé X → X/d ïî îòíîøåíèþ ê
ìåòðèêàì dn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü dn(x, y) → d(x, y) äëÿ êàæäîé ïàðû x, y ∈ X, òàê
êàê ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âëå÷åò
ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.
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Óïðàæíåíèå 7.4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Xn} êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè N
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òàêîì âèäå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðèê {dn} íà ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå X, òàêàÿ
÷òî (X, dn) èçîìåòðè÷íî Xn è {dn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ïîëóìåòðèêå.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ïðîñòðàíñòâîì ìîùíîñòè íå áîëåå N .
Óïðàæíåíèå 7.4.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ {Xn} ñõîäèòñÿ ê îäíîòî÷å÷íîìó ïðîñòðàíñòâó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà diam(Xn) → 0.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå îïèñûâàåò îáùèé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ñõîäÿùèõñÿ ê êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì.
Óïðàæíåíèå 7.4.7. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, à X � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîùíîñòè N ,
X = {xi : 1 ≤ i ≤ N}.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xn GH−→ X. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìîùíîñòü Xn ðàâíà ïî êðàéíåé ìåðå N .

2. Äîêàæèòå, ÷òî Xn GH−→ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n Xn ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî
â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå N òàêèõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Xn,1, Xn,2, . . . ,
Xn,N , ÷òî äëÿ âñåõ i, j

diam(Xn,i) → 0, dist(Xn,i, Xn,j) → |xixj | (n →∞).

Óïðàæíåíèå 7.4.8. Ïóñòü N � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äîêàæèòå, ÷òî íà êëàññå êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîùíîñòè
N âñå òðè ìåòðèêè: ïî Ëèïøèöó, ðàâíîìåðíàÿ è ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ. Äàéòå ïîëíîå îïèñàíèå ýòîé
òîïîëîãèè.

×èòàòåëü ìîæåò óäèâèòüñÿ òîìó, ÷òî ìû óäåëÿåì ñòîëüêî âíèìàíèÿ
òðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Îäíà èç ïðè÷èí � ýòî òî,
÷òî êîíå÷íûå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.
Ïðèìåð 7.4.9. Ëþáîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εn → 0
è âûáåðåì äëÿ êàæäîãî n êîíå÷íóþ εn-ñåòü Sn â X. Òîãäà Sn GH−→ X
ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî dGH(X,Sn) ≤ dH(X,Sn) ≤ εn.

Áîëåå òîãî, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèå ε-ñåòè, ìîæíî, â ñóùíîñòè, ñâåñòè
ñõîäèìîñòü ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ê ñõîäèìîñòè èõ
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. Îáñóäèì ýòî ïîäðîáíåå.
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Îïðåäåëåíèå 7.4.10. Ïóñòü X è Y � êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñò-
ðàíñòâà, ε, δ > 0. Ãîâîðÿò, ÷òî X è Y ÿâëÿþòñÿ (ε, δ)-àïïðîêñèìàöèÿìè
äðóã äëÿ äðóãà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíå÷íûå íàáîðû òî÷åê {xi}N

i=1

è {yi}N
i=1 â X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

(1) ìíîæåñòâî {xi : 1 ≤ i ≤ N} ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â X, à ìíîæåñòâî
{yi : 1 ≤ i ≤ N} � ε-ñåòüþ â Y .

(2) |dX(xi, xj)− dY (yi, yj)| < δ äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , N}.
ε-Àïïðîêñèìàöèÿ � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è (ε, ε)-àïïðîêñèìàöèÿ (ò.å. δ
îïóñêàåòñÿ, åñëè δ = ε).

Ïðåäëîæåíèå 7.4.11. Ïóñòü X è Y � êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà.

(1) Åñëè Y ÿâëÿåòñÿ (ε, δ)-àïïðîêñèìàöèåé äëÿ X, òî dGH(X,Y ) <
2ε + δ.

(2) Åñëè dGH(X, Y ) < ε, òî Y ÿâëÿåòñÿ 5ε-àïïðîêñèìàöèåé äëÿ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü X0 = {xi}N
i=1 è Y0 = {yi}N

i=1 � êîíå÷íûå
íàáîðû, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â îïðåäåëåíèè 7.4.10. Âòîðîå óñëîâèå
îïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå {(xi, yi) : 1 ≤ i ≤
N} ìåæäó X0 è Y0 èìååò èñêàæåíèå ìåíüøåå, ÷åì δ. Ñëåäîâàòåëüíî
dGH(X0, Y0) < δ/2. Ïîñêîëüêó X0 è Y0 ÿâëÿþòñÿ ε-ñåòÿìè â X è Y ,
ñîîòâåòñòâåííî, òî dGH(X, X0) ≤ ε è dGH(Y, Y0) ≤ ε. Òåïåðü óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ dGH .

2. Ïî ñëåäñòâèþ 7.3.28 ñóùåñòâóåò 2ε-èçîìåòðèÿ f : X → Y . Ïóñòü
X0 = {xi}N

i=1 � ε-ñåòü â X; ïîëîæèì yi = f(xi). Òîãäà |d(xi, xj) −
d(yi, yj)| < 2ε < 5ε äëÿ âñåõ i, j. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Y0 = {yi : 1 ≤
i ≤ N} ÿâëÿåòñÿ 5ε-ñåòüþ â Y . Âîçüìåì y ∈ Y . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
f(X) ÿâëÿåòñÿ 2ε-ñåòüþ â Y , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ X, ÷òî
d(y, f(x)) ≤ 2ε. Ïîñêîëüêó X0 ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â X, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
òî÷êà xi ∈ X0, ÷òî d(x, xi) ≤ ε. Òåïåðü

d(y, yi) = d(y, f(xi)) ≤ d(y, f(x)) + d(f(x), f(xi))

≤ 2ε + d(x, xi) + dis f ≤ 2ε + ε + 2ε ≤ 5ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, dist(y, Y0) ≤ d(y, yi) ≤ 5ε. ¤

Ýòî ïðåäëîæåíèå äàåò êðèòåðèé ñõîäèìîñòè; èìåííî, Xn GH−→ X
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðîñòðàíñòâî Xn ÿâëÿåòñÿ
ε-àïïðîêñèìàöèåé äëÿ X ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ñóùåñòâóåò
áîëåå ýëåãàíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêîãî ñîðòà.

Ïðåäëîæåíèå 7.4.12. Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è {Xn}∞n=1 êîìïàêòíû,
òî Xn GH−→ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
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óñëîâèå. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíå÷íûå ε-ñåòè, S â
X è Sn â êàæäîì èç Xn, ÷òî Sn GH−→ S.

Áîëåå òîãî, ýòè ε-ñåòè ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ñåòü Sn èìååò òó æå ìîùíîñòü, ÷òî è S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òàêèå ε-ñåòè ñóùåñòâóþò, òî Xn ÿâëÿåòñÿ ε-
àïïðîêñèìàöèåé äëÿ X ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òîãäà Xn GH−→
X ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ. ×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå, âîçüìåì
êîíå÷íóþ (ε/2)-ñåòü S â X è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñåòè Sn â Xn.
Èìåííî, âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn-àïïðîêñèìàöèé fn : X → Xn,
ãäå εn → 0, è ïîëîæèì Sn = fn(S). Òîãäà Sn GH−→ S è, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïðåäëîæåíèè, Sn ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â Xn äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n. ¤

Óïîìÿíåì îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå ýòîé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü Xn GH−→ X
è S ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì X (íå îáÿçàòåëüíî ε-ñåòüþ äëÿ
ìàëûõ ε). Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ïîñòðîèì ìíîæåñòâà
Sn ⊂ Xn, ñîîòâåòñòâóþùèå S. Òîãäà Sn ñõîäÿòñÿ ê S; ò.å. ðàññòîÿíèÿ
â Sn ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññòîÿíèÿì S. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî âñå (èìåþùèå ñìûñë) ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ
Sn ñõîäÿòñÿ ê àíàëîãè÷íûì õàðàêòåðèñòèêàì S. Ýòî äàåò íàì ñïîñîá
äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ íåïðåðûâíîñòè â
ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà: åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâ
Xn ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà ÿçûêå êîíå÷íûõ íàáîðîâ òî÷åê, òî
ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêè íàñëåäóåòñÿ ïðåäåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì X.

×òîáû óâèäåòü, êàê ïðèìåíèòü ýòó ñõåìó íà ïðàêòèêå, ðàññìîòðèì
ñâîéñòâî ìåòðèêè áûòü âíóòðåííåé. Ó íàñ åñòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ
ñåðåäèíû (òåîðåìà 2.4.16), âûðàæàþùèé ýòî ñâîéñòâî â òåðìèíàõ òðîåê
òî÷åê. Ïîñêîëüêó òðîéêè òî÷åê â ñõîäÿùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâóþò
ïî÷òè èçîìåòðè÷íûì èì òðîéêàì â ïðåäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ïðåäåë
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñò-
âîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ìû ïîâòîðèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî áîëåå
ôîðìàëüíî â ïàðàãðàôå 7.5 (ñì. òåîðåìó 7.5.1).

7.4.2. Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè. Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà
äîâîëüíî ñëàáàÿ (ïî ñðàâíåíèþ, ñêàæåì, ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé
ëèïøèöåâîé ìåòðèêîé), òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â íåé äîâîëüíî ìíîãî
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Â ñàìîì äåëå, ìíîãèå åñòåñòâåííûå êëàññû
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáðàçóþò (ïðåä-)êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â
ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íå äîêàçûâàåì
êîíêðåòíûõ óòâåðæäåíèé ïîäîáíîãî ðîäà, à òîëüêî äàåì îáùèé êðèòåðèé
êîìïàêòíîñòè.
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.4.12 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Xn}, ñõîäÿùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, äîëæíû ñîäåðæàòü
ε-ñåòè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè (äëÿ êàæäîãî äàííîãî ε > 0).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êëàññ X ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäêîìïàêòåí
â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìîùíîñòü
ìèíèìàëüíîé ε-ñåòè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà äëÿ âñåõ ýëåìåíòàõ X. Èç
ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî X, ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàìåòðû
åãî ýëåìåíòîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè.
Ôîðìàëèçóåì ñêàçàííîå.
Îïðåäåëåíèå 7.4.13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ X êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ âïîëíå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí, åñëè

(1) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ D, ÷òî diamX ≤ D äëÿ âñåõ
X ∈ X.

(2) Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N =
N(ε), ÷òî êàæäîå X ∈ X ñîäåðæèò ε-ñåòü, ñîñòîÿùóþ èç íå
áîëåå, ÷åì N òî÷åê.

Óïðàæíåíèå 7.4.14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåòðèêè âñåõ ýëåìåíòîâ èç
X âíóòðåííèå, òî ïåðâîå óñëîâèå ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ èçáûòî÷íî
(ò.å. âûòåêàåò èç âòîðîãî).
Òåîðåìà 7.4.15. Êàæäûé âïîëíå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé êëàññ X

êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðåäêîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Òî åñòü ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç
X ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ â ñåáå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D è N(ε) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â
îïðåäåëåíèè 7.4.13. Ïîëîæèì N1 = N(1) è Nk = Nk−1 + N(1/k)
äëÿ âñåõ k ≥ 2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ èç X. Â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Xn ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå
Sn = {xi,n}∞i=1 ⊂ Xn (1/k)-ñåòåé äëÿ âñåõ k ∈ N. Ýòî � ñ÷åòíûé
âñþäó ïëîòíûé íàáîð, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî k ïåðâûå Nk òî÷åê èç Sn

îáðàçóþò (1/k)-ñåòü â Xn. Âñå ðàññòîÿíèÿ |xi,nxj,n| íå ïðåâûøàþò D,
ò.å. ïðèíàäëåæàò êîìïàêòíîìó èíòåðâàëó. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ
äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ Êàíòîðà, ìîæíî èç {Xn} âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
â êîòîðîé {|xi,nxj,n|}∞n=1 ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ i, j. ×òîáû óïðîñòèòü çàïèñü,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îíè ñõîäÿòñÿ è áåç ïåðåõîäà ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåïåðü ïîñòðîèì ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî X̄ äëÿ {Xn}. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X = {xi}∞i=1 è îïðåäåëèì ïîëóìåòðèêó
d íà X ðàâåíñòâîì

d(xi, xj) = lim
n→∞ |xn,ixn,j |.

Êîíñòðóêöèÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.5 äàåò íàì ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X/d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i òî÷êó èç X/d, ÿâëÿþùóþñÿ



302 7. Ïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

ïðîåêöèåé òî÷êè xi. Íàøå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïîëíûì,
îáîçíà÷èì ÷åðåç X̄ ïîïîëíåíèå X/d. Äîêàæåì, ÷òî {Xn} ñõîäèòñÿ ê X̄.

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(k) = {x̄i : 1 ≤ i ≤
Nk} ⊂ X̄. Ýòî � (1/k)-ñåòü â X̄. Â ñàìîì äåëå, êàæäîå ìíîæåñòâî
S

(k)
n = {xi,n : 1 ≤ i ≤ Nk} ÿâëÿåòñÿ (1/k)-ñåòüþ â ñîîòâåòñòâóþùåì

ïðîñòðàíñòâå Xn. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî xi,n ∈ Sn ñóùåñòâóåò
òàêîå j ≤ Nk, ÷òî |xi,nxj,n| ≤ 1/k. Ïîñêîëüêó Nk íå çàâèñèò îò n,
òî äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî i ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå j ≤ Nk, ÷òî
|xi,nxj,n| ≤ 1/k äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà èíäåêñîâ n. Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì ÷òî |x̄ix̄j | ≤ 1/k äëÿ âñåõ òàêèõ j. Òàêèì îáðàçîì,
S(n) ÿâëÿåòñÿ (1/k)-ñåòüþ â X/d è, ñëåäîâàòåëüíî, â X̄. Ïîñêîëüêó X̄
ïîëíî è îáëàäàåò (1/k)-ñåòüþ äëÿ êàæäîãî k ∈ N , òî îíî êîìïàêòíî.

Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî S(k) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ S

(k)
n ïðè n → ∞ â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, òàê êàê

ýòî � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç Nk òî÷åê (íåêîòîðûå èç
êîòîðûõ ìîãóò ñîâïàäàòü), à ðàññòîÿíèÿ ñõîäÿòñÿ. Òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî
k ∈ N èìååì (1/k)-ñåòü â X̄, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó íåêîòîðûõ (1/k)-ñåòåé â ïðîñòðàíñòâàõ Xn. Èç ïðåäëîæåíèÿ
7.4.12 ñëåäóåò, ÷òî Xn GH−→ X̄. ¤

Óïðàæíåíèå 7.4.16. Ïóñòü Mn � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-ñåòü
â M , ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå ÷åì ε−nC(n) Vol(M) òî÷åê (äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C(n), íå çàâèñÿùåé îò M). Çäåñü Vol îçíà÷àåò ðèìàíîâ
îáúåì.

Ðåçóëüòàò ýòîãî óïðàæíåíèÿ íå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé êëàññ êîìïàêòíûõ
ðèìàíîâûõ n-ìíîãîîáðàçèé ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì îáúåìîì ïðåäêîìïàêòåí
â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Âñå äåëî â âûðàæåíèè �äîñòàòî÷íî
ìàëûé�: íà ñàìîì äåëå ñâîéñòâî áûòü �ìàëûì� çàâèñèò îò M .

Óïðàæíåíèå 7.4.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïëîùàäè êîòîðûõ íå áîëåå 1 è êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Èíôîðìàöèÿ. Çäåñü ïðèâåäåíû (áåç äîêàçàòåëüñòâ) íåêîòîðûå âàæíûå
ïðèìåðû ïðåäêîìïàêòíûõ êëàññîâ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
Îãðàíè÷åííûé îáúåì è ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N
è ëþáûõ r, V > 0 êëàññ âñåõ n-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îáúåìàìè ≤ V è ðàäèóñàìè èíúåêòèâíîñòè ≥ r ïðåäêîìïàêòåí.
Îãðàíè÷åííûé äèàìåòð è êðèâèçíà. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N è ëþáûõ κ ∈ R,
D > 0 êëàññ âñåõ n-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ äèàìåòðîì ≤ D
è ñåêöèîííîé êðèâèçíîé ≥ κ ïðåäêîìïàêòåí. Ìû äîêàæåì ýòî â ãëàâå
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10, êàê ÷àñòü áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà
(òåîðåìà 10.7.2). Êðîìå òîãî, òî æå ñàìîå âåðíî, åñëè âìåñòî ñåêöèîííûõ
êðèâèçí îãðàíè÷èòü êðèâèçíû Ðè÷÷è.

7.5. Ñõîäèìîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé

Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî ïðåäåëîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé îáðàçóþò çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì
ýòîò âàæíûé ôàêò êàê òåîðåìó è äàäèì áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî
(êîòîðîå íå ÷òî èíîå, êàê ôîðìàëèçàöèÿ ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â
êîíöå ïóíêòà 7.4.1).

Òåîðåìà 7.5.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞n=1 ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ñõîäèòñÿ ê ïîëíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X: Xn GH−→
X, òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ òîãî, ÷òî ìåòðèêà ïîëíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (òåîðåìà 2.4.16), íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈ X èìåþò ε-ñåðåäèíó äëÿ êàæäîãî ε > 0.
Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî dGH(X, Xn) < ε/10. Òîãäà, ïî òåîðåìå 7.3.25,
ñóùåñòâóåò òàêîå ñîîòâåòñòâèå R ìåæäó X è Xn, ÷òî åãî èñêàæåíèå
ìåíüøå, ÷åì ε/5. Âîçüìåì òî÷êè x̃, ỹ ∈ Xn, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì
x è y. Ïîñêîëüêó Xn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ñóùåñòâóåò (ε/5)-ñåðåäèíà z̃ ∈ Xn äëÿ x̃ è ỹ. Ïóñòü z ∈ X � òî÷êà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå z̃. Òîãäà

∣∣|xz| − 1
2 |xy|∣∣ ≤ ∣∣|x̃z̃| − 1

2 |x̃ỹ|∣∣ + 2 disR < ε/5 + 2ε/5 < ε.

Àíàëîãè÷íî,
∣∣|yz| − 1

2 |xy|∣∣ < ε. Òàêèì îáðàçîì, z ÿâëÿåòñÿ ε-ñåðåäèíîé
äëÿ x è y. ¤

7.5.1. Ïåðâûå ïðèìåðû. Ïðè ïðîâåðêå ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâ ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñëåäóåò áûòü î÷åíü âíèìàòåëüíûì, ïîñêîëüêó
ïîèñê ðàññòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå � äåëî òîíêîå è ñëîæíîå. Ýòî ïðåäóïðåæäåíèå
ìû ïîÿñíèì ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè, êîòîðûå äîëæíû ïîìî÷ü ÷èòàòåëþ
ïîíÿòü, êàêîãî ðîäà òðóäíîñòè ìîãóò âîçíèêíóòü.

Óïðàæíåíèå 7.5.2. 1. Ïóñòü Xn � ñôåðû S2 èç êîòîðûõ óäàëåíû
êðóãè ðàäèóñîâ 1/n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Xn (ðàññìàòðèâàåìûå
ñî ñâîèìè âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè) ñõîäÿòñÿ ê S2.

2. Ïóñòü Xn ïîëó÷åíû òàêèì æå îáðàçîì èç S1. Ïîêàæèòå, ÷òî Xn

íå ñõîäÿòñÿ ê S1.
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Óïðàæíåíèå 7.5.3. 1. Ïóñòü X � îòðåçîê ïðÿìîé â R3 è ïóñòü
Xn � ãðàíèöà åãî (1/n)-îêðåñòíîñòè (ò.å. äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü) ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé èç R3. Äîêàæèòå, ÷òî Xn GH−→ X
ïðè n →∞.

2. Ïóñòü X � ïëîñêèé äèñê â R3 è ïóñòü ñíîâà Xn � ãðàíèöà åãî
(1/n)-îêðåñòíîñòè ñ åå âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Xn}∞n=1 ñõîäèòñÿ â ñìûñëå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, íî åå ïðåäåë íå èçîìåòðè÷åí X.
Óïðàæíåíèå 7.5.4. Îáîñíóéòå ñõîäèìîñòü �ñôåð ñ ìàëåíüêèìè ðó÷êàìè�,
îïèñàííóþ â ïàðàãðàôå 7.1.4. À èìåííî, ïóñòü Xn � ýòî ïðîñòðàíñòâà
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïîëó÷åííûå èç ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñôåðû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç ñôåðû óäàëÿåòñÿ äèñê äèàìåòðà, ìåíüøåãî
1/n è âìåñòî íåãî ïðèêëåèâàåòñÿ ðó÷êà, (âíóòðåííèé!) äèàìåòð êîòîðîé
ìåíüøå, ÷åì 1/n. Äîêàæèòå, ÷òî Xn GH−→ S2.

Ëþáîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
êàê ïðåäåë êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ (ïðèìåð 7.4.9), îäíàêî êîíå÷íûå ïðî-
ñòðàíñòâà (êðîìå îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà) íå ìîãóò íåñòè âíóòðåííåé
ìåòðèêè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ðîëü, àíàëîãè÷íóþ
ðîëè êîíå÷íûõ (íóëüìåðíûõ) ïðîñòðàíñòâ, èãðàþò îäíîìåðíûå ïðîñò-
ðàíñòâà, ò.å. ãðàôû. Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íûé ìåòðè÷åñêèé ãðàô �
ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïîëó÷åííîå ïóòåì ñêëåèâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ èçîìåòðè÷íî îòðåçêó ïðÿìîé.
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáùèìè òî÷êàìè îòðåçêîâ áûëè òîëüêî
èõ êîíöû. Ðàâíîñèëüíî, êîíå÷íûé ìåòðè÷åñêèé ãðàô � ýòî êîíå÷íûé
òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô, ñíàáæåííûé âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Ïðåäëîæåíèå 7.5.5. Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðåäåë êîíå÷íûõ ãðàôîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Âîçüìåì ìàëåíüêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ε è δ (ãäå δ ìíîãî ìåíüøå,
÷åì ε) è âûáåðåì êîíå÷íóþ δ-ñåòü â X. Çàòåì ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ãðàô G: ñåòü S îáðàçóåò ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G è äâå òî÷êè x, y ∈ S
ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |xy| < ε, ïðè÷åì äëèíó
ýòîãî ðåáðà ïîëàãàåì ðàâíîé |xy|.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè δ äîñòàòî÷íî ìàëî, òî G ÿâëÿåòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé
äëÿ X (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì 7.4.10), ñêàæåì, äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü,
÷òî δ < 1

4ε2/diam(X). Ðàññìàòðèâàåì S è êàê ïîäìíîæåñòâî X, è êàê
ïîäìíîæåñòâî G. Î÷åâèäíî, S ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ,
à |xy|G ≥ |xy| äëÿ âñåõ x, y ∈ S, ãäå | · |G îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå â G.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî |xy|G ≤ |xy|+ ε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ êðàò÷àéøóþ â X, ñîåäèíÿþùóþ x è y. Âûáåðåì
n òî÷åê x1, . . . , xn, ãäå n ≤ 2L(γ)/ε, ðàçáèâàþùèõ γ íà èíòåðâàëû äëèíû
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íå áîëåå ε/2. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà yi ∈ S, ÷òî
|xiyi| ≤ δ. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì x0 = y0 = x è xn+1 = yn+1 = y. Çàìåòèì,
÷òî |yiyi+1| ≤ |xixi+1| + 2δ < ε äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
óñëîâèè, ÷òî δ < ε/4, òî÷êè yi è yi+1 ñîåäèíåíû â ãðàôå G ðåáðî. Òîãäà

|xy|G ≤
n∑

i=0

|yiyi+1| ≤
n∑

i=0

|yiyi+1|+ 2δn = |xy|+ 2δn.

Íàïîìíèì, ÷òî n ≤ 2L(γ)/ε ≤ 2 diam(X)/ε; ñëåäîâàòåëüíî

|xy|G ≤ |xy|+ δ · 4 diam(X)
ε

< |xy|+ ε,

åñëè òîëüêî δ < 1
4ε2/diam(X).

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü êîíå÷íûé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé X.
Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, ñõîäÿùèõñÿ
ê X. ¤

Óïðàæíåíèå 7.5.6. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïðåäåë ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó êîíå÷íûõ ãðàôîâ, èçîìåòðè÷íî âëîæåííûõ â X, ò.å.
òîïîëîãè÷åñêèõ ãðàôîâ, âëîæåííûõ â X è ñíàáæåííûõ èíäóöèðîâàííîé
âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóéòå òó æå êîíñòðóêöèþ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, íî ïðîâîäèòå ðåáðà â X êàê êðàò÷àéøèå, äîáàâëÿÿ
íîâûå âåðøèíû, êîãäà ýòè êðàò÷àéøèå ïåðåñåêàþòñÿ. ×òîáû èçáåæàòü
ïàòîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
âåðøèí, ïîêàæèòå, ÷òî êðàò÷àéøèå ìîæíî âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ ïóñòî, îäíà òî÷êà èëè èíòåðâàëû íà
îáåèõ êðàò÷àéøèõ.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 7.5.5, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ε → 0. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãðàôû ñòàíîâÿòñÿ âñå ñëîæíåå è ñëîæíåå. Ýòî íå äåôåêò
ýòîé êîíêðåòíîé êîíñòðóêöèè, à ñëåäñòâèå îáùåãî ïðåïÿòñòâèÿ, ñì.
ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 7.5.7. 1. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è {Xn}∞n=1 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, èìåþùèõ íå áîëåå N ðåáåð êàæäûé. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ïðåäåë {Xn} ñóùåñòâóåò, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ãðàôîì.

2. Ïóñòü {Xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ãðàôîâ, èìåþùèõ
íå áîëåå N âåðøèí êàæäûé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðåäåë {Xn} ñóùåñòâóåò,
òî îí ÿâëÿåòñÿ (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûì) ãðàôîì.
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7.5.2. Ïðåäåëû â òîïîëîãèè Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Ýòîò ïóíêò
ñîñòîèò èç óïðàæíåíèé, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ äîâîëüíî òðóäíûå. Îíè
äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ìîæåò è ÷òî íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïåðåõîäå
ê ïðåäåëó ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé.

Îáùàÿ çàêîíîìåðíîñòü: â ðàçìåðíîñòÿõ 1 è 2 ìîæíî îæèäàòü õîðîøèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñõîäÿùèìèñÿ ïðîñòðàíñòâàìè è èõ
ïðåäåëîì. Â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñâÿçè ìåæäó
ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè, íî êðîìå ýòîãî íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ.

Ïåðâîå óïðàæíåíèå � ýòî îáùèé ôàêò î ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó (íå õàðàêòåðíûé äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé).
×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü åãî, îïÿòü íàïîìíèì ñôåðû ñ èñ÷åçàþùèìè ðó÷êàìè
èç ïàðàãðàôà 7.1.4. Íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ íåáîëüøèì
èñêàæåíèåì èç ñôåðû â ñôåðó ñ íåáîëüøîé ðó÷êîé, íî ñóùåñòâóåò
ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: ïðîñòî ñïðîåêòèðóéòå
ýòó ïîâåðõíîñòü íà ñôåðó.
Óïðàæíåíèå 7.5.8. (a) Ïóñòü X � åäèíè÷íûé øàð â Rn, {Xn}∞n=1 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ, ïðè÷åì Xn GH−→ X. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
fn : Xn → X, ÷òî fn ÿâëÿþòñÿ εn-èçîìåòðèÿìè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
εn → 0.

Äîêàæèòå òî æå ñàìîå, åñëè X � ýòî
(b) åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü S1;
(c) ñôåðà Sn−1;
(d) n-ìåðíûé òîð Tn = S1 × · · · × S1;
(e) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíîå îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ

âûøå;
(f) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå êîìïàêòíîìó ãëàäêîìó

ìíîãîîáðàçèþ.
(g) Äîêàæèòå òî æå ñàìîå ïðè áîëåå ñëàáûõ (íàñòîëüêî, íàñêîëüêî

ýòî âîçìîæíî) òîïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà X.
Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ñëåäñòâèåì 7.3.28, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(âîçìîæíî ðàçðûâíûõ) îòîáðàæåíèé, à çàòåì ïðèáëèçüòå ýòè îòîáðàæåíèÿ
íåïðåðûâíûìè.
Óïðàæíåíèå 7.5.9. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, Xn GH−→ S1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâà Xn íå îäíîñâÿçíû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ïîäñêàçêà.Ïóñòü {fn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé èç ïðåäûäóùåãî
óïðàæíåíèÿ. Ïîñòðîéòå �ïî÷òè ïîäíÿòèå� îêðóæíîñòè â Xn, à èìåííî,
çàìêíóòóþ êðèâóþ â Xn, êîòîðàÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îòîáðàæàåòñÿ íà
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îêðóæíîñòü �ïî÷òè èçîìåòðè÷íî�. À çàòåì ïîêàæèòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ íå
ñòÿãèâàåìà.
Çàìå÷àíèå 7.5.10. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Xn â ïîñëåäíåì
óïðàæíåíèè èìåþò âíóòðåííèå ìåòðèêè. ×òîáû ïîíÿòü ïðè÷èíó, ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}, ãäå Xn � äóãà îêðóæíîñòè S1 äëèíû 2π − 1

n ,
ñíàáæåííàÿ ñóæåíèåì íà íåå ìåòðèêè îêðóæíîñòè (íå âíóòðåííåé).
Óïðàæíåíèå 7.5.11. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ
ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, Xn GH−→ X
è ïóñòü fn � îòîáðàæåíèÿ èç óïðàæíåíèÿ 7.5.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îòîáðàæåíèÿ fn èíäóöèðóþò ñþðúåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâà Xn îäíîñâÿçíû, òî è X îäíîñâÿçíî.
Ïîäñêàçêà. Ñìîòðèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 7.5.12. Ïóñòü {Bn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ ñòàíäàðòíîìó åäèíè÷íîìó äâóìåðíîìó
êðóãó B, ïðè÷åì Bn GH−→ B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà
ε > 0 è ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà pn ∈ Bn,
÷òî dist(pn, ∂Bn) > 1− ε.

Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå, ÷òî â Bn ñóùåñòâóåò æîðäàíîâà êðèâàÿ, îáðàç
êîòîðîé â B áëèçîê(â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ìåòðèêè) ê ∂B. Ýòà êðèâàÿ
îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü â Bn. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíòðó B â ñìûñëå àïïðîêñèìàöèè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó. Ýòó òî÷êó ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå pn.
Óïðàæíåíèå 7.5.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ S2, íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê

(a) ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó äèñêó B;
(b) ïðîñòðàíñòâó, ãîìåîìîðôíîìó B.

Óïðàæíåíèå 7.5.14. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ S2 è ñõîäÿùèõñÿ ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó ê ïðîñòðàíñòâó X, òàêæå ãîìåîìîðôíîìó S2. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ fn : Xn → X ñ
dis(fn) → 0.
Óïðàæíåíèå 7.5.15. 1. Ïóñòü {Xn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ S2 è ñõîäÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðîñòðàíñòâó X. Äîêàæèòå, ÷òî X íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäìíîæåñòâà,
ãîìåîìîðôíîãî òðåõìåðíîìó äèñêó.

2. Äîêàæèòå òî æå ñàìîå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn} êîìïàêòíûõ
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ
ðîäû (÷èñëî ðó÷åê è ïëåíîê) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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3. Ïîêàæèòå, ÷òî áåç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðîäà,
ïðåäåë {Xn} ìîæåò áûòü ëþáûì êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. (Ñðàâíèòå ñ ïðåäëîæåíèåì 7.5.5 è óïðàæíåíèåì 7.5.7.)

Ïîäñêàçêà ê 1 è 2. Ñóùåñòâóåò ãðàô, êîòîðûé ìîæåò (ñîîòâåòñòâåííî,
ëþáîé ãðàô ìîæåò) áûòü òîïîëîãè÷åñêè âëîæåí â òðåõìåðíûé äèñê, íî
íå â Xn.

Áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ, ïðèâåäåííûõ â ýòîé ãðóïïå óïðàæíåíèé, âûïîëíÿþòñÿ
ëèøü â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå êîíòðïðèìåðû ê
èõ ìíîãîìåðíûì àíàëîãàì.
Óïðàæíåíèå 7.5.16. Ïóñòü B � ñòàíäàðòíûé òðåõìåðíûé øàð. Ïîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî B′ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíîå B è òàêîå, ÷òî dGH(B, B′) < ε, à ∂B′ ÿâëÿåòñÿ
ε-ñåòüþ â B′ (ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 7.5.12).

Ïîäñêàçêà. Âäàâèòå ãðàíèöó âíóòðü øàðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà
ñòàëà ε-ñåòüþ, íî âíóòðåííèå ðàññòîÿíèÿ â øàðå èçìåíèëèñü áû íå
ñèëüíî.
Óïðàæíåíèå 7.5.17. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ S3 è ñõîäÿùèõñÿ ê òðåõìåðíîìó
øàðó (ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 7.5.13).

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå óäâîåíèå ïðîñòðàíñòâà B′ èç ïðåäûäóùåãî
óïðàæíåíèÿ (ò.å. ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ äâóõ èçîìåòðè÷íûõ êîïèé B′

âäîëü èçîìåòðèè ãðàíèö).
Óïðàæíåíèå 7.5.18. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ïðîñòðàíñòâ
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãîìåîìîðôíûõ S3 è òàêèõ, ÷òî Xn GH−→ S3, íî
íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà èç Xn â S3 ñ èñêàæåíèåì ìåíüøèì, ÷åì
1/10 (ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 7.5.15).
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Ãåîìåòðèÿ êðóïíîãî
ìàñøòàáà

×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå, î ÷åì ïîéäåò ðå÷ü â ýòîé ãëàâå, âîîáðàçèòå
ñåáå èçìåðèòåëüíûé èíñòðóìåíò, êîòîðûé ñïîñîáåí èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ,
ñêàæåì, ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîãî êèëîìåòðà. Òàêîé ïðèáîð áåñïîëåçåí äëÿ
èíæåíåðà, ïðîåêòèðóþùåãî êóçîâ àâòîìîáèëÿ, îäíàêî îí ïðåâîñõîäåí
äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì
êàê ðàç òàêèå ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, äëÿ êîòîðûõ íàø èçìåðèòåëüíûé
ïðèáîð áûë áû â ñàìûé ðàç. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñîáèðàåìñÿ íå ðàçëè÷àòü
äâå ìåòðèêè, åñëè ðàññòîÿíèÿ â íèõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà
íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû áóäåì èññëåäîâàòü
òå ñâîéñòâà, êîòîðûå îäèíàêîâû ó ïðîñòðàíñòâ, íàõîäÿùèõñÿ íà êîíå÷íîì
ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Íàïðèìåð,
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà â íåì (ñ ìåòðèêîé,
ÿâëÿþùåéñÿ ñóæåíèåì åâêëèäîâîé ìåòðèêè íà ðåøåòêó) âûãëÿäÿò ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè. Êîíå÷íî, íèêàêèå ëîêàëüíûå
ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ íå âûæèâàþò ïðè òàêîé ïîäìåíå, íî ìíîãèå
ãëîáàëüíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì äîïóñêàòü åùå ìåíåå òî÷íîå �èçìåðåíèå
ðàññòîÿíèé�. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð, êîòîðûé
ìîæåò îøèáàòüñÿ â äåñÿòü ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòèííûì ðàññòîÿíèåì è,
êðîìå ýòîãî, äîïóñêàòü ïîãðåøíîñòü â îäèí êèëîìåòð. Óäèâèòåëüíî, íî
òàêîé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, îòëè÷èòü åâêëèäîâó ïëîñêîñòü
îò ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. (Âîïðîñ òàêîãî ðîäà, êàñàþùåéñÿ ôèçè÷åñêîé
âñåëåííîé, � ýòî èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè è ôèçèêè.
Óâû, íàøè ðåàëüíûå ïðèáîðû åùå íå ñòîëü õîðîøè.)
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8.1. Ïðåäåëû ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó äëÿ
íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îáû÷íàÿ ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó íå ñëèøêîì
ïîëåçíà â ñëó÷àå íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ
ÿâíàÿ àíàëîãèÿ ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ ôóíêöèé â ôèêñèðîâàííîé
îáëàñòè çàäàíèÿ. Åñëè îáëàñòü êîìïàêòíà, òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è øèðîêî èñïîëüçóåìûì ïîíÿòèåì, íî îíà ñòàíîâèòñÿ
ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì òðåáîâàíèåì ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîìïàêòíûõ
îáëàñòåé çàäàíèÿ. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λnf}, ãäå f � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ è {λn} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî ïðîñòî â ñèëû íåîãðàíè÷åííîñòè f .
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåíåå
îãðàíè÷èòåëüíîå ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè çàäàíèÿ.

Òàêîé æå ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó äëÿ íåêîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðóáî ãîâîðÿ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ {Xn} ñõîäèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó
X, åñëè äëÿ êàæäîãî r > 0 øàðû ðàäèóñà r â Xn ñ öåíòðàìè â íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ (êàê êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà) ê øàðó ðàäèóñà r â X. Íàñòîÿùåå îïðåäåëåíèå (ñì. íèæå, îï-
ðåäåëåíèå 8.1.1) ñëîæíåå, íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíî îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîñèëüíûì ýòîìó îïèñàíèþ.

×òîáû ïîíÿòü îòëè÷èå ýòîãî ïîäõîäà îò îáû÷íîé ñõîäèìîñòè ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åâêëèäîâûõ ñôåð
ñ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèìè ðàäèóñàìè. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî r >
0 Ìíîæåñòâà â ýòèõ ñôåðàõ, èìåþùèå äèàìåòðû, íå ïðåâîñõîäÿùèå
ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî r, áóäóò âûãëÿäåòü âñå áîëåå è áîëåå ïîõîæèìè
íà ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, íî ñàìè ñôåðû íå ñòàíîâÿòñÿ
áëèçêèìè ê ïëîñêîñòè â êàêîì ëèáî ñìûñëå. Íà ñàìîì äåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýòèõ ñôåð íå èìååò ïðåäåëà â ñìûñëå îáû÷íîé ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó, íî îíà ñõîäèòñÿ ê ïëîñêîñòè â ñìûñëå áîëåå îáùåãî îïðåäåëåíèÿ,
êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ñôîðìóëèðóåì.

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. Ïóíêòèðîâàííûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
(èëè ïðîñòðàíñòâîì ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé) íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, p), ñîñòîÿùàÿ
èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è òî÷êè p ∈ X.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(Xn, pn)}∞n=1 ïóíêòèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ê ïóíêòèðîâàííîìó ìåòðè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó (X, p), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîãî
r > 0 è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, ÷òî äëÿ
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êàæäîãî n > n0 íàéäåòñÿ (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå
f : Br(pn) → X òàêîå, ÷òî:

(1) f(pn) = p;
(2) dis f < ε;
(3) ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà f(Br(pn)) ñîäåðæèò øàð Br−ε(p).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (Xn, pn) GH−→ (X, p) äëÿ òàêîé
ñõîäèìîñòè.
Óïðàæíåíèå 8.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
ñõîäèìîñòü ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ è îáû÷íàÿ ñõîäèìîñòü ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó ðàâíîñèëüíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

1. Èç (Xn, pn) GH−→ (X, p) ñëåäóåò, ÷òî Xn GH−→ X.
2. Åñëè Xn GH−→ X è p ∈ X, òî â êàæäîì Xn ìîæíî âûáðàòü òî÷êó pn

òàê, ÷òî (Xn, pn) GH−→ (X, p).

Ïåðâîå óñëîâèå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ìíîæåñòâî f(Br(pn)) ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà r + ε ñ öåíòðîì â p.
Îòñþäà è èç òðåòüåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò (ïî ñëåäñòâèþ 7.3.28), ÷òî øàð
Br(pn) â Xn ëåæèò íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà ε îò íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
X, ñîäåðæàùåãîñÿ â øàðå ðàäèóñà r+ε è ñîäåðæàùåãî øàð ðàäèóñà r−ε;
îáà øàðà � ñ öåíòðîì â p.

Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, òî ïîñëåäíåå çàêëþ÷åíèå
îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ øàðîâ ðàäèóñà r âìåñòî íåèçâåñòíîãî ïîäìíîæåñòâà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî r > 0 øàðû â Xn ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè
â pn ñõîäÿòñÿ (â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà) ê øàðó â X ðàäèóñà r
ñ öåíòðîì â p. Â îáùåì ñëó÷àå (òî åñòü, åñëè ìåòðèêà íå îáÿçàòåëüíî
âíóòðåííÿÿ) òàêîå óïðîùåíèå íåïðàâîìåðíî (ñì. óïðàæíåíèÿ íèæå).
Óïðàæíåíèå 8.1.3. Ïóñòü (Xn, pn) GH−→ (X, p), ãäå X � ïðîñòðàíñòâî ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî Br(pn) GH−→ Br(p) ïðè ëþáîì r > 0.
Óïðàæíåíèå 8.1.4. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî X � ïðîñòðàíñòâî ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîéòå òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Xn} êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñõîäÿùóþñÿ ê êîìïàêòíîìó
ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X, ÷òî ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ øàðîâ â Xn, ñõîäÿùèõñÿ ê çàìêíóòîìó åäèíè÷íîìó
øàðó â X.

Ñõîäèìîñòü øàðîâ íå âëå÷åò ñàìà ïî ñåáå ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Ïåðâîå óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ 8.1.1 íåñåò äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ñòàâèò òî÷êè pn è p â îñîáîå ïîëîæåíèå. Ãðóáî
ãîâîðÿ, äîëæíû ñõîäÿòñÿ íå òîëüêî øàðû, íî, îäíîâðåìåííî, è èõ
âûäåëåííûå öåíòðû.
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Óïðàæíåíèå 8.1.5. Ïðèäóìàéòå òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X,
÷òîáû äëÿ äâóõ òî÷åê p, q â íåì øàðû Br(p) è Br(q) áûëè èçîìåòðè÷íû
äëÿ êàæäîãî r > 0, íî íå ñóùåñòâîâàëî áû èçîìåòðèè X íà ñåáÿ,
ïåðåâîäÿùåé p â q.

Ïîäñêàçêà: ïîèùèòå òàêîé ïðèìåð ñðåäè êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü X, p è q � êàê â ïîñëåäíåì óïðàæíåíèè. Ïîëîæèì Xn = X

è pn = q äëÿ âñåõ n ≥ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(Xn, pn)}
ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ íå ñõîäÿòñÿ ê (X, p) íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
Br(pn) GH−→ Br(p) äëÿ êàæäîãî r > 0.

ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóíêòèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñõîäèòñÿ ê ïóíêòèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó (X, p), òî îíà
ñõîäèòñÿ è ê åãî ïîïîëíåíèþ. Ïîýòîìó ìû áóäåì â êà÷åñòâå ïðåäåëîâ ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà,
êàê è ïðè îáû÷íîé ñõîäèìîñòè, ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó áóäåò ïî
ñóùåñòâó åäèíñòâåíåí.

Îïðåäåëåíèå 8.1.6. Äâà ïóíêòèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà
(X, p) è (X ′, p′) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
èçîìåòðèÿ f : X → X ′, ÷òî f(p) = p′. Òàêîå îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ
èçîìåòðèåé ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ èç (X, p) íà (X ′, p′).

Òåîðåìà 8.1.7. Ïóñòü (X, p) è (X ′, p′) � äâà (ïîëíûõ) ïðîñòðàí-
ñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäåëàìè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îäíîé è òîé æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(Xn, pn)}∞n=1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X îãðàíè÷åíî
êîìïàêòíî. Òîãäà (X, p) è (X ′, p′) èçîìåòðè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äàäèì çäåñü òîëüêî íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà; åãî
äåòàëè àíàëîãè÷íû äåòàëÿì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.3.30. Çàôèêñèðóåì
r > 0 è ε > 0, è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî
ãàðàíòèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì 8.1.1. Ïî ýòîìó îòîáðàæåíèþ íàéäåì òàêîå
ñîîòâåòñòâèå Rr,ε ìåæäó íåêîòîðûìè ìíîæåñòâàìè Yr,ε ⊂ X è Y ′

r,ε ⊂
X ′, ÷òî a) Yr,ε è Y ′

r,ε ñîäåðæàò øàðû ðàäèóñà r − ε è ñîäåðæàòñÿ â
øàðàõ ðàäèóñà r + ε; b) öåíòðàìè ýòèõ øàðîâ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè p è
p′, ñîîòâåòñòâåííî; c) òî÷êè p è p′ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó è d)
disRr,ε < ε.

Ñîïîñòàâèâ êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Yε îäíó èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
åé òî÷åê, ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå fr,ε : Yr,ε → Y ′

r,ε, ïåðåâîäÿùåå p
â p′ è ñ èñêàæåíèåì < ε. Èñïîëüçóÿ êàíòîðîâ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ
ñíà÷àëà ïðè ε → 0 è çàòåì ïðè r → ∞, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîõðàíÿþùåå
ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå èç âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà X â X ′.
Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äî ñîõðàíÿþùåãî ðàññòîÿíèÿ
îòîáðàæåíèÿ f : X → X ′ òàêîãî, ÷òî f(p) = p′. Òàê êàê f ñîõðàíÿåò
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ðàññòîÿíèÿ, îíî ïåðåâîäèò êàæäûé øàð Br(p) ⊂ X â ñîîòâåòñòâóþùèé
øàð Br(p′) ⊂ X ′.

Êðîìå òîãî, îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèÿõ fr,ε ÿâëÿþòñÿ ε-ñåòÿìè â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà X ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
øàðû Br(p′) ⊂ X ′ òîæå êîìïàêòíû (ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 7.3.31).
Ïîýòîìó àíàëîãè÷íîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå f ′ : X ′ → X
òîæå ñóùåñòâóåò. Îòñþäà, ââèäó êîìïàêòíîñòè øàðîâ, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî r > 0 ñóæåíèå f íà Br(p) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà Br(p′).
Ñëåäîâàòåëüíî f � èçîìåòðèÿ íà X ′. ¤

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
ïóíêòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åíî êîìïàêòíû. Ýòî ñâîéñòâî,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå.

Óïðàæíåíèå 8.1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Xn, pn) GH−→ (X, p), ãäå ïðîñò-
ðàíñòâà Xn îãðàíè÷åíî êîìïàêòíû, à X� ïîëíîå. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
X òîæå îãðàíè÷åíî êîìïàêòíî.

Áîëüøåé ÷àñòè ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó êîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóþò èõ �äâîéíèêè� äëÿ ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ
òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 8.1.9. Ïóñòü (Xn, pn) GH−→ (X, p), ãäå Xn � ïðîñòðàíñòâà ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à X � ïîëíîå. Òîãäà ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà
X � òîæå âíóòðåííÿÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî � òî÷íî òàêîå æå, êàê òåîðåìû 7.5.1.
¤

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðñèþ òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè
äëÿ ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 8.1.10. Ïóñòü X � íåêîòîðûé êëàññ ïóíêòèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäûõ r > 0 è ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå N = N(r, ε), ÷òî äëÿ êàæäîãî (X, p) ∈ X øàðà Br(p) ⊂ X
íàéäåòñÿ ε-ñåòü èç íå áîëåå,÷åì N(r, ε) òî÷åê. Òîãäà êëàññ X ïðåäêîìïàêòåí
â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ èç X

ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
7.4.15. Êàê è òàì, ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü êàíòîðîâ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ
äâàæäû, ñíà÷àëà ïðè ε → 0, à çàòåì � ïðè r →∞. ¤
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8.2. Êàñàòåëüíûé è àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñû
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùèì îáñóæäàâøèåñÿ â ïàðàãðàôå 7.1 ïîíÿòèÿ
êàñàòåëüíîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñîâ, íà ñëó÷àé àáñòðàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X è ÷èñëó λ > 0
ìîæíî ïîñòðîèòü �ãîìîòåòè÷íîå� åìó ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî λX,
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî, íî ñ ìåòðèêîé,
ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé óìíîæåíèåì íà λ. Â ñëó÷àå ïóíêòèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, p) èçìåíåíèå ìàñøòàáà åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ïóíêòèðîâàííîìó
ïðîñòðàíñòâó (λX, p).
Îïðåäåëåíèå 8.2.1. Ïóíêòèðîâàííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, p)
íàçûâàåòñÿ êîíóñîì åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ
ìàñøòàáà, òî åñòü, åñëè äëÿ ëþáîãî λ > 0 ïðîñòðàíñòâà (λX, p) è (X, p)
èçîìåòðè÷íû êàê ïóíêòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì â ïóíêòå 3.6.2
êîíóñîì íàä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

8.2.1. Êàñàòåëüíûé êîíóñ. Êàñàòåëüíûé êîíóñ � ëîêàëüíîå ïîíÿòèå,
è îíî íå îòíîñèòñÿ ê ãåîìåòðèè êðóïíîãî ìàñøòàáà. Òåì íå ìåíåå ìû
ðàññìîòðèì åãî çäåñü, òàê êàê åãî îïðåäåëåíèå â íåêîòîðîì ñìûñëå
àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà.
Îïðåäåëåíèå 8.2.2. Ïóñòü X � (îãðàíè÷åíî êîìïàêòíîå) ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, p ∈ X. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (λX, p) ïðè λ → ∞, òî îí íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíûì êîíóñîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå p.

Êàê îáû÷íî, �ïðåäåë ïðè λ → ∞� ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë ïî
ëþáîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé λ
(ïðåäåë äîëæåí ñóùåñòâîâàòü äëÿ êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
íå çàâèñåòü îò åå âûáîðà).

Îòìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì. Åãî îñîáàÿ òî÷êà (åå åñòåñòâåííûé �ïðàðîäèòåëü� �
òî÷êà p) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà. Êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí èçîìåòðè÷åí ñâîåìó îáðàçó ïðè ëþáîì
èçìåíåíèè ìàñøòàáà (èìååòñÿ â âèäó èçîìåòðèÿ ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ).
Êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì èíâàðèàíòîì èñõîäíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà: îí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè.

Òî÷íåå, åñëè U � îêðåñòíîñòü òî÷êè p ⊂ X, òî êàñàòåëüíûå êîíóñû
ïðîñòðàíñòâ U è X â òî÷êå p èçîìåòðè÷íû. Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ.
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Êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.2.1.
Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ:
Óïðàæíåíèå 8.2.3. Ïóñòü {(Xn, pn)}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóíêòèðîâàííûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è (Xn, pn) GH−→ (X, p). Äîêàæèòå, ÷òî (λXn, pn) GH−→
(λX, p) äëÿ ëþáîãî λ > 0.
Óïðàæíåíèå 8.2.4. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.
Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà M
ñóùåñòâóåò è èçîìåòðè÷åí Rn.
Óïðàæíåíèå 8.2.5. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà,
êàê îí áûë îïðåäåëåí â ïóíêòå 7.1.1, ÿâëÿåòñÿ òàêæå êàñàòåëüíûì
êîíóñîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.
Çàìå÷àíèå 8.2.6. Â ïóíêòå 3.6.6 ìû ââåëè äðóãóþ ëîêàëüíóþ êîíñòðóêöèþ,
ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â òî÷êå. Íà ñàìîì äåëå äëÿ �õîðîøèõ� ïðîñòðàíñòâ
ýòè äâå êîíñòðóêöèè íåñóò îäíó è òó æå èíôîðìàöèþ; êðîìå òîãî
êàñàòåëüíûé êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îêàçûâàåòñÿ íå ÷åì èíûì,
êàê êîíóñoì íàä ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé.
8.2.2. Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ.
Îïðåäåëåíèå 8.2.7. Ïóñòü X � (îãðàíè÷åíî êîìïàêòíîå) ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî è p ∈ X. Ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïóíêòèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ (λX, p) ïðè λ → 0, åñëè òîëüêî îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâà X,
èëè êîíóñîì ïðîñòðàíñòâà X íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 8.2.8. Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ íå çàâèñèò îò âûáîðà
îòïðàâíîé òî÷êè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (C, o) � àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ïðîñòðàíñòâà
X, ïîñòðîåííûé ïî òî÷êå p ∈ X, è ïóñòü p′ ∈ X � äðóãàÿ òî÷êà. Íàì
íàäî äîêàçàòü, ÷òî (λX, p′) → (C, o) ïðè λ → 0. Ïóñòü f : λX → C �
îòîáðàæåíèå èç îïðåäåëåíèÿ8.1.1 ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
(äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0). çàìåíèì f íà îòîáðàæåíèå f ′ : λX → C,
îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: f ′(x) = f(x) ïðè âñåõ x 6= p′,
è f ′(p′) = o. Ìû ñäâèíóëè îáðàç îäíîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå, íå
ïðåâîñõîäÿùåå λ|pp′| + ε; ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ
8.1.1 îñòàþòñÿ âûïîëíåííûìè è äëÿ p′ âìåñòî p, íî ñ çàìåíîé ε íà
2ε + λ|pp′| (ïðîâåðüòå ýòî!). Òàê êàê ε è λ ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè ïðè ôèêñèðîâàííîì |pp′|, òî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
ñõîäèìîñòü. ¤
Óïðàæíåíèå 8.2.9. Äîêàæèòå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà, êàê îí áûë îïðåäåëåí â ïóíêòå 7.1.2, ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêèì
êîíóñîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.
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Óïðàæíåíèå 8.2.10. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,
ïðè÷åì dGH(X, Y ) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé
êîíóñ, òî åãî èìååò è Y , ïðè÷åì ýòè êîíóñû èçîìåòðè÷íû.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ëåæèò íà êîíå÷íîì
ðàññòîÿíèè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó îò íåêîòîðîãî êîíóñà Y , òî Y ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì äëÿ X.

Óïðàæíåíèå 8.2.11. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåòêà, îïèñàííàÿ â ïóíêòå 7.1.3,
èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ, êîòîðûé èçîìåòðè÷åí R2

1.

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå îáîáùàåò ïîñëåäíåå. Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ
÷èòàòåëü íàéäåò â ïóíêòå 8.5.1.

Óïðàæíåíèå 8.2.12. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Zn è ñèììåòðè÷íîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî S åå îáðàçóþùèõ. Ïóñòü d � ìåòðèêà ñëîâ, ïîðîæäåííàÿ S,
à ‖ · ‖ � òàêàÿ íîðìà â Rn, ÷òî åå åäèíè÷íûé øàð ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C
(çàâèñÿùàÿ îò S), ÷òî

‖x− y‖ ≤ d(x, y) ≤ ‖x− y‖+ C

äëÿ âñåõ x, y ∈ Zn.
Â ÷àñòíîñòè, ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó (Zn, d) è

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì (Rn, ‖ ·‖) êîíå÷íî (íå ïðåâîñõîäèò C), è,
ñëåäîâàòåëüíî, (Rn, ‖·‖) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì äëÿ (Zn, d).

Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî
êîíóñà � íå ñòîëü óæ îáùåå ÿâëåíèå, êàê ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü.

Óïðàæíåíèå 8.2.13. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü H2 íå
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà.

Ïîäñêàçêà: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ 1
nBn(p), n ∈ N, p ∈ H2, íå

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå îãðàíè÷åííîé.

Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ïðè÷èíà, ïî÷åìó ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü íå
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå øàðû
ðàäèóñîâ, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ðàñòóò ñëèøêîì áûñòðî. Ñóùåñòâóþò
äðóãèå êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ïðîñëåæèâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
òàêèõ �áûñòðî ðàñòóùèõ� ïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àÿõ, êîãäà àñèìïòîòè÷åñêèé
êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè, âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó, ñëàáûõ ïðåäåëîâ. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü â ýòîé êíèãå òàêèå
îáîáùåíèÿ ïðåäåëà. Óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî �îáîáùåííûì� àñèìïòîòè÷åñêèì
êîíóñîì ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå (è äàæå íå
ëîêàëüíî êîíå÷íîå) äåðåâî.
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Òîé æ öåëè ñëóæèò äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ, òàê íàçûâàåìàÿ èäåàëüíàÿ
ãðàíèöà ïðîñòðàíñòâà; â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè îíà
êðàòêî îïèñàíà â ïóíêòå 5.3.3. Â òî âðåìÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê �êàñàòåëüíûé êîíóñ íà áåñêîíå÷íîñòè�,
èäåàëüíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà �ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé�
íà áåñêîíå÷íîñòè.

8.3. Êâàçè-èçîìåòðèè
8.3.1. Îïðåäåëåíèå è ïåðâûå ïðèìåðû. Êâàçè-èçîìåòðèè � ýòî
àíàëîã áèëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé â ñèòóàöèè êðóïíûõ ìàñøòàáîâ.
Äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàþòñÿ êâàçè-èçîìåòðè÷íûìè, åñëè
îíè áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèé
â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Ñòðîãî ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 8.3.1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ
êâàçè-èçîìåòðè÷íûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
X ′ è Y ′ , ÷òî dGH(X, X ′) < ∞ , dGH(Y, Y ′) < ∞, à ïðîñòðàíñòâà X ′

è Y ′ � áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíû (òî åñòü ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì).

Ìû óâèäèì âñêîðå, ÷òî X ′ è Y ′ äîñòàòî÷íî èñêàòü ñðåäè ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâ X è Y , áîëåå òîãî, ñðåäè ðàçäåëåííûõ ñåòåé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî S ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ
ρ-ñåòüþ, åñëè ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó S è X íå ïðåâîñõîäèò ρ.

Îïðåäåëåíèå 8.3.2. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî
S ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñåòüþ â X, åñëè ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó
X è S êîíå÷íî. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè S ÿâëÿåòñÿ ρ-ñåòüþ â X äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ρ.

Ðàçäåëåííîé ñåòüþ íàçûâàåòñÿ ñåòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçäåëåííîé
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 (íàïîìíèì, ÷òî ñåòü íàçûâàåòñÿ ε-ðàçäåëåííîé,
åñëè |xy| ≥ ε äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ S).

Êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñîäåðæèò ε-ðàçäåëåííóþ ñåòü
äëÿ ëþáîãî ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ ε-ðàçäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ X. Ìàêñèìàëüíîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè S ( S′, òî ìíîæåñòâî S′ íå ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçäåëåííûì.
Òàêîå S áóäåò ε-ñåòüþ; äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ X, äëÿ
êîòîðîé dist(x, S) ≥ ε, òî ìíîæåñòâî S′ = S ∪ {x} òîæå ÿâëÿåòñÿ ε-
ðàçäåëåííûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè S.

Ïóñòü X, Y, X ′, Y ′ � ïðîñòðàíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 8.3.1. Òàê êàê
dGH(X, X ′) < ∞ è dGH(Y, Y ′) < ∞, òî íàéäóòñÿ îòîáðàæåíèÿ f1 : X →
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X ′ è f2 : Y ′ → Y , èìåþùèå êîíå÷íûå èñêàæåíèÿ è òàêèå, ÷òî îáðàçû
f1(X) è f2(Y ′) ÿâëÿþòñÿ ñåòÿìè â X ′ è Y , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü g : X ′ →
Y ′ � áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì, è λ = max{dil g, dil g−1}. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå f èç X â Y ðàâåíñòâîì f = f2 ◦ g ◦ f1 Òîãäà

(8.1) 1
λ
|xy| − C ≤ |f(x)f(y)| ≤ λ|xy|+ C

äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ãäå C = dis(f2) + λdis(f1).

Îïðåäåëåíèå 8.3.3. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ êâàçè-èçîìåòðèåé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå
C ≥ 0 è λ ≥ 1, ÷òî íåðàâåíñòâî (8.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x, y ∈ X.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ âûøå êâàçè-èçîìåòðèÿ f : X → Y îáëàäàåò
äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì: îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ â Y . Áîëåå òîãî,
îáðàç ëþáîé ñåòè â X ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ â Y . ×òîáû ýòî äîêàçàòü, çàìåòèì,
÷òî êàæäîå èç îòîáðàæåíèé f1, f2 è g ïåðåâîäèò ñåòü ñíîâà â ñåòü.

Òåïåðü âûáåðåì ∆-ðàçäåëåííóþ ñåòü S ∈ X äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
∆, èìåííî, ∆ > (2λ + 1)C, ãäå λ è C � òå æå , ÷òî â (8.1). Òîãäà èç (8.1)
ñëåäóåò, ÷òî

1
2λ
|xy| ≤ |f(x)f(y)| ≤ (λ + 1)|xy|

äëÿ âñåõ x, y ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ áèëèïøèöåâûì ãîìåîìîðôèçìîì
ìåæäó S è f(S). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âìåñòîX ′ è Y ′ in îïðåäåëåíèå 8.3.1
ìîæíî èñïîëüçîâàòü S è f(S). Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 8.3.4. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y
ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) X è Y � êâàçè-èçîìåòðè÷íû;
(ii) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàçè-èçîìåòðèÿ f : X → Y , ÷òî îáðàç

f(X) ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ â Y ;
(iii) X è Y ñîäåðæàò áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôíûå ðàçäåëåííûå ñåòè.

¤

Ñëåäñòâèå 8.3.5. Êâàçè-èçîìåòðè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ.
Òðàíçèòèâíîñòü ñëåäóåò èç ïóíêòà (ii) ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. ¤

Ïðèìåð 8.3.6. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm íå êâàçè-èçîìåòðè÷íû
ïðè m 6= n. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì ðàçäåëåííóþ ñåòü S â Rn

è äëÿ êàæäîãî R > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç N(R) ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç S,
ñîäåðæàùèõñÿ â øàðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå. Òàê êàê S ÿâëÿåòñÿ
ðàçäåëåííîé ñåòüþ, ñêàæåì, ε-ðàçäåëåííîé r-ñåòüþ, òî øàðû ðàäèóñà
(ε/2) ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà S ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à
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øàðû ðàäèóñà r ïîêðûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê îáúåì øàðà
ïðîïîðöèîíàëåí n-îé ñòåïåíè åãî ðàäèóñà, ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé
îöåíêå äëÿ N(R):

(R− r)n

rn
≤ N(R) ≤ (R + ε/2)n

(ε/2)n
,

èëè, ïîïðîñòó
cRn ≤ N(R) ≤ CRn

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R. Çäåñü c è C � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå. Òàêîå ñâîéñòâî ñåòè î÷åâèäíî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè áèëèïøèöåâûõ
îòîáðàæåíèÿõ, îäíàêî íèêàêàÿ ðàçäåëåííàÿ ñåòü â Rm íå îáëàäàåò òàêèì
ñâîéñòâîì, åñëè m 6= n (èáî ïî òàêèì æå ïðè÷èíàì ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåëè÷èíà äëÿ Rm çàêëþ÷åíà ìåæäó cRm è CRm).

Àíàëîãè÷íî, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà íå êâàçè-èçîìåòðè÷íî íè ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè íè ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, èáî ïëîùàäè (èëè îáúåìû)
ãèïåðáîëè÷åñêèõ øàðîâ ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî, êîãäà ðàäèóñû èäóò ê
áåñêîíå÷íîñòè.
Óïðàæíåíèå 8.3.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Hm

è Hn íå êâàçè-èçîìåòðè÷íû, åñëè m 6= n.
Ïîäñêàçêà: ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îíè êâàçè-èçîìåòðè÷íû, äîêàæèòå,

÷òî íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ êâàçè-èçîìåòðèÿ èç Hm â Hn. Ïîñëå ýòîãî
ðàññìîòðèòå ñóæåíèå ýòîé êâàçè-èçîìåòðèÿ íà ñôåðû áîëüøîãî ðàäèóñà
â Hm (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî m > n).

8.3.2. Ãðóïïû è îðáèòû. Â ïàðàãðàôå 3.3 ìû óæå îáñóæäàëè ìåòðèêè,
èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû; íèæå ìû ðàññìîòðèì ýòî
ïîíÿòèå â íîâîì êîíòåêñòå.

Ïóñòü G � ãðóïïà, X � ìíîæåñòâî, à ϕ : G×X → X äåéñòâèå ãðóïïû
G íà X (ñì. îïðåäåëåíèå 3.3.5). Êàê îáû÷íî, áóäåì ïèñàòü g(x) âìåñòî
ϕ(g, x). Ãîâîðÿò, ÷òî ìåòðèêà d íà X G-èíâàðèàíòíà (îòíîñèòåëüíî ýòîãî
äåéñòâèÿ), åñëè G äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè, òî åñòü d(g(x), g(y)) = d(x, y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ X, g ∈ G. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåéñòâèÿ
èçîìåòðèÿìè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òîëüêî G-èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè).

Ãîâîðÿò, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû êîêîìïàêòíî, åñëè ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
X/G êîìïàêòíî, è ãîâîðÿò, ÷òî äåéñòâèå êîîãðàíè÷åííî, åñëè X/G
îãðàíè÷åíî. ßñíî, ÷òî åñëè X îãðàíè÷åíî êîìïàêòíî (â ÷àñòíîñòè, åñëè
X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé),
òî êàæäîå êîîãðàíè÷åííîå äåéñòâèå ãðóïïû íà X êîêîìïàêòíî. Îðáèòîé
òî÷êè x ∈ X ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {gx : g ∈
G}; îðáèòà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gx.
Óïðàæíåíèå 8.3.8. Äîêàæèòå, ÷òî îðáèòà òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèå êîîãðàíè÷åííî.



320 8. Ãåîìåòðèÿ êðóïíîãî ìàñøòàáà

Âàæíûì ïðèìåðîì äåéñòâèÿ ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå äåéñòâèå íà ñàìîé
ñåáå ïóòåì óìíîæåíèÿ. Èìåííî, ïîëîæèì X = G è îïðåäåëèì äåéñòâèå
ôîðìóëîé g(h) = gh äëÿ âñåõ g, h ∈ G. Ìåòðèêè G, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî òàêîãî äåéñòâèÿ, íàçûâàþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûìè ìåòðèêàìè
(ýòî íàçâàíèå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïà äåéñòâóåò óìíîæåíèåì
ñëåâà). Åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, ïðèñòàâêó �ëåâî� ìîæíî îïóñòèòü.
Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêè ñëîâ, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ïóíêòå 3.2.3, ÿâëÿëèñü
ëåâîèíâàðèàíòíûìè.

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà G ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèÿìè
îò åå ýëåìåíòîâ äî åäèíèöû ãðóïïû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |g| = d(e, g),
òî d(g, g1) = |g−1g1|. Îáðàòíî, ôóíêöèÿ | · | : G → R çàäàåò ìåòðèêó òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) |e| = 0, |g| > 0 äëÿ âñåõ g 6= 0;
(2) |g−1| = |g| äëÿ âñåõ g;
(3) |g1g2| ≤ |g1|+ |g2|.

(Òðèâèàëüíîå óïðàæíåíèå.)
Îòìåòèì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íà | · | î÷åíü ïîõîæè íà îïðåäåëåíèå íîðìû

íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, íî âñå æå îòëè÷íû îò íåãî. Â ñëó÷àå ìåòðèêè
ñëîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ | · | ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ñàìîãî êîðîòêîãî
ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî äàííûé ýëåìåíò.

Òåïåðü ìû óêàæåì áîëåå îáùèé èñòî÷íèê ïðèìåðîâ ëåâîèíâàðèàíòíûõ
ìåòðèê íà ãðóïïå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãðóïïà G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíî, òî åñòü
g(x) 6= x äëÿ âñåõ x ∈ X è g ∈ G, êðîìå g = e. Òîãäà ðàâåíñòâî
(8.2) dG(g1, g2) = dX(g1(x), g2(x))

îïðåäåëÿåò, äëÿ êàæäîé G-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè dX íà X è êàæäîé
òî÷êè x ∈ X, ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó dG íà G. Ýòî ìîæíî èñòîëêîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìû îòîæäåñòâëÿåì G ñ îðáèòîé Gx è áåðåì ñóæåíèå
ìåòðèêè d íà Gx. Îïðåäåëåííóþ òàê ìåòðèêó dG ìû áóäåì íàçûâàòü
ìåòðèêîé îðáèòû.
Óïðàæíåíèå 8.3.9. Ïóñòü X, dX è G � òå æå, ÷òî è âûøå, x1 è x2 �
òî÷êè â X, à d1 è d2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòðèêè îðáèò. Äîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ d1 − d2 îãðàíè÷åíà.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå èíòåðåñíîé, åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèå
ãðóïïû G ñâîáîäíî è âïîëíå ðàçðûâíî èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ïðîåêòèðîâàíèå
p : X → X/G ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì (íàêðûòèÿ äëÿ âíóòðåííèõ ìåòðèê
îáñóæäàëèñü â ïóíêòå 3.4.2). Òîãäà ìû èìååì åñòåñòâåííîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè íà X/G è G-
èíâàðèàíòíûìè âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè íà X (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.4.16).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé ìåòðèêè íà X/G è òî÷êè y ∈ X/G
ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà G, âûáðàâ ëþáóþ
òî÷êó x ∈ p−1y è âçÿâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòðèêó îðáèòû. Îòìåòèì,
÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x (ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííèõ
àâòîìîðôèçìîâ). Òàê êàê îðáèòà � ýòî â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî p−1(y), òî
ãðóïïà ñ òàêîé ìåòðèêîé èçîìåòðè÷íà ìíîæåñòâó p−1(y) ñ ìåòðèêîé,
ÿâëÿþùåéñÿ ñóæåíèåì ìåòðèêè X íà ýòî ìíîæåñòâî. Åñëè äåéñòâèå
ãðóïïû êîêîìïàêòíî, òî p−1(y) ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ â X, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå
ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó X è ãðóïïîé êîíå÷íî (è òåì ñàìûì
ìîæíî çàìåíèòü X íà ýòó ãðóïïó âî âñåõ ïîñòðîåíèÿõ êðóïíîìàñøòàáíîé
ãåîìåòðèè).
Óïðàæíåíèå 8.3.10. Äîêàæèòå òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå:
îðáèòà êîêîìïàêòíîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåííîé ñåòüþ (ðàçóìååòñÿ,
â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ãðóïïà äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè, ñâîáîäíî è âïîëíå
ðàçðûâíî, à X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé).
Ïðèìåð 8.3.11. Ìåòðèêà ñëîâ (ñì. ïóíêò 3.2.3) âñåãäà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê ìåòðèêà îðáèòû íà ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
×òîáû ïîñòðîèòü òàêèì ïóòåì ìåòðèêó ñëîâ íà ãðóïïå G, äîñòàòî÷íî
âçÿòü â êà÷åñòâå X ãðàô Êýëè ãðóïïû (íà íåì äåéñòâèå ãðóïïû G îï-
ðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì) è âûáðàòü åäèíèöó ãðóïïû â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîé òî÷êè îðáèòû.

Ìåòðèêó îðáèòû ìîæíî ïîñòðîèòü è äðóãèì ñïîñîáîì, âçÿâ â êà÷åñòâå
îòïðàâíîé òî÷êè ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü Y � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé; ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò
óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå p : X → Y . Êðîìå òîãî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà Y åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà X èçîìåòðèÿìè (êàê
ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà íà Y è òî÷êà y ∈ Y îïðåäåëÿþò ëåâîèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(Y, y), à èìåííî, ñóæåíèå íà îðáèòó p−1(y)
ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà X. Íèæå ìû äàåì äðóãîå îïèñàíèå ýòîé ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 8.3.12. Ïóñòü Y � êàê âûøå, y ∈ Y , g ∈ π1(Y, y).
Îïðåäåëèì äëèíó ýëåìåíòà g ðàâåíñòâîì

äëèíà(g) = inf{L(γ) : γ � ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ g ∈ π1(Y, y)}.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè g1, g2 ∈ π1(Y, y) îïðåäåëèì êàê

äëèíó ýëåìåíòà g−1
1 g2.

Óïðàæíåíèå 8.3.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå
çàäàåò òó æå ñàìóþ ìåòðèêó íà π1(Y, y), ÷òî è êîíñòðóêöèÿ, ñâÿçàííàÿ
ñ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì.
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Çàìå÷àíèå 8.3.14. Òàêîå æå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ê äðóãèì
íàêðûòèÿì, îòëè÷íûì îò óíèâåðñàëüíîãî; îäíàêî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû íàêðûòèå áûëî ðåãóëÿðíûì. (Ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü
Y êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ.) Â ýòîì
ñëó÷àå ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé
ãðóïïû π1(Y ).

Ìû óâèäèì âñêîðå, ÷òî äëÿ êîêîìïàêòíîãî äåéñòâèÿ äàííîé (êîíå÷íî-
ïîðîæäåííîé) ãðóïïû âñå âîçìîæíûå ìåòðèêè îðáèò áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû
äðóã äðóãó.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèé êëàññ ìåòðèêè íà ãðóïïå
çàâèñèò òîëüêî îò ãðóïïû, íî íå îò ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
è íå îò äåéñòâèÿ, èñïîëüçóåìîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìåòðèêó. Èç ýòîãî
âûòåêàåò òàêîå çàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå: åñëè ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû
äâóõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé èçîìîðôíû,
òî èõ óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå ïðîñòðàíñòâà êâàçè-èçîìåòðè÷íû.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ëåæèò
íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè (ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó) îò ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, ñíàáæåííîé ìåòðèêîé îðáèòû, è äâå òàêèå
ìåòðèêè áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû (êàê ìû äîêàæåì íèæå).

Òàê êàê âñå ìåòðèêè íà ôèêñèðîâàííîé ãðóïïå áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû,
ìû èìååì ïðàâî ãîâîðèòü î êâàçè-èçîìåòðèè ìåæäó àáñòðàêòíûìè
êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè ãðóïïàìè, âîîáùå íå óêàçûâàÿ êîíêðåòíóþ
ìåòðèêó. Èìåííî, äâå ãðóïïû êâàçè-èçîìåòðè÷íû, åñëè îíè ñòàíîâÿòñÿ
êâàçè-èçîìåòðè÷íûìè, áóäó÷è ñíàáæåííûìè êàêèìè íèáóäü ìåòðèêàìè
ñëîâ.
Ïðèìåð 8.3.15. Ñâîáîäíûå ãðóïïû F2 è F3 ñ äâóìÿ è òðåìÿ îáðàçóþùèìè
(ñíàáæåííûå, íàïðèìåð, ìåòðèêàìè ñëîâ) êâàçè-èçîìåòðè÷íû. (Äëÿ ñðàâíåíèÿ:
Zm è Zn íå êâàçè-èçîìåòðè÷íû, åñëè m 6= n, êàê ìû ýòî âèäåëè â ïðèìåðå
8.3.6.)

×òîáû ýòî äîêàçàòü, íàïîìíèì, ÷òî F2 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé áóêåòà èç äâóõ îêðóæíîñòåé (íàïðèìåð, åäèíè÷íîé äëèíû).
Ýòîò áóêåò X äîïóñêàåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå ãðàôîì Y , ñîñòîÿùèì èç
òðåõ îêðóæíîñòåé S1, S2, S3, ñîåäèíåííûõ â öåïü: S1 èìååò îäíó îáùóþ
òî÷êó ñ S2 a S2 èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó ñ S3, ïðè÷åì S1 ∩ S2 =
∅. Ìåòðè÷åñêè Y � ýòî îêðóæíîñòü äëèíû 2, ïðèêëååííàÿ ê äâóì
îêðóæíîñòÿì äëèíû 1; ìåíüøèå îêðóæíîñòè ïðèêëååíû ê ïðîòèâîïîëîæíûì
òî÷êàì áîëüøåé îêðóæíîñòè. Îïèñàíèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ èç
Y â X ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Òàê êàê Y ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì äëÿ X, óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî äëÿ Y ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ X. Ýòî íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî êâàçè-èçîìåòðè÷íî êàê ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(X) ∼=
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F2 òàê è π1(Y ) ∼= F3. (Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà èçîìîðôíà F3, òàê êàê
Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó èç òðåõ îêðóæíîñòåé. ×òîáû
óâèäåòü ýòî, äîñòàòî÷íî ñòÿíóòü ðåáðà.) Òåì ñàìûì F2 è F3 êâàçè-
èçîìåòðè÷íû.

Óïðàæíåíèå 8.3.16. Ïîñòðîéòå ÿâíóþ êâàçè-èçîìåòðèþ èç F2 íà ñåòü
â F3.

Óïðàæíåíèå 8.3.17. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ãðóïïû Fn, n ∈ N,
êâàçè-èçîìåòðè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê îáåùàííîìó äîêàçàòåëüñòâó çàÿâëåííîé
âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ìåòðèêàìè îðáèòû. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ
ìåòðèê ñëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 8.3.18. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà. Òîãäà
âñå ìåòðèêè ñëîâ íà G áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü | · |1 è | · |2 � ôóíêöèîíàëû ðàññòîÿíèÿ äî
åäèíèöû äëÿ äâóõ ìåòðèê ñëîâ, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ íàáîðîâ îáðàçóþùèõ
S1 è S2, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâà S1 è S2 äîëæíû áûòü
êîíå÷íûìè. Ïóñòü g1 . . . gn � êðàò÷àéøåå ñëîâî â ñèñòåìå îáðàçóþùèõ
S1, ïðåäñòàâëÿþùåå äàííûé ýëåìåíò g ∈ G. Òîãäà |g|1 = n è

|g|2 = |g1 . . . gn|2 ≤ |g1|2 + · · ·+ |gn|2 ≤ C1n = C1|g|1,
ãäå C1 = maxh∈S1 |h|2. (Çàìåòèì, ÷òî ìû åùå íå èñïîëüçîâàëè óñëîâèå,
÷òî | · |2 � ìåòðèêà ñëîâ.) Àíàëîãè÷íî, |g|1 ≤ C2|g|2 äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C2, íå çàâèñÿùåé îò g. Çíà÷èò | · |1 è | · |2 áèëèïøèöåâî
ýêâèâàëåíòíû. ¤

Òåîðåìà 8.3.19. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà è d �
ìåòðèêà îðáèòû ñâîáîäíîãî êîêîìïàêòíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G èçîìåòðèÿìè
íà ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé X. Òîãäà d áèëèïøèöåâî
ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå ñëîâ.

Â ÷àñòíîñòè, âñå òàêèå ìåòðèêè îðáèò íà G áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû
äðóã äðóãó.

Ñëåäñòâèå 8.3.20. Âñå ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
äîïóñêàþùèå ñâîáîäíîå âïîëíå ðàçðûâíîå êîêîìïàêòíîå äåéñòâèå äàííîé
ãðóïïû G, êâàçè-èçîìåòðè÷íû äðóã äðóãó è êâàçè-èçîìåòðè÷íû ãðóïïå
G, ñíàáæåííîé ëþáîé ìåòðèêîé ñëîâ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Y � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé è
X � åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ñ ìåòðèêîé, ïîäíÿòîé èç Y , òî
X êâàçè-èçîìåòðè÷íî ãðóïïå π1(Y ) ñ ëþáîé ìåòðèêîé ñëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû] Îáîçíà÷èì ÷åðåç |·| ðàññòîÿíèå
â ìåòðèêå d äî åäèíèöû. Åñëè | · |w � ìåòðèêà ñëîâ, òî, àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû, | · | ≤ C| · |w äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî | · |w ≤ C| · | äëÿ
íåêîòîðîé ìåòðèêè ñëîâ | · |w è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Ïóñòü x ∈ G �
òà òî÷êà, îðáèòà êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü ïðè çàäàíèè ìåòðèêè d (òî åñòü
d(g, h) = dX(gx, hx) äëÿ âñåõ g, h ∈ G). Òàê êàê äåéñòâèå êîêîìïàêòíî,
òî ïðîñòðàíñòâî X � ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî, à îðáèòà Gx ÿâëÿåòñÿ
ðàçäåëåííîé ñåòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ìåòðè÷åñêèé øàð â X
ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê îðáèòû. Òåì ñàìûì
êàæäûé øàð â (G, d) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü D � òàêîå ÷èñëî, ÷òî îðáèòà Gx ÿâëÿåòñÿ D-ñåòüþ â X.
Âûáåðåì ñòîëü áîëüøîå ÷èñëî r, ÷òî r > 2D + 1 è øàð ðàäèóñà r
â (G, d) ñ öåíòðîì â åäèíèöå ñîäåðæèò âñå îáðàçóþùèå. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñàì ýòîò øàð âçÿò â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà S îáðàçóþùèõ,
îïðåäåëÿþùèõ ìåòðèêó ñëîâ | · |w. (Ïîñêîëüêó óæå áûëî äîêàçàíî,
÷òî âñå ìåòðèêè ñëîâ ýêâèâàëåíòíû, ìû èìååì ïðàâî ñàìè âûáðàòü
ìåòðèêó ñëîâ, êîòîðóþ áóäåì ñðàâíèâàòü ñ d; òåì ñàì ìû äîêàæåì, ÷òî
d áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíà êàæäîé ìåòðèêå ñëîâ.

Çàôèêñèðóåì g ∈ G è ïóñòü γ � êðàò÷àéøàÿ â X, ñîåäèíÿþùàÿ x
ñ gx. Ìû ñîáèðàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî |g|w ≤ C|g| = C ·L(γ), ãäå ïîñòîÿííàÿ
C íå çàâèñèò îò g. Ðàçîáüåì γ íà ó÷àñòêè íå äëèííåå 1 òî÷êàìè x1, . . . , xn,
ãäå n ≤ L(γ) ≤ n + 1. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n íàéäåì òàêóþ òî÷êó
yi ∈ Gx, ÷òî dX(xi, yi) ≤ D. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì y0 = x è yn+1 = Gx.
Ïóñòü ýëåìåíò gi ∈ G òàêîâ, ÷òî gix = yi (çàìåòèì, ÷òî g0 = e è
gn+1 = g). Ïîëîæèì hi = gig

−1
i−1. Òîãäà hixi−1 = yi; îòêóäà |hi| =

dX(xi−1, xi) ≤ 2D+1. Ñëåäîâàòåëüíî hi ïðèíàäëåæèò íàøåìó ìíîæåñòâó
îáðàçóþùèõ (íàïîìíèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî � øàð ðàäèóñà r â G, ïðè÷åì
r > 2D + 1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå (ñëîâî) h1 . . . hn+1 ðàâíî
g; ñëåäîâàòåëüíî |g|w ≤ n + 1.

Òàêèì îáðàçîì |g|w ≤ L(γ) + 1 = |g| + 1. Òàê êàê ðàññòîÿíèÿ |g|
ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ (òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî |g| ≥ ε
äëÿ âñåõ g ∈ G), òî ýòó îöåíêó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå |g|w ≤ C|g|, à
èìåííî, |g|w ≤ (1 + 1/ε)|g|. ¤

Çàìå÷àíèå 8.3.21. Óñëîâèå, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû � ñâîáîäíîå, ìîæíî
îïóñòèòü. Îäíàêî ïðè ýòîì ìåòðèêà îðáèòû ïåðåñòàåò áûòü ìåòðèêîé;
îíà áóäåò òîëüêî ïîëóìåòðèêîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî, îíà íå áóäåò áîëüøå
áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíîé ìåòðèêå ñëîâ, îäíàêî îíà îñòàåòñÿ åé êâàçè-
èçîìåòðè÷íîé. Äîêàçàòåëüñòâî � ïî÷òè òàêîå æå ñàìîå, ñ î÷åâèäíûìè
èçìåíåíèÿìè.
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Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äàííàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé îðáèòû
íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ, êàæåòñÿ òðóäíîïðîâåðÿåìûì è íåñêîëüêî îãðàíè÷èòåëüíûì
(è, êðîìå òîãî, ýòî íå óñëîâèå �êðóïíîãî ìàñøòàáà�). Ìîæíî óêàçàòü
ðÿä óñëîâèé, åãî çàìåíÿþùèõ; îäíî èç òàêèõ óñëîâèé ñîäåðæèòñÿ â
ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè.
Óïðàæíåíèå 8.3.22. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå, íåìíîãî ìåíåå îáùåå, ÷åì
òåîðåìà 8.3.19, óòâåðæäåíèå. Ïóñòü d � ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà
òàêîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ãðóïïå G, ÷òî êàæäûé øàð â ìåòðèêå d
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ C > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G
íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò z ∈ G, ÷òî d(x, z) < 1

2d(x, y) + C è d(y, z) <
1
2d(x, y) + C. Òîãäà ìåòðèêà d áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå ñëîâ.

8.4. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó
ïðîñòðàíñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ãåîìåòðèåé, ðàññìàòðèâàåìîé,
òàê ñêàçàòü, �ñ âûñîòû ïòè÷üåãî ïîëåòà�; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì
èçó÷àòü ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïîëüçóÿñü ãðóáûì èçìåðåíèåì ðàññòîÿíèé
(êðóïíîìàñøòàáíàÿ ãåîìåòðèÿ) è èãíîðèðóÿ âñå, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàññòîÿíèÿìè,
ìåíüøèìè íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðî-
ñòðàíñòâî ìîæåò áûòü çàìåíåíî åãî äèñêðåòíûì ïîäìíîæåñòâîì, îáðàçóþùèì
ε-ñåòü è èìåþùèì äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ; ñëåäîâàòåëüíî, âñå âñå ëîêàëüíûå
òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà íåñóùåñòâåííû äëÿ íàøèõ ðàññìîòðåíèé. Ìîäåëüíûì
ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ñëóæèò óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X; ýòî óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ìîæåò áûòü çàìåíåíî
íà ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó X ñ èíäóöèðîâàííîé íà íåé ìåòðèêîé.
Â îñíîâíîì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ δ-ãèïåðáîëè÷íîñòüþ � àíàëîã
ïðîñòðàíñòâ ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû â ãåîìåòðèè êðóïíîãî
ìàñøòàáà, ââåäåííûé Ãðîìîâûì. Ãðóáî ãîâîðÿ, δ-ãèïåðáîëè÷íîñòü îòðàæàåò
îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè êðóïíîãî ìàñøòàáà ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè (èëè, áîëåå îáùî, òàêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû,
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì; òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìû
áóäåì îáñóæäàòü â ãëàâå 9).

8.4.1. δ-ãèïåðáîëè÷íîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî òðåóãîëüíèê4a1a2a3 â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c
(�öåíòð�), ÷òî âñå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
ìåíüøå, ÷åì 1 (ñì. ïóíêò 5.3.5). Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè
êðóïíîãî ìàñøòàáà ëþáîé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ �òîùèì�: îí âûãëÿäèò
òàê, êàê áóäòî âñå åãî ñòîðîíû ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó c, à âåñü òðåó-
ãîëüíèê íàïîìèíàåò áóêåò èç òðåõ îòðåçêîâ [ca1], [ca2], [ca3]. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæèò 1-îêðåñòíîñòè
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îáúåäèíåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïîëîæèòü
â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè â êðóïíîìàñøòàáíîé ãåîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 8.4.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, d) ñî ñòðîãî âíóòðåííåé
ìåòðèêîé d ÿâëÿåòñÿ δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì, δ ≥ 0, åñëè âñå òðåóãîëüíèêè
â (X, d) îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà
ïðèíàäëåæèò δ-îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî
ñïåöèàëüíî, ÷òî âñå êîíñòðóêöèè îòíîñÿòñÿ ê δ-ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó (X, d).
ßñíî, ÷òî δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ
òàêæå δ′-ãèïåðáîëè÷åñêèì äëÿ âñåõ δ′ ≥ δ. Ñëåäóÿ íàøåé èäåîëîãèè
êðóïíîãî ìàñøòàáà, ìû íå áóäåì ôèêñèðîâàòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå δ.
Èìåííî, ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó, åñëè îíî
δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè δ > 0.

Îòìåòèì, ÷òî èç íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî
êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå äâå òî÷êè â δ-ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ïðîõîäÿò íà ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, íå ïðåâîñõîäÿùåì δ (ýòî ñðàçó
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äâóóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òàêèìè êðàò÷àéøèìè,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ñîâïàëè
äâå âåðøèíû). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå (åãî
äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).

Ëåììà 8.4.2. Êðàò÷àéøàÿ [ab] ïðèíàäëåæèò (δ+d(b, c))-îêðåñòíîñòè
êðàò÷àéøåé [ac].

Íàáîðó èç òðåõ òî÷åê p, q, r ñîïîñòàâèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:
(p, q)r =

1
2
(d(r, p) + d(r, q)− d(p, q)).

Òàêèì îáðàçîì, (p, q)r èçìåðÿåò �â êàêîé ìåðå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
â ñëó÷àå òðåóãîëüíèêà 4prq îòëè÷àåòñÿ îò ðàâåíñòâà�. Áóäåì íàçûâàòü
òðåóãîëüíèê4prq δ-âûðîæäåííûì, åñëè äëÿ íåãî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
áëèçêî ê ðàâåíñòâó â òîì ñìûñëå, ÷òî (p, q)r ≤ δ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p íà ñòîðîíå [bc] òðåóãîëüíèêà4abc â ãèïåðáîëè÷åñêîì
ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâå. Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ 4apb è 4apc ÿâëÿåòñÿ δ-
âûðîæäåííûì; äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
(8.3) 0 ≥ min((a, b)p, (a, c)p)− δ.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â δ-ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äåôèöèò
(b, c)a ïðèìåðíî ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò a äî [bc]. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî,
÷òî ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà (b, c)a ≤ d(a, [bc]). Åñëè äâèãàòü
íåïðåðûâíî òî÷êó p âäîëü [bc] îò b ê c, òî íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæåíèå
òî÷êè p, ÷òî îáà òðåóãîëüíèêà 4pac è 4pbc áóäóò δ-âûðîæäåííûìè.



8.4. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà 327

Ñëåäîâàòåëüíî
2δ ≥ d(b, p) + d(p, a)− d(a, b),
2δ ≥ d(c, p) + d(p, a)− d(a, c).

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé è (èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà
d(b, p) + d(p, c) = d(b, c) = d(a, c) + d(a, b)− 2(b, c)a,

d(a, [bc]) ≤ d(a, p)),
ìû ïîëó÷àåì d(a, [bc]) ≤ (b, c)a + 2δ è, ñëåäîâàòåëüíî,
(8.4) (b, c)a ≤ d(a, [bc]) ≤ (b, c)a + 2δ.

Òåïåðü, ðàññóæäàÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (8.4), ìîæíî
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ ëåììó.
Ëåììà 8.4.3. Ïóñòü [ab] è [ac] � äâå êðàò÷àéøèå. Ïóñòü b′ ∈ [ab] è c′ ∈
[ac] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì d(a, b′) = d(a, c′) ≤ (b, c)a. Òîãäà d(b′, c′) ≤
3δ. Êðîìå òîãî, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà p ∈ [bc], ÷òî [bp] ëåæèò â δ-
îêðåñòíîñòè êðàò÷àéøåé [ba], à [cp] ëåæèò â δ-îêðåñòíîñòè [ca].
Óïðàæíåíèå 8.4.4. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

Õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû íåñëîæíî, åå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ïîèñòèíå çàìå÷àòåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâå êðàò÷àéøèå [ab]
è [ac] äëèíû R è ñ îáùèì íà÷àëîì. Áóäåì äóìàòü î òî÷êå a êàê
î íà÷àëüíîé òî÷êå (öåíòðå), à ÷èñëî R ñ÷èòàåì î÷åíü áîëüøèì (ïî
ñðàâíåíèþ ñ δ). Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó b è c
òîæå ðàâíî R. Òàêèå êðàò÷àéøèå â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îáðàçîâûâàëè
áû ìåæäó ñîáîé óãîë â 60 ãðàäóñîâ. Íî â δ-ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
îíè ïî êðàéíåé ìåðå ïîëïóòè èäóò î÷åíü áëèçêî äðóã îò äðóãà (íà
ðàññòîÿíèè íå ïðåâûøàþùåì 3δ)!

Êðîìå òîãî, êðàò÷àéøàÿ [bc] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü ïðè÷óäëèâûé
ïóòü: ñíà÷àëà îíà èäåò ðÿäîì (íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì δ) ñ
ðàäèàëüíîé êðàò÷àéøåé [ba]; çàòåì [ba] è [ca] îêàçûâàþòñÿ (â íåêîòîðîé
òî÷êå) î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó, ïîñëå ÷åãî êðàò÷àéøàÿ [bc] �ïîâîðà÷èâàåò
íàçàä� è èäåò âäîëü [ac] (íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà δ). Ìû ñîâåòóåì
÷èòàòåëþ õîðîøî ðàçîáðàòüñÿ â ýòîé ñèòóàöèè, òàê êàê òàêîå ïîâåäåíèå
êðàò÷àéøèõ áóäåò ìíîãî ðàç èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì (â ÷àñòíîñòè,
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû Ìîðñà).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (8.4), êîòîðûå áûëè âûâåäåíû òîëüêî íà îñ-
íîâå íåðàâåíñòâà (8.3), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷íîñòü ïî Ãðîìîâó
ñëåäóåò òîëüêî èç íåðàâåíñòâà (8.3).
Óïðàæíåíèå 8.4.5. Ïóñòü ìåòðèêà d ïðîñòðàíñòâà X � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ.
Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (8.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ
4a1a2a3 ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷êè p ∈ [a2a3], òî ïðîñòðàíñòâî (X, d) �
ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó.
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Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê4abc è òî÷êó p (â δ-ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå).
Òàê êàê [bc] ñîäåðæèòñÿ â δ-îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ ñòîðîí [ab] è [ac],
òî d(p, [bc]) ≥ min(d(p, [ab]), d(p, [ac]))−δ. Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ íåðàâåíñòâîì
(8.4), ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(8.5) (b, c)p ≥ min((a, b)p, (a, c)p)− 3δ.

Çàìåòèì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8.3) (òî åñòü 0) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå (b, c)p (òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â (8.3) òî÷êà p
ïðèíàäëåæèò [bc]), è , ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (8.5) â ñâîþ î÷åðåäü
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (8.3) ñ ïîñòîÿííîé δ′ = 3δ âìåñòî δ.

Òåïåðü ìû ïîäîøëè ê äàííîìó Ãðîìîâûì èçíà÷àëüíî îïðåäåëåíèþ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 8.4.6. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ïî Ãðîìîâó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ ≥ 0, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷åòâåðêè
òî÷åê a, b, c, p ∈ X, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(b, c)p ≥ min((a, b)p, (a, c)p)− δ.

Ýòî èçÿùíîå îïðåäåëåíèå èìååò âàæíîå äîñòîèíñòâî: â íåì íå
ó÷àñòâóþò êðàò÷àéøèå (ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ). Îíî ñôîðìóëèðîâàíî
òîëüêî â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèé è îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (êîòîðûå ìîãóò äàæå íå áûòü ïðîñòðàíñòâàìè
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé). Îäíàêî îíî ìåíåå íàãëÿäíî, è èìåííî ïî
ýòîé ïðè÷èíå ìû íà÷àëè ñ àëüòåðíàòèâíîãî (õîòÿ è ìåíåå îáùåãî)
îïðåäåëåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíèå 8.4.6 òàêæå òðóäíåå äëÿ
ïðîâåðêè (òàê êàê (8.3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà (8.5)).
×èòàòåëü ìîæåò óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðåøàÿ ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ. Â
ýòèõ óïðàæíåíèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïî Ãðîìîâó â òî âðåìÿ êàê
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìîé) òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 8.4.7. Íàéäèòå òàêîå δ = δ(k), ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïëîñêîñòü êðèâèçíû k ÿâëÿåòñÿ δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Óïðàæíåíèå 8.4.8. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû íå áîëåå k â öåëîì, ãäå k > 0, ÿâëÿåòñÿ
δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ âñåõ δ ≥ 2/

√
k. Ìîæíî ëè äàòü

ëó÷øóþ îöåíêó äëÿ δ?

Óïðàæíåíèå 8.4.9. Äîêàæèòå, ÷òî åâêëèäîâà ïëîñêîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ãðîìîâó.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ 8.4.6, ïîñìîòðèì,
÷òî îíî îçíà÷àåò äëÿ 4-òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ëåììà 8.4.10. Ïóñòü X � 4-òî÷å÷íîå 0-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãäà X èçîìåòðè÷íî ìíîæåñòâó ëèñòüåâ äåðåâà (èìåþùåãî
íå áîëåå 6 âåðøèí). Ýòî äåðåâî � êîíå÷íûé ãðàô, èçîìåòðè÷íûé
ìíîæåñòâó â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, èìåþùåìó âèä áóêâû H è ñîñòàâëåííîìó
èç 5 îòðåçêîâ ñ èõ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè.

Ëåììà 8.4.11. Ïóñòü X � ÷åòûðåõòî÷å÷íîå δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Òîãäà X ìîæíî òàê îòîáðàçèòü íà ìíîæåñòâî ëèñòüåâ
äåðåâà (èìåþùåãî íå áîëåå 6 âåðøèí), ÷òî êàæäîå èç (øåñòü) ðàññòîÿíèé
ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà èçìåíèòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 2δ.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå ìîæåò ïîìî÷ü ïðåäñòàâèòü óòâåðæäåíèå ëåììû
8.4.11 áîëåå íàãëÿäíî. Ïóñòü a, b, c, d � ÷åòûðå òî÷êè (â δ-ãèïåðáîëè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé). Âûáåðåì òî÷êó e â ïåðåñå÷åíèè
δ-îêðåñòíîñòåé êðàò÷àéøèõ [ab], [ac] è [bc]; àíàëîãè÷íî âûáåðåì f â
ïåðåñå÷åíèè δ-îêðåñòíîñòåé êðàò÷àéøèõ [ad], [ac] è [dc]. Ïóñòü d(a, e) ≤
d(a, f). Òîãäà âñå êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå a, b, c, d, ëåæàò â 2δ-îêðåñòíîñòè
äåðåâà, îáðàçîâàííîãî êðàò÷àéøèìè [ae], [ef ], [fc], [be], [df ].

Óïðàæíåíèå 8.4.12. Ïîêàæèòå, ÷òî 0-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-
âî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì äåðåâîì (òî åñòü
êàæäûå äâå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè â òî÷íîñòè îäíîãî ïîäìíîæåñòâà,
ãîìåîìîðôíîãî îòðåçêó).

Áîëåå òîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâî ïðè �êðóïíîìàñøòàáíîì
ðàññìîòðåíèè� âûãëÿäèò ïîõîæèì íà äåðåâî. Ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå
îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ýòî òàê: åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, d) � δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå,
òî ïðîñòðàíñòâî (X, c·d), c > 0, � (δ/c)-ãèïåðáîëè÷åñêîå (ïðîâåðüòå ýòî!).
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîçâîëèò íàì ñôîðìóëèðîâàòü ýòî ôîðìàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 8.4.13. Ïóñòü K = {p1, p2, . . . , pn}� êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäêîíóñîì ïðîñòðàí-
ñòâà X íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ni →∞
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n-òî÷å÷íûõ íàáîðîâ qi

1, q
i
2, . . . , q

i
n ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ

Ni
d(pi

l, p
i
m)

d(qi
l , q

i
m)

→ 1 äëÿ âñåõ l, m ∈ {1, 2, . . . , n} ïðè i →∞.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïîäêîíóñîì ïðîñòðàíñòâà X
íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç Y ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ïîäêîíóñîì äëÿ X íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ëåììà 8.4.14. Êîíå÷íûé ïîäêîíóñ íà áåñêîíå÷íîñòè K ïðîñòðàí-
ñòâà X èçîìåòðè÷åí ïîäìíîæåñòâó êîíå÷íîãî äåðåâà ñ âíóòðåííåé
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ìåòðèêîé. Åñëè Y � ïîäêîíóñ ïðîñòðàíñòâà X íà áåñêîíå÷íîñòè, òî
Y � òîïîëîãè÷åñêîå äåðåâî.

Ëåììà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî âàæíîãî ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðîå ìû
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ýòî ïðåäëîæåíèå äàåò
õàðàêòåðèçàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâ, ïðåäñòàâëÿþùóþ
ñîáîé îáîáùåíèå ëåììû 8.4.11 ñ 4-õ òî÷å÷íûõ íà âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà.
Ëåììà 8.4.15. Ïóñòü X � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñò-
âî, è n ∈ N. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C ≥ 0, ÷òî êàæäîå n-òî÷å÷íîå
ïîäìíîæåñòâî X ìîæíî îòîáðàçèòü íà ìíîæåñòâî ëèñòüåâ êîíå÷íîãî
äåðåâà òàê, ÷òî âñå ðàññòîÿíèÿ èçìåíÿòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà C.

8.4.2. Áèëèïøèöåâà ýêâèâàëåíòíîñòü, êâàçèãåîäåçè÷åñêèå è
ëåììà Ìîðñà. Èç îïðåäåëåíèÿ 8.4.6 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòñòîèò íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå (â ìåòðèêå
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà) îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà,
òî ýòî ïðîñòðàíñòâî � òîæå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó (âîçìîæíî,
ïðè äðóãîì çíà÷åíèè δ). Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åííûå àääèòèâíûå
äîáàâêè ê ðàññòîÿíèÿì ìîãóò áûòü êîìïåíñèðîâàíû çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî
óâåëè÷åíèÿ δ â íåðàâåíñòâå (8.5) (ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëÿì äåòàëüíî
ïðîâåðèòü ýòî). Çàìåòèì, ÷òî ñîâñåì íå î÷åâèäíî, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ
íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì 8.4.1, ÷òî ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà áûòü
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ñîõðàíèòüñÿ, åñëè ðàññòîÿíèÿ èçìåíÿòñÿ
íà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ àääèòèâíóþ ôóíêöèþ.

Óäèâèòåëüíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
(è äàæå äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ)
ãèïåðáîëè÷íîñòü ïî Ãðîìîâó ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè áèëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà (X, d) è (X1, d1) íàçûâàþòñÿ
áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
f : X → X1 è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî

C−1d(x, y) ≤ d1(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ X.
Òåîðåìà 8.4.16. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (X1, d1)
áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíî ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó (X1, d1) ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Òîãäà (X1, d1) � òàêæå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî
Ãðîìîâó.
Ñëåäñòâèå 8.4.17. Ãèïåðáîëè÷íîñòü ïî Ãðîìîâó ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
êâàçè-èçîìåòðèÿõ.

Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ìû óìíîæèì âíóòðåííþþ
ìåòðèêó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà íà îãðàíè÷åííóþ
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ôóíêöèþ, è ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñíîâà ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
òî îíî òàêæå áóäåò ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó. Ýòî äàåò îáèëüíûé
èñòî÷íèê ïðèìåðîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâ: íàïðèìåð,
ìû ìîæåì íà÷àòü ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè è óìíîæèòü åå ìåòðèêó
íà ôóíêöèþ, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó äâóìÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè
(îòìåòèì, ÷òî ýòà íîâàÿ ìåòðèêà ìîæåò èìåòü çîíû ïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû!) Ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ åùå ðàç âçãëÿíóòü íà îïðåäåëå-
íèå 8.4.6, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ýòî � â âûñøåé ñòåïåíè íåòðèâèàëüíûé
ôåíîìåí: ñàìî îïðåäåëåíèå òðåáóåò, ÷òîáû îïðåäåëåííûå íåðàâåíñòâà
äëÿ ðàññòîÿíèé âûïîëíÿëèñü ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé δ; â
òî æå ñàìîå âðåìÿ ìû äîïóñêàåì óìíîæåíèå ðàññòîÿíèé íà îãðàíè÷åííûé
ìíîæèòåëü, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèìè.

Ïîñëåäóþùèå äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ ñòðîãî
âíóòðåííèõ ìåòðèê. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî àäàïòèðîâàòü ê ñèòóàöèè,
êîãäà êðàò÷àéøèå íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò; äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
�ïî÷òè êðàò÷àéøèå� âìåñòî êðàò÷àéøèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.16 îñíîâûâàåòñÿ íà î÷åíü âàæíîì ôåíîìåíå:
êðàò÷àéøèå â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâå óñòîé÷èâû
(ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîãî ñìåùåíèÿ) ïîä äåéñòâèåì
áèëèïøèöåâà èçìåíåíèÿ ìåòðèêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå ñâîéñòâî äàæå
ðàâíîñèëüíî ãèïåðáîëè÷íîñòè ïî Ãðîìîâó. Äîêàçàòåëüñòâàì ìû ïðåäïîøëåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.4.18. Ïóòü γ (â ïðîñòðàíñòâå (X, d) ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé) íàçûâàåòñÿ C-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé, åñëè L(γ)[s,t] ≤ C·d(γ(s), γ(t))
äëÿ âñåõ s, t èç îáëàñòè çàäàíèÿ γ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëèíà êàæäîãî
ó÷àñòêà êðèâîé γ íå áîëåå, ÷åì â C ðàç áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó
åãî êîíöàìè.

ßñíî, ÷òî 1-êâàçèãåîäåçè÷åñêèå � ýòî â òî÷íîñòè êðàò÷àéøèå.

Îïðåäåëåíèå 8.4.19. Ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ
êâàçèãåîäåçè÷åñêè ñòàáèëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ÷èñëà C íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî M , ÷òî êàæäàÿ C-êâàçèãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïðèíàäëåæèò M -
îêðåñòíîñòè ëþáîé êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé êîíöû γ.

Òåïåðü òåîðåìà 8.4.16 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âàæíîé òåîðåìû, èçâåñòíîé
êàê ëåììà Ìîðñà.

Òåîðåìà 8.4.20 (Ëåììà Ìîðñà). Ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó ïðîñò-
ðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ êâàçèãåîäåçè÷åñêè ñòàáèëüíûì.

Òî÷íåå, ïóñòü (X, d) � δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, à C ∈ R � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M = M(δ, C) > 0, ÷òî îáðàç êàæäîé C-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé
γ : [a, b] → M ñîäåðæèòñÿ â M -îêðåñòíîñòè ëþáîé êðàò÷àéøåé,
ñîåäèíÿþùåé êîíöû γ.

Â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ïîëóîêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ (π/2)-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé;
ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R îòõîäèò íà ðàññòîÿíèå R îò îòðåçêà ñ òåìè
æå êîíöàìè. Â ïðîòèâîâåñ ýòîìó, â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïî Ãðîìîâó ìèðå
ëåììà Ìîðñà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ìû õîòèì ïóòåøåñòâîâàòü òàêèì
ñïîñîáîì, ÷òîáû íàø îêîëüíûé ïóòü íå áûë ñëèøêîì äëèííûì (íå
áîëåå ÷åì â C ðàç äëèííåå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè), òî ìû íå
äîëæíû óäàëÿòüñÿ íà áîëüøåå, ÷åì M , ðàññòîÿíèå îò êðàò÷àéøåãî ïóòè!
Äðóãèì ïîðàçèòåëüíûì ñëåäñòâèåì ëåììû Ìîðñà ÿâëÿåòñÿ òàêîé ôàêò:
íåâîçìîæíî èçìåíèòü ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè çà ñ÷åò îãðàíè÷åííîãî ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) ìåòðèêè: åñëè
åñëè ìåòðèêà óìíîæàåòñÿ íà ôóíêöèþ, ðàâíîìåðíî îòäåëåííóþ îò íóëÿ
è îò áåñêîíå÷íîñòè, òî êðàò÷àéøèå íîâîé ìåòðèêè áóäóò ëåæàòü íà
îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìûõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè.

Íà ñàìîì äåëå ñâîéñòâî, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â
òåîðåìå 8.4.20, ðàâíîñèëüíî ãèïåðáîëè÷íîñòè (ñì. [BM]), òàê ÷òî ìîæíî
äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ïî Ãðîìîâó:

Îïðåäåëåíèå 8.4.21. Ïðîñòðàíñòâî (X, d) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó, åñëè îíî êâàçèãåîäåçè÷åñêè ñòàáèëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Ìîðñà. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ
øàãîâ, è ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ ïîñòàðàòüñÿ ïðîäåëàòü êàæäûé øàã
ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê óïðàæíåíèå, è òîëüêî çàòåì ÷èòàòü äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà.
Õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò íåïðèÿòíûå îöåíêè, îíè íåîáõîäèìû
òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííûå ðàññòîÿíèÿ íå
èãðàþò ðîëè äëÿ íàøèõ ðàññìîòðåíèé â ðàìêàõ ãåîìåòðèè êðóïíîãî
ìàñøòàáà. Î÷åíü ïîëåçíî ïîíÿòü, êàêèå èìåííî ðàññòîÿíèÿ � �âåëè÷èíû
ïîðÿäêà δ�, à êàêèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñðàâíèìûìè ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè
îáúåêòàìè, êîòîðûå ìû àíàëèçèðóåì.

Ñíà÷àëà ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: ïóñòü èìåþòñÿ
äâå òî÷êè íà ãðàíèöå øàðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a, è ïóñòü ïóòü
γ, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè b è c, íå çàõîäèò â øàð. êàê îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì
R î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ δ). Ìû ñîáèðàåìñÿ ïîêàçàòü,
÷òî åñëè ðàññòîÿíèå d(b, c) íå ñëèøêîì ìàëåíüêîå, òî äëèíà γ ãîðàçäî
áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå d(b, c) (è ñëåäîâàòåëüíî γ íå ìîæåò áûòü C-
êâàçèãåîäåçè÷åñêîé äëÿ ìàëîãî ÷èñëà C). Ïðè÷èíà, ïî÷åìó ýòî âåðíî,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî áîëüøèå ñôåðû îñòàþòñÿ �âåñüìà âûïóêëûìè� (êàê
â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, è â ïðîòèâîâåñ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ãäå
áîëüøèå ñôåðû ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ïëîñêèìè). Òî÷íåå:
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Ëåììà 8.4.22. Ïóñòü γ � òà æå êðèâàÿ, ÷òî è âûøå, à L �
äëèíà êðèâîé γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ≥ R ≥ k2δ äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k. Òîãäà d(b, c) ≤ 10k−1L, è, â ÷àñòíîñòè, γ íå ìîæåò
áûòü 10k−1-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êè b0 = b = γ(t0), b1 = γ(t1), . . . , bn =
c = γ(tn) íà γ òàê, ÷òîáû äëèíà êàæäîé äóãè γ|[ti,ti+1] áûëà ìåæäó R

k è
R
2k . Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî n ðàçáèâàþùèõ òî÷åê îãðàíè÷åíî ñâåðõó:

(8.6) n ≤ 2kL

R
.

Ïóñòü òî÷êè b′i ∈ [bia] âûáðàíû òàê, ÷òî d(b′i, a) = R(1 − 2
k ). Ïî

íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà d(b′i, a) ≤ (bi, bi+1)a. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
8.4.3, ðàññòîÿíèÿ d(b′i, b

′
i+1) ≤ 3δ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëîìàíóþ,

ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè b è c:

b = b0, b
′
0, b

′
1, b

′
2, . . . , b

′
n, bn = c.

Äëèíû êðàò÷àéøèõ [bb′0] è [b′nb] ðàâíû 2R
k , à äëèíà êàæäîé èç

êðàò÷àéøèõ [b′ib
′
i+1] íå áîëåå 3δ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ äëèíà íàøåé

ëîìàíîé, à òåì ñàìûì è ðàññòîÿíèå ìåæäó b to c, íå ïðåâîñõîäèò 4R
k +3nδ.

Âìåñòå ñ îöåíêîé (8.6) ýòî äàåò

d(b, c) ≤ 4R

k
+

6kL

R
δ.

Òàê êàê L ≥ R è R ≥ k2δ (è, ñëåäîâàòåëüíî, δ
R ≤ 1

k ), ìû ìîæåì
ïåðåïèñàòü ïîñëåäíþþ îöåíêó â ôîðìå

d(b, c) ≤ 4L

k
+ 6L

1
k

=
10
k

L.

¤

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ìîòèâèðîâàíà òàêèì íàáëþäåíèåì. Ïóñòü γ1 è
γ2 � äâà ëó÷à â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûå ê îòðåçêó
[γ1(0), γ2(0)]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà ýòîãî îòðåçêà ðàâíà, íàïðèìåð,
10: d(γ1(0), γ2(0)) = 10. Òîãäà ðàññòîÿíèå d(γ1(T1), γ2(T2)) íå ìåíüøå,÷åì
T1 + T2.

Óïðàæíåíèå 8.4.23. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.4.24. Ïóñòü X � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâî;
òî÷êè b, c, b1, c1 ∈ X âûáðàíû òàê, ÷òî d(b, b1) = R1, d(c, c1) = R2,
d(b1, c1) ≥ 6δ, ïðè÷åì b1, c1 � òî÷êè îòðåçêîâ [b1, c1], áëèæàéøèå ê b,
c. Òîãäà d(b, c) ≥ R1 + R2 − 6δ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ òàêîãî íàáëþäåíèÿ: ïåðåñå÷åíèå [b1c1] è 3δ-
îêðåñòíîñòè êðàò÷àéøåé [b1b] ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà 3δ ñ öåíòðîì
â b1 (ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî b1 � áëèæàéøàÿ ê
b òî÷êà îòðåçêà [b1c1]). Àíàëîãè÷íî, ïåðåñå÷åíèå [c1b1] è 2δ-îêðåñòíîñòè
îòðåçêà [c1c] ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà 2δ ñ öåíòðîì c1 .

Ïî îïðåäåëåíèþ δ-ãèïåðáîëè÷íîñòè, [b1c] ñîäåðæèòñÿ â δ-îêðåñòíîñòè
[bb1] ∪ [bc]. Ñëåäîâàòåëüíî, δ-îêðåñòíîñòü îòðåçêà [b1c] ñîäåðæèòñÿ â 2δ-
îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ [bb1]∪ [bc]. Òàêèì îáðàçîì, [b1c1] ñîäåðæèòñÿ â
δ-îêðåñòíîñòè îáúåäèíåíèÿ [b1c]∪ [c1c]. Ñëåäîâàòåëüíî [b1c1] ñîäåðæèòñÿ
â 3δ-îêðåñòíîñòè [b1b]∪ [bc]∪ [cc1]. Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå [b1c1] ñ [b1b]∪ [cc1]
ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ øàðîâ ðàäèóñîâ 3δ, à d(b1c1) ≥ 6δ, òî
îòðåçîê [b1c1] ïåðåñåêàåòñÿ ñ 3δ-îêðåñòíîñòüþ îòðåçêà [bc]. Ïóñòü òî÷êà
p ∈ [bc] òàêîâà, ÷òî d(p, q) ≤ 3δ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q ∈ [b1c1]. Òîãäà
d(b, c) = d(b, p)+d(p, c) ≥ d(b, q)−3δ +d(c, q)−3δ ≥ d(b, b1)+d(c, c1)−6δ.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäîâàëî èç òîãî, ÷òî d(b, b1) ≤ d(b, q) è d(c, c1) ≤
d(c, q), èáî b1 è c1 � áëèæàéøèå ê b è c òî÷êè îòðåçêà [b1c1]. ¤

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû Ìîðñà (òåîðåìû 8.4.20).
Ðàññìîòðèì C-êâàçèãåîäåçè÷åñêóþ γ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ äëèíîé äóãè
è ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè p = γ(0) è q = γ(T ). Ïîëîæèì 2R = maxt∈[0,T ] d(γ(t), [pq])
è âûáåðåì τ òàê, ÷òîáû d(γ(τ), [pq]) = 2R.

Èìåÿ â âèäó äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî R >
k2δ, ãäå k > 20C + 8 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî (òàê ÷òî, â ÷àñòíîñòè,
R > 400δ).

Ïóñòü [t′, t′′] � íàèáîëüøèé èíòåðâàë,ñîäåðæàùèé τ è òàêîé, ÷òî
d(γ|[t′,t′′], [pq]) ≥ R (â ÷àñòíîñòè, d(γ(t′), [pq]) = d(γ(t′′), [pq]) = R).
Î÷åâèäíî, ÷òî |t′′ − t′|, òî åñòü L(γ, t′, t′′), íå ìåíüøå, ÷åì 2R. Âûáåðåì
t0 = t′ > t1 > t2 · · · > tn = t′′ òàê, ÷òîáû R/2 ≤ ti − ti−1 ≤ R. Òîãäà
|t′′ − t′| ≥ nR/2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ b = b0 = γ(t′) = γ(t0), bi = γ(ti), è
ïóñòü bi

1 � áëèæàéøàÿ ê bi òî÷êà èíòåðâàëà [pq].
Ïî ëåììå 8.4.24 ìû èìååì d(bi

1, b
i+1
1 ) ≤ 6δ (íàïîìíèì, ÷òî R À δ).

Òàêèì îáðàçîì, d(γ(t′), γ(t′′)) ≤ 4R + 6nδ, è ñëåäîâàòåëüíî

C ≥ |t′′ − t′|
d(γ(t′), γ(t′′))

≥ nR

8R + 12nδ
.

Òàê êàê R > 400Cδ, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî n < 9C.
Òåïåðü ïîëîæèì a = b0

1; òîãäà d(a, γ(t′)) = R. Î÷åâèäíî, ÷òî äóãà
γ|[t′t′′] ëåæèò âíå øàðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â a. Ïóñòü c � òî÷êà äóãè
[aγ(t′′)], ðàñïîëîæåííàÿ íà ðàññòîÿíèè R îò a. Òàê êàê d(bn

1 , γ(t′′) = R)
è d(b0

1, b
n
1 ) ≤ 4nδ ≤ 36Cδ, òî ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

(8.7) d(c, γ(t′′)) ≤ 36Cδ < d(γ(t′), γ(t′′))
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è

(8.8) d(b, c) ≥ d(γ(t′), γ(t′′))− 36Cδ >
1
2

d(γ(t′), γ(t′′)).

(Îòìåòèì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà � î÷åíü ãðóáûå; îäíàêî îíè äîñòàòî÷íû
äëÿ íàøåé öåëè: ïîêàçàòü, ÷òî äóãà [cγ(t′′)] äîñòàòî÷íî êîðîòêà, ÷òîáû
íå èãðàòü íèêàêîé ðîëè ïðè ñðàâíåíèè ñ êðóïíîìàñøòàáíîé øêàëîé
íàøèõ ðàññìîòðåíèé.) Ïóòü, ñîñòîÿùèé èç äóãè γ|[t′t′′], ïðîäîëæåííîé
îòðåçêîì [γ(t′′)c], òàêæå ëåæèò âíå øàðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â a.
Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ïóòè ëåììó 8.4.22, ìû ìîæåì îöåíèòü äëèíó äóãè
γ|[t′t′′] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|t′′ − t′| ≥ k

10
d(b, c)− d(γ(t′′), c).

Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ íåðàâåíñòâàìè (8.7) è (8.8), ìû ïîëó÷àåì

|t′′ − t′| ≥ (
k

20
− 1) d(γ(t′), γ(t′′)).

Òàê êàê k/20−1 > C, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ,
÷òî γ ÿâëÿåòñÿ C-êâàçèãåîäåçè÷åñêîé. ¤

8.4.3. Ãèïåðáîëè÷åñêîå ãðóïïû. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà� ýòî êîíå÷íî-
ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ìåòðèêå ñëîâ. Ìû óâèäèì
ñêîðî, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà îêàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ïðî-
ñòðàíñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé ìåòðèêå ñëîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãèïåðáîëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâîì ãðóïïû. Î÷åíü
ïîëåçíî äóìàòü î ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïå êàê îá ïîíÿòèè, îáîáùàþùåì
îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ìû íå ñòàâèì ñâîåé öåëüþ äàòü ñèñòåìàòè÷åñêîå
ââåäåíèå â òåîðèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï; à íàìåðåâàåìñÿ òîëüêî îáñóäèòü
íåêîòîðûå èç èõ âàæíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû äàäèì òðè ðàçëè÷íûõ
îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû è �ïðèìåðèì� èõ ê ôóíäàìåíòàëüíûì
ãðóïïàì ìíîãîîáðàçèé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïóñòü Γ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå êîíå÷íîå ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ Γ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ãðóïïû Γ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ
èç S (ñèììåòðèÿ îçíà÷àåò, ÷òî èç s ∈ S ñëåäóåò s−1 ∈ S). Íàïîìíèì,
÷òî â ìåòðèêå ñëîâ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè γ1, γ2 ∈ Γ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî γ1γ

−1
2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå γ1γ
−1
2 = s1s2 . . . sk, si ∈ S. Ðàçóìååòñÿ, ýòî åùå íå âíóòðåííÿÿ

ìåòðèêà, ïîñêîëüêó îíà ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
èíäóöèðóåò íà Γ äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ. Îäíàêî ãðóïïà Γ, ñíàáæåííàÿ
ìåòðèêîé ñëîâ, ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíà â ãðàô Êýëè C(Γ)
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ãðóïïû Γ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ãðàô ñîäåðæèò ãðóïïó Γ â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà åãî âåðøèí, è äâå âåðøèíû γ1 è γ2 ñîåäèíåíû ðåáðîì
(äëèíû 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ1s = γ2 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
s ∈ S. Òåïåðü ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå ñëîâ ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè
ãðóïïû Γ ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè â åñòåñòâåííîé âíóòðåííåé
ìåòðèêå ãðàôà Êýëè.

Êîíå÷íî, ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåæäó Γ è C(Γ)
êîíå÷íî, è òåì ñàìûì îíè èìåþò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ
ãåîìåòðèè êðóïíîãî ìàñøòàáà. Îáû÷íî, íàì áóäåò óäîáíåå èìåòü äåëî ñ
C(Γ), òàê êàê ýòî � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Îïðåäåëåíèå 8.4.25. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà Γ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (ïî
îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó S îáðàçóþùèõ), åñëè åå
ãðàô Êýëè C(Γ) (èëè, ðàâíîñèëüíî, ñàìà ãðóïïà Γ) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâîì.

Íàïîìíèì åùå, ÷òî ëþáûå äâå ìåòðèêè ñëîâ áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû
(ïðåäëîæåíèå 8.3.18), òî åñòü, åñëè dS , dT � äâå ìåòðèêè, ïîðîæäåííûå
ìíîæåñòâàìè S è T îáðàçóþùèõ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî C, ÷òî

1
C

dS(x, y) ≤ dT (x, y) ≤ CdS(x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò èç S ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ èç T , è íàîáîðîò, òàê ÷òî ìû ìîæåì âçÿòü â êà÷åñòâå
C äëèíó ñàìîãî äëèííîãî èç òàêèõ (ìèíèìàëüíûõ) ïðåäñòàâëåíèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 8.4.16, ãðóïïà Γ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ìåòðèêå ñëîâ, áóäåò ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî
îòíîøåíèþ ê êàæäîé ìåòðèêà ñëîâ, è ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãðóïïå áåç óïîìèíàíèÿ î âûáîðå ìåòðèêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, áûòü
ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïîé � àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî ãðóïïû, è îíî íå
çàâèñèò îò òîãî, êàêóþ ìåòðèêó ìû âûáèðàåì.

Ïåðâûì, ïðèòîì áàíàëüíûì, ïðèìåðîì ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû
ñëóæèò ãðóïïà Z. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ãðóïïà Γ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, òî
òàêîâîé æå áóäåò è ãðóïïà Γ × G äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G
(ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó Γ è
Γ × G êîíå÷íî � ïðîâåðüòå ýòî!) Ñëåäîâàòåëüíî, Z × G � òàêæå
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G. Â ýòèõ ïðèìåðàõ,
îäíàêî, íå ïðîÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò
âñå äðóãèå ãèïåðáîëè÷åñêîå ãðóïïû. Îäíàêî, óæå ñâîáîäíàÿ (íå àáåëåâà)
ãðóïïà Fk ñ k ≥ 2 îáðàçóþùèìè ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìèðà.
Óïðàæíåíèå 8.4.26. Äîêàæèòå, ÷òî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ 0-ãèïåðáîëè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, Fk � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà.



8.4. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà 337

Êàæäàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè êðóïíîãî
ìàñøòàáà âûãëÿäèò êàê äåðåâî (ñì. ïðåäëîæåíèå 8.4.14). Îêàçûâàåòñÿ,
òàêîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï õàðàêòåðèñòè÷åñêèì,
è òàêèå ãðóïïû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Îïðåäåëåíèå 8.4.27. Êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Γ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé,
åñëè êàæäûé ïîäêîíóñ íà áåñêîíå÷íîñòè ãðàôà C(Γ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
äåðåâîì.

Èç ëåììû 8.4.14 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ 8.4.25; äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ìû çäåñü íå
ïðèâîäèì. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû íàïîìèíàþò
ñâîáîäíûå ãðóïïû: åñëè ïîñìîòðåòü íà ãèïåðáîëè÷åñêîå ãðóïïû �ñ âûñîòû
ïòè÷üåãî ïîëåòà�, ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ ãðóïï �íåâîçìîæíî çàìåòèòü èç
çà ìåëêîñòè ìàñøòàáà�. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî �ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ�
ãðóïïà ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îêàæåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (èç-çà
áûñòðîãî ðîñòà ÷èñëà âîçìîæíûõ îáðàçóþùèõ è ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà
ñëó÷àéíûõ ñîîòíîøåíèé).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñëóæèò îáèëüíûì èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï.
Òåîðåìà 8.4.28. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
ñåêöèîííûå êðèâèçíû êîòîðîãî îãðàíè÷åíû ñâåðõó îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì
(èëè, áîëåå îáùî, êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû,
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ÷èñëîì −k < 0). Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(M) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå M̃ ïðîñò-
ðàíñòâà M . Òåîðåìà 9.2.9 î ãëîáàëèçàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëî-
æèòåëüíîé êðèâèçíû (â ãëàâå 9) óòâåðæäàåò, ÷òî M̃ (ñ ìåòðèêîé,
ïîäíÿòîé èç M) èìååò êðèâèçíó ≤ −k â öåëîì. Òåïåðü èç óïðàæíåíèÿ
8.4.8 ñëåäóåò, ÷òî M̃ � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó. Ïî ñëåäñòâèþ
8.3.20 ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M) êâàçè-èçîìåòðè÷íà M̃ . Íàêîíåö,
ñëåäñòâèå 8.4.17 ïîêàçûâàåò, ÷òî π1(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ïî Ãðîìîâó. ¤

Ëèíåéíîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêîå
ãðóïïû îáëàäàþò íåîæèäàííûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
äëÿ ýòîãî êëàññà ãðóïï. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå îáîáùàåò îäíó îñîáåííîñòü
ìíîãîîáðàçèé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìîòèâèðóåò
îïðåäåëåíèå, äàííîå íèæå
Ïðåäëîæåíèå 8.4.29. Ïóñòü M � îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
ñ ñåêöèîííûìè êðèâèçíàìè îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó ÷èñëîì −k, ãäå k > 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C = C(k), ÷òî äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé
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êðèâîé α äëèíû L > 1 íàéäåòñÿ ïîãðóæåííûé äèñê β, èìåþùèé
ïëîùàäü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ CL, è îãðàíè÷åííûé êðèâîé α: ∂β = α.
Áîëåå îáùî, åñëè M � îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ÷èñëîì −k, ãäå k > 0, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C = C(k), ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå îê-
ðóæíîñòè äëèíû L > 1 â M ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ äèñêà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæíîñòüþ, ÷òî 2-ìåðíàÿ
õàóñäîðôîâà ìåðà îáðàçà äèñêà íå ïðåâîñõîäèò CL.

Îòìåòèì, ÷òî, îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò
åâêëèäîâà ñëó÷àÿ: íà îêðóæíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íåâîçìîæíî
çàòÿíóòü äèñêîì ñ ïëîùàäüþ ìåíüøåé, ÷åì 1

4π
L2, òî åñòü ïëîùàäè

ïëîñêîãî êðóãà.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ, îãðàíè÷èâøèñü çäåñü ëèøü íàáðîñêîì. Äîêàçàòåëüñòâî
îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì íàáëþäåíèè. Ðàññìîòðèì êðèâóþ
äëèíû 1 â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû k. Çàôèêñèðóåì òî÷êó
p. Êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå p ñ òî÷êàìè êðèâîé, çàìåòàþò îáëàñòü,
ïîõîæóþ íà êîíóñ. Ïëîùàäü ýòîé îáëàñòè ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì,
íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà òî÷êè p (÷èòàòåëÿ, ðàçâèâøåãî â ñåáå �ãèïåðáîëè÷åñêóþ�
èíòóèöèþ, íå óäèâèò, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè íå óâåëè÷èâàåòñÿ áåñêîíå÷íî,
êîãäà òî÷êà p íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ îò êðèâîé.) Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû êðèâàÿ áûëà îòðåçêîì, íàøà îáëàñòü áûëà áû òðåóãîëüíèêîì, è
ìû ïîìíèì, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò π/k (ïî òåîðåìå
Ãàóññà�Áîííå). Òåïåðü ÷èòàòåëü ëåãêî ìîæåò ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ âåðõíþþ
ãðàíèöó â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé, ïðîñòî çàêëþ÷èâ êðèâóþ â
(âûïóêëûé) ìíîãîóãîëüíèê (çàâèñÿùèé òîëüêî îò äëèíû êðèâîé è ÷èñëà
k).

Ïåðåéäåì ê íàøåìó ìíîãîîáðàçèþ M . ×òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå,
âûáåðåì òî÷êó p â M è ïîñòðîèì �êîíóñ� ñ âåðøèíîé p, ñîåäèíèâ
êðàò÷àéøèìè âñå òî÷êè êðèâîé α ñ p. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé
äèñê, íàòÿíóòûé íà íàøó êðèâóþ. ×òîáû îöåíèòü åãî ïëîùàäü, äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü åãî ñ êîíóñîì íàä ïîäõîäÿùåé êðèâîé (òîé æå ñàìîé äëèíû)
â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè êðèâèçíû k (êðèâàÿ ñðàâíåíèÿ ìîæåò íå
áûòü çàìêíóòîé, íî åå äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
òî÷êè äîëæíà ðàâíÿòüñÿ äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè êðèâîé α îòíîñèòåëüíî
p, â îáîèõ ñëó÷àÿõ � ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì �äèñêðåòíûé àíàëîã� òîãî ëèíåéíîãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî
íåðàâåíñòâà, î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðîãî ãîâîðèòñÿ â ïðåäëîæåíèè 8.4.29.
Ïóñòü ãðóïïà Γ çàäàíà ñèììåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ G =
{g1, g

−1
1 , . . . , gk, g

−1
k } è ñîîòíîøåíèÿìè R1, . . . , Rl Ïóñòü ω = w1w2 . . . wn �

íåêîòîðîå ñëîâî â àëôàâèòå g1, g
−1
1 , . . . , gk, g

−1
k . Êàê îáû÷íî, ïîä åãî



8.4. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâà 339

çíà÷åíèåì ìû èìååì â âèäó ïðîèçâåäåíèå w1 · w2 · · · · · wn â Γ. Çíà÷åíèå
ïóñòîãî ñëîâà, ïî îïðåäåëåíèþ, ñ÷èòàåì ðàâíûì åäèíèöå ãðóïïû. Êàæäîå
ñîîòíîøåíèå Ri ÿâëÿåòñÿ òàêèì ñëîâîì â àëôàâèòå g1, g

−1
1 , . . . , gk, g

−1
k ,

çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî åäèíèöå ãðóïïû).
Ïîä ýëåìåíòàðíîé çàìåíîé â ñëîâå ω ìû èìååì â âèäó îäíó èç

ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: äîáàâëåíèå îäíîãî èç ñëîâ R1, . . . , Rl â êàêîå ëèáî
ìåñòî ñëîâà ω, âû÷åðêèâàíèå èç ω ïîäñëîâà, ñîâïàäàþùåãî ñ îäíèì
èç ñëîâ R1, . . . , Rl è âû÷åðêèâàíèå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà è îáðàòíîãî
ê íåìó (gi è g−1

i ), åñëè îíè ñòîÿò ïîäðÿä äðóã çà äðóãîì â ω. ßñíî,
÷òè ýëåìåíòàðíûå çàìåíû íå ìåíÿþò çíà÷åíèå ω. Çíà÷åíèÿ äâóõ ñëîâ
ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç íèõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
â äðóãîå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ çàìåí. Ýòî � ñòàíäàðòíûé ôàêò
òåîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï (÷èòàòåëü ìîæåò äîêàçàòü ýòî ñàì
â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ).
Îïðåäåëåíèå 8.4.30. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà Γ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó
èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C,
÷òî êàæäîå ñëîâî ω = w1w2 . . . wn, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî åäèíèöå,
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ïóñòîå ñëîâî ïóòåì íå áîëåå, ÷åì Cn ýëåìåíòàðíûõ
çàìåí.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò
ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó íåðàâåíñòâó. Íà ñàìîì
äåëå ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï õàðàêòåðèñòè÷åñêèì;
íî äîêàçàòü ýòî áîëåå òðóäíî. Ñôîðìóëèðóåì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëå-
íèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû, áàçèðóþùååñÿ íà ýòîì ñâîéñòâå.
Îïðåäåëåíèå 8.4.31. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó.

Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
ðàâíîñèëüíî äâóì ïðåäûäóùèì. (Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå
ãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó, è
ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ íàéòè òàêîå äîêàçàòåëüñòâî. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî
îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ íåïðîñòî è òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
ñîîáðàæåíèé.) Çäåñü ìû îáñóäèì èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ
ãðóïïû ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
îïðåäåëåííîãî êîíå÷íîãî äâóìåðíîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà. Äåéñòâèòåëüíî,
íà÷íåì ñ áóêåòà èç k îêðóæíîñòåé. Íà êàæäîé îêðóæíîñòè âûáåðåì
îðèåíòàöèþ è ïîìåòèì êàæäóþ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ïàðîé îáðàçóþùèõ
(gi, g

−1
i ). Òåïåðü, äëÿ êàæäîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðèêëåèì ê áóêåòó äâóìåðíóþ

êëåòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ñîîòíîøåíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
ïðèêëåèâàåì îãðàíè÷èâàþùóþ ýòó êëåòêó îêðóæíîñòü ê áóêåòó âäîëü
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êðèâîé, ïðîõîäÿùåé îêðóæíîñòè áóêåòà â òîì æå ïîðÿäêå, â êàêîì
�ìåòêè� ýòèõ îêðóæíîñòåé ñëåäóþò â ñëîâå, ïðåäñòàâëÿþùåì íàøå
ñîîòíîøåíèå. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ïðîõîäèòñÿ îêðóæíîñòü,
ïîìå÷åííàÿ ïàðîé (gi, g

−1
i ), çàâèñèò îò òîãî, âñòðåòèëñÿ ëè íàì ýëåìåíò

gi èëè îáðàòíûé åìó. Ïî òåîðåìå Âàí Êàìïåíà, ãðóïïà Γ ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïîñòðîåííîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà K.

Åñëè êàæäóþ îêðóæíîñòü áóêåòà ðàññìàòðèâàòü ñ åå ñòàíäàðòíîé
âíóòðåííåé ìåòðèêîé è êàæäóþ 2-êëåòêó ïðåäñòàâëÿòü ìíîãîóãîëüíèêîì,
ïðèêëååííûì ïî èçîìåòðèÿì, òî K ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå K̃ êâàçè-èçîìåòðè÷íî Γ, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâîì
(ïîêàçàòü, ÷òî K̃ � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïî Ãðîìîâó, ìîæíî, íàïðèìåð,
ïîñòðîèâ íà íåì ìåòðèêó îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû; â ñâîþ î÷åðåäü
íàõîæäåíèå òàêîé ìåòðèêè ñëóæèò ìåòîäîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî ãðóïïà Γ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé; ñì. óïðàæíåíèå 8.4.32).

Çàôèêñèðóåì âåðøèíó (1-êëåòêó) p â K̃. Ïîñëå ýòîãî ñëîâî ω èç
îáðàçóþùèõ g1, g

−1
1 , . . . , gk, g

−1
k îïðåäåëÿåò ïóòü γ â K̃, íà÷èíàþùèéñÿ â

p è ïðîõîäÿùèé ïî òåì ðåáðàì 1-ìåðíîãî ñêåëåòà K̃, êîòîðûå ïîìå÷åíû
(ïîäíÿòûìè èç K) ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè ñëîâà ω. Çíà÷åíèå ñëîâà
ω ðàâíî åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïóòü γ çàìêíóò (òî åñòü
ñíîâà âîçâðàùàåòñÿ â p).

Êàêîâ ñìûñë ýëåìåíòàðíûõ çàìåí â ω íà ÿçûêå γ? Óäàëåíèå ïîäñëîâà,
ñîâïàäàþùåãî ñ îäíèì èç ñîîòíîøåíèé, îçíà÷àåò ñòÿãèâàíèå ïåòëè
(ó÷àñòêà γ), îáõîäÿùåé êàêóþ ëèáî 2-êëåòêó; âñòàâêà ñîîòíîøåíèÿ
îçíà÷àåò äîáàâëåíèå òàêîé ïåòëè; íàêîíåö, âû÷åðêèâàíèå îáðàçóþùåãî
ýëåìåíòà è ñîñåäíåãî ñ íèì îáðàòíîãî åìó îçíà÷àåò ñòÿãèâàíèå òðèâèàëüíîé
ïåòëè (êîãäà γ ïðîõîäèò ïî ðåáðó è ïî íåìó æå íåìåäëåííî âîçâðàùàåòñÿ
îáðàòíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ çàìåí ñîîòâåòñòâóåò
ãîìîòîïèÿ êðèâîé γ, è ÷èñëî çàìåòåííûõ êðèâîé γ ïðè òàêîé ãîìîòîïèè
2-êëåòîê íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ çàìåí â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñòÿãèâàíèè çàìêíóòîé êðèâîé â òî÷êó çàìåòàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèé äèñê. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γ çàìêíóòà (òî åñòü, åñëè
çíà÷åíèå ω ðàâíî åäèíèöå), òî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ çàìåí, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ω â ïóñòîå ñëîâî, ðàâíî êîìáèíàòîðíîé ïëîùàäè
(÷èñëó 2-êëåòîê) â òîïîëîãè÷åñêîì äèñêå, îãðàíè÷åííîì γ. Òàêèì îáðàçîì,
ìû âèäèì, ÷òî ëèíåéíîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ Γ â
òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó
íåðàâåíñòâó (êàê òî, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè) äëÿ K̃.

Óïðàæíåíèå 8.4.32. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà, çàäàííàÿ ñ ïîìîùüþ
øåñòè îáðàçóþùèõ a1, a2, . . . , a6 (è îáðàòíûõ èì ýëåìåíòîâ) è îäíîãî
ñîîòíîøåíèÿ a1a2a3a4a5a6 = e, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.



8.5. Ïåðèîäè÷åñêèå ìåòðèêè 341

Ïîäñêàçêà: Ïîñòðîéòå K̃ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî îáñóæäàëîñü âûøå.
Çàìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè ýòî � â òî÷íîñòè ñåìåéñòâî øåñòèóãîëüíèêîâ,
ñêëååííûõ äðóã ñ äðóãîì ïî ñòîðîíàì (òàê, ÷òî â âåðøèíå ñõîäÿòñÿ
12 ðåáåð). Â êà÷åñòâå øåñòèóãîëüíèêîâ âîçüìåì êîïèè ïðàâèëüíîãî
øåñòèóãîëüíèêà â ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò
øåñòèóãîëüíèê ìàë (è ñëåäîâàòåëüíî åãî óãëû áëèçêè ê 2

3π). Ïîêàæèòå,
÷òî òîãäà K̃ � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû íå áîëüøåé, ÷åì
−1.

Óïðàæíåíèå 8.4.33. Íàéäèòå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ãðóïïà êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿåò
ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó.

Ïîäñêàçêà: Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé, èñïîëüçîâàííûõ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 8.4.29, ïðåäñòàâèâ ìíîãîîáðàçèå êàê
êëåòî÷íûé êîìïëåêñ (è ïîñìîòðåâ, êàê åãî 2-ñêåëåò âëîæåí â óíèâåðñàëüíîå
íàêðûâàþùåå íàøåãî

Ìû çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô íåñêîëüêèìè çàìå÷àíèÿìè, êîòîðûå
ìîãóò âîçáóäèòü ëþáîïûòñòâî ÷èòàòåëÿ è ïîäòîëêíóòü åãî ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó
èçó÷åíèþ ýòîãî ïðåäìåòà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà
ñëîâ (òî åñòü âûÿñíåíèÿ, ðàâíî ëè çíà÷åíèå äàííîãî ñëîâà åäèíèöå)
äëÿ îáùåé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïû àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
Íåòðóäíî âèäåòü, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî,
÷òî ýòà ïðîáëåìà, îäíàêî, âñåãäà ðàçðåøèìà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû;
áîëåå òîãî, òîíêèé àíàëèç, èñïîëüçóþùèé ëåììó Ìîðñà, ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðîáëåìà òîæäåñòâà â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Íà
ñàìîì äåëå ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû ïðèíàäëåæàò ê êëàññó àâòîìàòíûõ
ãðóïï� ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ óìíîæåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íîãî àâòîìàòà. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, ìîæåò
ïîïûòàòüñÿ ïåðåäîêàçàòü ýòîò ðåçóëüòàò Ó. Òåðñòîíà (åãî äîêàçàòåëüñòâî
ýëåìåíòàðíî, íî î÷åíü îñòðîóìíî è ýëåãàíòíî).

8.5. Ïåðèîäè÷åñêèå ìåòðèêè
8.5.1. Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ àáåëåâîé ãðóïïû. Ïóñòü G � êîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñíàáæåííàÿ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé d.
Âìåñòî d(0, g), ãäå g ∈ G, ìû áóäåì ïèñàòü d(g). Èç òåîðèè ãðóïï
èçâåñòíî, ÷òî G ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñóììó ZN ⊕ G0, ãäå N ≥ 0 �
ðàíã ãðóïïû G, à G0 � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà (íà ñàìîì äåëå
ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåìîå êðó÷åíèåì).
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî G îòñòîèò íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó îò åå
ïîäãðóïïû ZN . Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè êðóïíîãî
ìàñøòàáà, êîòîðàÿ è åñòü ýêâèâàëåíòíû. Òàê êàê â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
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çàíèìàåìñÿ èìåííî òàêîé ãåîìåòðèåé, òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
G ' ZN . Òåïåðü G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðåøåòêîé â N -ìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . ×èòàòåëü ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ZN êàê
ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê â RN , íî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ñàìà åâêëèäîâà
ñòðóêòóðà íå èìååò îòíîøåíèÿ ê äåëó. (Íà ôîðìàëüíîì àëãåáðàè÷åñêîì
ÿçûêå îáúåìëþùåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ìîæíî ïîëó÷èòü èç G
ïóòåì òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ: V = G⊗ R.)
Ïðåäëîæåíèå 8.5.1. Ïðåäåë limn→∞

d(nv)
n ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî

v ∈ G (çäåñü n ïðîáåãàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû,
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìèòèâíóþ âåðñèþ ñóáàääèòèâíîé ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìû.

Ëåììà 8.5.2. Ïóñòü {xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÷òî xm+n ≤ xm + xn äëÿ âñåõ m,n. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ 1

nxn.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Îáîçíà÷èì infn xn
n ÷åðåç α è ïîêàæåì, ÷òî

xn/n → α ïðè n → ∞. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå öåëîå m, ÷òî xm/m < α + ε. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå n = km + r, ãäå k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, à
0 ≤ r < m. Èç óñëîâèé ëåììû ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî xkn ≤ kxn äëÿ
âñåõ k, n. Ñëåäîâàòåëüíî xn ≤ kxm+xr ≤ km(α+ε)+xr ≤ n(α+ε)+C(m),
ãäå C(m) = max0≤r<m xr. Òàêèì îáðàçîì, lim supn→∞ xn/n ≤ α + ε. Òàê
êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò lim supn→∞ xn/n ≤
α = infn(xn/n), è ëåììà äîêàçàíà. ¤

×òîáû âûâåñòè íàøå ïðåäëîæåíèå èç ëåììû, ïîëîæèì xn = d(nv).
Óñëîâèå xm+n ≤ xm + xn ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. ¤

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå âûðàæàåò âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè v 7→
limn→∞

d(nv)
n . Èìåííî, ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïîëóíîðìû

íà íåñóùåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V .

Ïðåäëîæåíèå 8.5.3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëóíîðìà ‖ · ‖ íà V , ÷òî
‖v‖ = limn→∞

d(nv)
n äëÿ âñåõ v ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî G = ZN è V = RN . Ïóñòü
| · |E îçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó íà RN , à {ei}N

i=1 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ.
Ðàâåíñòâî ‖v‖ = limn→∞

d(nv)
n îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ íà

ZN . Ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà íà ZN è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ýòó ôóíêöèþ íà QN ,
ïîëîæèâ ‖v/n‖ = ‖v‖/n äëÿ âñåõ v ∈ ZN , n ∈ N. Ïðîäîëæåííàÿ
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ôóíêöèÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà QN ⊂
RN (ïî îòíîøåíèþ ê åâêëèäîâîé íîðìå). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ∈ QN ,
x =

∑
xiei, ìû èìååì ‖x‖ ≤ ∑ |xi|‖ei‖ ≤ N maxi{‖ei‖} · |x|E . Ïîñêîëüêó

QN ïëîòíî â RN , ýòà ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
íà RN . Ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñîõðàíÿþòñÿ
ïî íåïðåðûâíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ‖ · ‖ íà RN ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíîðìîé. ¤

Ïîëóíîðìà ‖ · ‖ èç ïðåäëîæåíèÿ 8.5.1 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
èëè ñòàáèëüíîé íîðìîé ìåòðèêè d. Âî âñåõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ ñòàáèëüíàÿ
íîðìà îêàçûâàåòñÿ íàñòîÿùåé íîðìîé, òî åñòü îíà îáðàùàåòñÿ â íîëü
òîëüêî íà íóëåâîì âåêòîðå. Íàïðèìåð, ïóñòü d � ìåòðèêà îðáèòû
ñâîáîäíîãî êîêîìïàêòíîãî âïîëíå ðàçðûâíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà
ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.3.19 d îãðàíè÷åíà
ñíèçó ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìîé, óìíîæåííîé íà íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Ýòà ãðàíèöà íàñëåäóåòñÿ ñòàáèëüíîé íîðìîé; òàêèì îáðàçîì, â
ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëüíàÿ íîðìà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íîðìîé.

Òåîðåìà 8.5.4. Ïóñòü ‖·‖ � ñòàáèëüíàÿ íîðìà èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè
d íà G ' ZN . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖ · ‖ ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Òîãäà

(1) d(v)/‖v‖ → 1 ðàâíîìåðíî ïî v ∈ G ïðè ‖v‖ → ∞.
(2) Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ïðîñòðàíñòâà (G, d) èçîìåòðè÷åí

ïðîñòðàíñòâó (V, ‖ · ‖).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç ïåðâîãî. Äåéñòâèòåëüíî, íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî (G,λd) GH−→ (V, ‖ ·
‖) ïðè λ → 0 â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
(îòìå÷åííîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ 0). Îäíàêî îòîáðàæåíèÿ fλ : (G,λd) →
(V, ‖ ·‖), îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì fλ(v) = λv, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì,
âõîäÿùèì â îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïóíêòèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (îï-
ðåäåëåíèå 8.1.1). È åäèíñòâåííîå, ÷òî íàäî ïðîâåðÿòü, � ýòî ÷òî äëÿ
êàæäîãî R > 0 èñêàæåíèÿ îòîáðàæåíèé fλ â øàðå ðàäèóñà R ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ (ïðè λ → 0). Íî ýòî ñëåäóåò èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Òàê ÷òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå. ßñíî, ÷òî ‖v‖ ≤ d(v)
äëÿ âñåõ v ∈ G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 8.3.19, d ≤ C‖ · ‖E äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0. Âîçüìåì ε > 0, è ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ε-ñåòü
ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ (òî åñòü S ⊂ QG) â åäèíè÷íîì øàðå (V, ‖ · ‖).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòîëü áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî M , ÷òî Mv ∈ G
è, áîëåå òîãî, d(Mv) ≤ (1 + ε)M‖v‖ ≤ (1 + ε)M äëÿ âñåõ v ∈ S (ñì.
ïðåäëîæåíèå 8.5.1). Äëÿ êàæäîãî w ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v ∈ S,
÷òî

∥∥w/‖w‖ − v
∥∥ < ε.
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Ïóñòü k � òàêîå öåëîå, ÷òî k ≤ ‖w‖ < k+1. Òîãäà ‖w−kv‖ ≤ ε‖w‖+1
è

d(Mw) ≤ d(kMv) + d(Mw − kMv) ≤ (1 + ε)kM + CM(ε‖w‖+ 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, d(Mw)/‖Mw‖ ≤ 1+ε+Cε+M/‖w‖. Çàìåòèì, ÷òî ýòî �
âåðõíÿÿ ãðàíü íà d/‖ · ‖ äëÿ âñåõ òåõ âåêòîðîâ èç G, êîòîðûå äåëÿòñÿ
íà M . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C1 = C1(M), ÷òî â C1-îêðåñòíîñòè
êàæäîãî âåêòîðà v ∈ G íàéäåòñÿ äåëÿùèéñÿ íà M âåêòîð. Îòñþäà ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî d(v)/‖v‖ ≤ 1+ε(C+2) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v ∈ G, ëåæàùèõ âíå
øàðà ðàäèóñà R = R(M, ε). Òàê êàê ÷èñëî ε ïðîèçâîëüíî, ýòî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Çàìå÷àíèå 8.5.5. Ïóñòü d � ìåòðèêà îðáèòû êîêîìïàêòíîãî âïîëíå
ðàçðûâíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè òîì æå äåéñòâèè ìåòðèêè îðáèò ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îðáèòû. Îäíàêî ðàçëè÷èå ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ ìåòðèêàìè îðáèò íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, òàê ÷òî
ñòàáèëüíûå íîðìû âñåõ ýòèõ ìåòðèê ñîâïàäàþò. Òàê êàê ðàññòîÿíèå ïî
Õàóñäîðôó ìåæäó îðáèòîé è ñàìèì ïðîñòðàíñòâîì X êîíå÷íî, òî (V, ‖·‖)
ÿâëÿåòñÿ òàêæå è àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì äëÿ X. Íîðìó ‖·‖ íàçûâàþò
ñòàáèëüíîé íîðìîé êàê ïðîñòðàíñòâà X, òàê è ôàêòîðïðîñòðàíñòâà X/G
(ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó äåéñòâèþ èëè íàêðûòèþ).

Çàìå÷àíèå 8.5.6. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ âåðíûì è
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ‖ · ‖ ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. (Äîêàçàòåëüñòâî, â åãî
ñóùåñòâåííîé ÷àñòè, òî æå ñàìîå.) Âî âòîðîì óòâåðæäåíèè, åñëè ‖ · ‖
íå íîðìà, íóæíî ñäåëàòü î÷åâèäíîå èçìåíåíèå. Èìåííî, ñëåäóåò çà
ñ÷åò îáû÷íîé ôàêòîðèçàöèè ïðåâðàòèòü (V, ‖ · ‖) â ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè.

Óïðàæíåíèå 8.5.7. Ïóñòü d � ìåòðèêà ñëîâ on G, çàäàííàÿ (êîíå÷íûì)
ìíîæåñòâîì S îáðàçóþùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî åäèíè÷íûé øàð ñòàáèëüíîé
íîðìû ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S ∪ (−S) ⊂ V .

Óïðàæíåíèå 8.5.8. Ïóñòü d � ìåòðèêà ñëîâ ãðóïïû G è ‖ · ‖ � åå
ñòàáèëüíàÿ íîðìà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî
‖x‖ ≤ d(x) ≤ ‖x‖+ C äëÿ âñåõ x ∈ G.

Çàìå÷àíèå 8.5.9. Èç óòâåðæäåíèÿ ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó ìåæäó ãðóïïîé (G, d)
è åå àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì (V, ‖ · ‖) êîíå÷íî. Ýòî ñïðàâåäëèâî íå
òîëüêî äëÿ ìåòðèêè ñëîâ íà G ' ZN , íî è äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, äîïóñêàþùåãî êîêîìïàêòíîå äåéñòâèå
èçîìåòðèÿìè ãðóïïû ZN ([Bur]). Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ
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â ïîëíîé åãî îáùíîñòè âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè. Â ñëåäóþùåì
ïóíêòå ìû äîêàæåì åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé äëÿ X = R2 è G = Z2 (ñì.
ñëåäñòâèå 8.5.13).

8.5.2. Ïåðèîäè÷åñêèå ìåòðèêè íà ïëîñêîñòè. Ìû èçó÷èì çäåñü
óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíûé
òîð T 2 êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî R2/Z2, ãäå Z2 äåéñòâóåò íà R2 ïàðàëëåëüíûìè
ïåðåíîñàìè. Ïðîåêòèðîâàíèå p : R2 → R2/Z2 = T 2 ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì
îòîáðàæåíèåì. Êàê ìû óæå âèäåëè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ýòî
íàêðûòèå îïðåäåëÿåò âçàèìíî�îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âíóòðåííèìè
ìåòðèêàìè íà T 2 è èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z2

âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè íà R2. Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäíèå Z2-
ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòðèêàìè. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñëóæèò ëþáàÿ ðèìàíîâà
ìåòðèêà íà R2, çàäàííàÿ ñ ïîìîùüþ 2-ïåðèîäè÷åñêîãî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà (÷èòàòåëü ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòî íàãëÿäíî êàê ïîâåðõíîñòü
ñ âîëíàìè, ãðåáíè êîòîðûõ 2-ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ êàê íà îáîÿõ).
Ìû óâèäèì, ÷òî ñ ïîçèöèè ãåîìåòðèè êðóïíîãî ìàñøòàáà òàêàÿ ïîâåðõíîñòü
íå îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî,
òàêóþ ïîâåðõíîñòü è ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
íåâîçìîæíî ðàçëè÷èòü, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ èçìåðèòåëüíûì èíñòðóìåíòîì,
ðàáîòàþùåãî ñ ïîãðåøíîñòüþ, ïðåâûøàþùåé íåêîòîðîå îïðåäåëåííîå
÷èñëî (ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû èìååì â âèäó àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü,
à íå îòíîñèòåëüíóþ). Ýòî çàêëþ÷åíèå íà ñàìîì äåëå âåðíî â ëþáîé
ðàçìåðíîñòè, õîòÿ íèæå ìû èñïîëüçóåì äâóìåðíîñòü äëÿ óïðîùåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâ.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîðà T 2 � ýòî ãðóïïà Z2. Ïóñòü γ :
[a, b] → T 2 � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (ïåòëÿ), à γ̃ � ïîäúåì γ â R2. Òîãäà
âåêòîð [γ] := γ̃(b) − γ̃(a) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò ãðóïïû Z2,
ïðåäñòàâëÿþùèé γ. (Çàìåòèì, ÷òî ýòîò âåêòîð íå çàâèñèò îò âûáîðà γ̃.)
Âåêòîð [γ] íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âðàùåíèÿ ïåòëè γ. Äâå ïåòëè èìåþò
ðàâíûå âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó
è òîìó æå ñâîáîäíîìó ãîìîòîïè÷åñêîìó êëàññó.

Ïóñòü òîð T 2 ñíàáæåí âíóòðåííåé ìåòðèêîé d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
d̃ ñîîòâåòñòâóþùóþ Z2-ïåðèîäè÷åñêóþ ìåòðèêó íà R2. Äëÿ êàæäîãî
v ∈ Zn îáîçíà÷èì ÷åðåç `(v) äëèíó òàêîé êðàò÷àéøåé ïåòëè íà T 2, äëÿ
êîòîðîé âåêòîð v ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì âðàùåíèÿ. Â òåðìèíàõ ìåòðèêè d̃
ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

`(v) = min
x∈R2

d̃(x, x + v).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå d̃(x, x + v) ðàâíî äëèíå òàêîé êðàò÷àéøåé,
ñîåäèíÿþùåé x ñ x + v, ïðîåêöèÿ êîòîðîé â T 2 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé
ïåòëåé ñ âåðøèíîé p(x) è âåêòîðîì âðàùåíèÿ v.
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Ôóíêöèÿ x 7→ d̃(x, x+v) íà R2 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è 2-ïåðèîäè÷åñêîé;
ñëåäîâàòåëüíî îíà äîñòèãàåò ñâîèõ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà. Ïîýòîìó
ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû äëÿ `(v) èìååò ñìûñë è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ
C, ÷òî d̃(x, x + v) ≤ `(v) + C äëÿ âñåõ x ∈ R2.

Òåîðåìó 8.5.4 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
‖x−y‖→∞

d̃(x, y)
‖x− y‖ = 1 (x, y ∈ R2),

ãäå ‖ · ‖ � ñòàáèëüíàÿ íîðìà ïðîñòðàíñòâà (R2, d̃). Èç îïðåäåëåíèÿ ‖ · ‖
è îöåíêè d̃(x, x + v) ≤ `(v) + C ñëåäóåò, ÷òî

‖v‖ = lim
n→∞

d̃(x, x + nv)
n

= lim
n→∞

`(nv)
n

,

ãäå v ∈ Z2. Îäíîé èç öåëåé ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåíèå ïîñëåäíèõ
ôîðìóë.

Ïðåäûäóùèå ðàññìîòðåíèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü äîñëîâíî äëÿ òîðîâ è
ïåðèîäè÷åñêèõ ìåòðèê ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ñïðàâåäëèâà òîëüêî â ðàçìåðíîñòè äâà.

Òåîðåìà 8.5.10. Äëÿ ëþáûõ v ∈ Z2 è n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
`(nv) = n`(v).

Çàìå÷àíèå 8.5.11. Ýòó òåîðåìó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè ïåòëÿ γ íà òîðå T 2 ìèíèìàëüíà â ñâîåì ñâîáîäíîì
ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå, òî ïåòëÿ γn (òî åñòü òà æå ïåòëÿ, íî ïðîéäåííàÿ
n ðàç) òàêæå ìèíèìàëüíà â ñâîåì ñâîáîäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäúåì ìèíèìàëüíîé ïåòëè ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé â
(R2, d̃). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ : [0, L] → T 2 ïàðàìåòðèçîâàíà äëèíîé
äóãè. Ïóñòü γ0 : R → T 2 � òàêàÿ L-ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ (òî åñòü
γ0(t + L) = γ0(t) äëÿ âñåõ t), ÷òî åå ñóæåíèå íà [0, L] åñòü γ. Òîãäà
ïîäúåì γ̃0 êðèâîé γ0 îêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, òî åñòü òàêîé ãåîäåçè÷åñêîé
γ̃0 : (−∞,∞) → R2, ÷òî êàæäûé åå èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ñôîðìóëèðóåì äâà åå íåïîñðåäñòâåííûõ
ñëåäñòâèÿ. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ñëåäñòâèå 8.5.13 ìîæíî îáîáùèòü íà
ëþáóþ ðàçìåðíîñòü.

Ñëåäñòâèå 8.5.12. ‖v‖ = `(v) äëÿ âñåõ v ∈ Z2.

Ñëåäñòâèå 8.5.13. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî
∣∣d̃(x, y)− ‖x− y‖∣∣ ≤ C

äëÿ âñåõ x, y ∈ R2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x − y ∈
Z2, îãðàíè÷åííîñòü

∣∣d̃(x, y) − ‖x − y‖∣∣ ñâåðõó âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî
ñëåäñòâèÿ. Íî, òàê êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî R2/Z2 êîìïàêòíî, òî æå
ñàìîå âåðíî è ïðè âñåõ x, y ∈ R2. ¤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
ëåììà.

Ëåììà 8.5.14. Ïóñòü v ∈ Z2 � íåíóëåâîé âåêòîð è γ � ïåòëÿ â
T 2 ñ âåêòîðîì âðàùåíèÿ nv, ãäå n ∈ N, n > 1. Òîãäà γ íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé ïåòëåé, òî åñòü îíà èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ðàçëîæèòüγ íà äâå ïåòëè (ñ âåðøèíàìè â îäíîé èç òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïåòëè γ), âðàùåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû v è (n− 1)v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî � õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò ýëåìåíòàðíîé òîïîëîãèè.
Çäåñü ìû ïðèâåäåì îäíî èç âîçìîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ôàêòîðïðîñòðàíñòâî R2 ïî ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë,
êðàòíûõ nv. Ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó S1 × R,
òàê ÷òî ïåðåíîñó íà âåêòîð v ñîîòâåòñòâóþò â A ïîâîðîò íà 2π/n.
Îáîçíà÷èì ýòîò ïîâîðîò ÷åðåç R. Âûáåðåì åñòåñòâåííîå íàêðûòèå òîðà
T 2 öèëèíäðîì A, êîììóòèðóþùåå ñ ïðîåêòèðîâàíèÿìè èç R2 íà A è T 2,
è ïóñòü γ̃ � ïîäúåì ïåòëè γ â A. Òîãäà γ̃ � çàìêíóòàÿ íåñòÿãèâàåìàÿ
êðèâàÿ. Òàêàÿ êðèâàÿ îòäåëÿåò �êîíöû� öèëèíäðà äðóã îò äðóãà â òîì
ñìûñëå , ÷òî òî÷êè öèëèíäðà S1 × R, ó êîòîðûõ ïîñëåäíèå êîîðäèíàòû
�áëèçêè� ê +∞ è ê −∞, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíàäëåæàò ê ðàçëè÷íûì
êîìïîíåíòàì äîïîëíåíèÿ ê (îáðàçó) êðèâîé. Ðàññìîòðèì êðèâóþ R(γ̃) â
S1 × R è ïîêàæåì, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò γ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà R(γ̃) ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
äîïîëíåíèÿ ê γ̃. Ïóñòü x+ è x− � òàêèå äâå òî÷êè (îáðàçà) êðèâîé
γ̃ in S1 × R, ÷òî â íèõ ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà, ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî òî÷êè R(x+) è R(x−) ëåæàò íà
êðèâîé R(γ̃). Ñ äðóãîé ñòîðîíû R(x+) è R(x−) ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
êîìïîíåíòàì äîïîëíåíèÿ ê γ̃, èáî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâûìè ñ (+∞)-
êîíöîì è (−∞)-êîíöàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, R(γ̃) ïåðåñåêàåòñÿ ñ γ̃. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàéäåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà x êðèâîé γ̃, ÷òî y = R(x) òàêæå ïðèíàäëåæèò γ̃. Ýòè äâå
òî÷êè ðàçáèâàþò γ̃ íà äâå äóãè, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà T 2 ÿâëÿþòñÿ
ïåòëÿìè ñ âðàùåíèÿìè ±v è (n∓1)v. Åñëè ýòè âðàùåíèÿ ðàâíû âåêòîðàì
v è (n − 1)v, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì
ïðîâåñòè òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïåòëè ñ âåêòîðîì âðàùåíèÿ (n + 1)v, è
ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ïîëó÷èì ïåòëþ ñ âåêòîðîì
âðàùåíèÿ v (íî íå −v). Ê ñ÷àñòüþ, ýòî íåïðåìåííî ïðîèçîéäåò, ïîòîìó
÷òî èíà÷å γ ñîäåðæèò, êàê ñâîè ó÷àñòêè, ïåòëè ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì
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âåêòîðîì âðàùåíèÿ, à ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî åå ïîäúåì â R2

êîìïàêòåí. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.5.10. Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó èíäóêöèåé
ïî n. Ñëó÷àé n = 1 òðèâèàëåí. Åñëè n > 1, âîçüìåì â êà÷åñòâå γ �
ìèíèìàëüíóþ ïåòëþ ïðåäñòàâëÿþùóþ âåêòîð nv. Ñîãëàñíî ëåììå 8.5.14,
ïåòëþ γ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïåòëè γ1 è γ2 ñ âðàùåíèÿìè v è (n− 1)v,
ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü, ïî èíäóêöèè, `(nv) = L(γ) = L(γ1) + L(γ2) ≥
`(v) + `((n − 1)v) = n`(v). Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî `(nv) ≤ n`(v)
òðèâèàëüíî. ¤

Óïðàæíåíèå 8.5.15. Ïóñòü d � ãëàäêàÿ ðèìàíîâà Z2-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ìåòðèêà íà R2. Äîêàæèòå, ÷òî åäèíè÷íûé øàð åå ñòàáèëüíîé íîðìîé
‖ · ‖ ñòðîãî âûïóêëûé â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ãðàíèöà íå ñîäåðæèò
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó ‖v+w‖ <
‖v‖+ ‖w‖ äëÿ âñåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ v è w.

Ïîäñêàçêà: åñëè âðàùåíèÿ äâóõ ïåòåëü â T 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
ñàìè ïåòëè íåïðåìåííî ïåðåñåêàþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 8.5.16. Ïóñòü `1, `2 è `3 � òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïðÿìûå â R3, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì è ïåðåñåêàþùèå îòêðûòûé
åäèíè÷íûé êóá (0, 1)n. Äîêàæèòå, ÷òî â R3 íàéäåòñÿ òàêàÿ Z3-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ðèìàíîâà ìåòðèêà, ÷òî

(1) `1, `2 è `3 ÿâëÿþòñÿ äëÿ íåå ïðÿìûìè, (òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèìè,
ëþáîé ó÷àñòîê êîòîðûõ � êðàò÷àéøàÿ).

(2) Íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ ïðÿìûõ(ìèíèìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ),
êðîìå ýòèõ òðåõ è òåõ, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ öåëî÷èñëåííûìè
ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè.

(3) Ñòàáèëüíàÿ íîðìà ýòîé ìåòðèêè ‖ · ‖1 çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì
‖(x, y, z)‖ = |x|+ |y|+ |z|.

Ïîäñêàçêà: âûáåðåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð òàê, ÷òîáû îí ñîâïàäàë
ñî ñòàíäàðòíûì åâêëèäîâûì íà íàøèõ ïðÿìûõ è ñòàíîâèëñÿ î÷åíü
áîëüøèì âíå íåêîòîðîé èõ îêðåñòíîñòè. (Ýòîò ïðèìåð è ñìåæíûå
âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â ñòàòüå [Ban].)

8.5.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå îáúåìû ïåðèîäè÷åñêèõ ìåòðèê. Ðàññìîòðèì
Zn-ïåðèîäè÷åñêóþ ìåòðèêó d íà Rn. Êàê ýòà ìåòðèêà, òàê è åå ñóæåíèå
íà Zn îïðåäåëÿþò ñòàáèëüíóþ íîðìó ‖ · ‖ íà Rn. Èç òåîðåìû 8.5.4
ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå d(x, y)/‖x − y‖ ñòðåìèòñÿ ê 1, êîãäà ‖x − y‖
(èëè d(x, y)) èäåò ê áåñêîíå÷íîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ
êðóïíîìàñøòàáíîé ãåîìåòðèè ìåòðèêà d ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå, ïîðîæäåííîé
íîðìîé ‖ · ‖. (Íà ñàìîì äåëå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè äàæå îãðàíè÷åíî;
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ñì. çàìå÷àíèå 8.5.9.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç D åäèíè÷íûé øàð ñòàáèëüíîé
íîðìû; òî åñòü D = {v ∈ Rn : ‖v‖ ≤ 1}.

Ìû áóäåì çäåñü èçó÷àòü ïîâåäåíèå îáúåìîâ øàðîâ áîëüøèõ ðàäèóñîâ
â ìåòðèêà d.

Îïðåäåëåíèå 8.5.17. Ïóñòü d � òà æå ìåòðèêà, êàê è âûøå. Ïî
îïðåäåëåíèþ, åå àñèìïòîòè÷åñêèé îáúåì Ω(d) ðàâåí

Ω(d) = lim
r→∞

Vold(Br(x))
rn

,

ãäå x ∈ Rn � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à Br(x) � øàð ðàäèóñà r â ìåòðèêå d.

Åñòåñòâåííî, â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå â ýòîì
îïðåäåëåíèè ïðåäåëà.

Ïðåäëîæåíèå 8.5.18. Àñèìïòîòè÷åñêèé îáúåì Ω(d) ñóùåñòâóåò è
íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ Rn. Áîëåå òîãî,

Ω(d) = Vold(In) · µn(D),

ãäå In = [0, 1]n è µn � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà (èëè Õàóñäîðôà) â Rn.
Â ÷àñòíîñòè, Ω(d) êîíå÷åí è ïîëîæèòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì çäåñü ëèøü íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà
ñ òåì, ÷òîáû ÷èòàòåëü ñàì âîññòàíîâèë âñå äåòàëè. Èç òåîðåìû 8.5.4
ñëåäóåò, ÷òî d(x, y) ∼ ‖x − y‖ ïðè ‖x − y‖ → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, øàð
Bx(r) â ìåòðèêå d áëèçîê ê ìíîæåñòâó rD = {rv : v ∈ D} (òî åñòü ê
øàðó ðàäèóñà r â íîðìå ‖ · ‖) â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî äàííîãî
ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r âûïîëíÿåòñÿ (1 − ε)rD ⊂ Bx(r) ⊂ (1 +
ε)D. Ýòî ïîçâîëÿåò â îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî îáúåìà çàìåíèòü
Br(x) íà rD. Ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
êëåòîê, ïîëó÷åííûõ ïåðåíîñàìè êóáà In íà âñå öåëûå âåêòîðà. Îáúåìû
âñåõ òàêèõ êëåòîê ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê ìåòðèêà ïåðèîäè÷íà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(r) îáúåäèíåíèå âñåõ êëåòîê, ñîäåðæàùèõñÿ â rD.
Òîãäà Vold(rD) ∼ Vold(Q(r)) è µn(rD) ∼ µn(Q(r)) ïðè r → ∞, ïîòîìó
÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷èñëîì êëåòîê, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ãðàíèöåé rD.Îòñþäà
è èç Vold(Q(r))/µn(Q(r)) = Vold(In)/µn(In) ñëåäóåò, ÷òî

Vold(Br(x)) ∼ Vold(In)
µn(In)

µn(rD) =
Vold(In)
µn(In)

µn(D)rn, r →∞.

Ýòèì ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ¤

Óïðàæíåíèå 8.5.19. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 8.5.18 äëÿ ëþáîãî ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ M , ìåòðèêà êîòîðîãî èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ðàçðûâíîãî
êîêîìïàêòíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Zn. Ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ Ω(d) äîëæíà
áûòü èçìåíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìåíèòå Vold(In) íà Vold̄(M/Zn),
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ãäå (M/Zn, d̄) � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî
äåéñòâèÿ.

Òåïåðü íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèé
îáúåì ñíèçó ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè, íî íå îò
ìåòðèêè. Íà ñàìîì äåëå àñèìïòîòè÷åñêèé îáúåì äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà
äëÿ åâêëèäîâîé (ïëîñêîé) ìåòðèêè, òàê ÷òî ýòîò ìèíèìóì ðàâåí îáúåìó
åäèíè÷íîãî åâêëèäîâà øàðà (ýòî äîêàçàíî â [BI]). Íèæíÿÿ ãðàíèöà,
êîòîðàÿ áóäåò ïîëó÷åíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå, íå îïòèìàëüíà; îäíàêî
äàæå ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îáùåé íèæíåé ãðàíèöû
äëÿ âñåõ ìåòðèê íå î÷åâèäåí.

Òåîðåìà 8.5.20. Äëÿ ëþáîé Zn-ïåðèîäè÷åñêîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè d
íà Rn ñïðàâåäëèâà îöåíêà Ω(d) ≥ (2/n)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ‖ · ‖ � ñòàáèëüíàÿ íîðìà ìåòðèêè d, D �
åäèíè÷íûé øàð â ýòîé ìåòðèêå, à Q � òàêîé àôôèííûé êóá, ÷òî 1

nQ ⊂
D ⊂ Q (òàêîé êóá Q ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 5.5.19). òàê êàê D ⊂ Q, òî
äëÿ ëþáûõ òî÷åê v è v′, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîòèâîïîëîæíûì ãðàíÿì êóáà,
âûïîëíÿåòñÿ ‖v−v′‖ ≥ 2. Ïîÿñíèì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà: Ïîëàãàÿ x = 0,
çàìåíèì â îïðåäåëåíèè Ω(d) øàð Br(x) ≈ rD ìåíüøèì ìíîæåñòâîì r

nQ.
Ïîñëå ýòîãî îöåíèì îáúåì r

nQ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áåçèêîâè÷à.
Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíîìó èçëîæåíèþ. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïóñòü

÷èñëî r ñòîëü âåëèêî, ÷òî êàê òîëüêî ‖x− y‖ ≥ r/n èëè d(x, y) ≥ r/n, òî
(1− ε)‖x− y‖ ≤ d(x, y) ≤ (1 + ε)‖x− y‖

(ñì. òåîðåìó 8.5.4 è íà÷àëî ýòîãî ïóíêòà).
Òîãäà ðàññòîÿíèå (â ìåòðèêå d) ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè

àôôèííîãî êóáà r
nQ íå ìåíüøå , ÷åì 2(1−ε)r/n. Îòñþäà, ïî íåðàâåíñòâó

Áåçèêîâè÷à, ñëåäóåò, ÷òî

Vold
( r

n
Q

)
≥ (1− ε)n(2r/n)n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê r
nQ ⊂ rD, ìû èìååì ‖x‖ ≤ r è, ñëåäîâàòåëüíî,

d(0, x) ≤ (1+ε)r äëÿ âñåõ x ∈ r
nQ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàø àôôèííûé êóá

r
nQ ñîäåðæèòñÿ â øàðå B(1+ε)r(0). Òàêèì îáðàçîì,

Ω(d) = lim
r→∞

Vold(B(1+ε)r(0))
(1 + ε)nrn

≥ lim inf
r→∞

Vold( r
nQ)

(1 + ε)nrn
≥ (2(1− ε)/n)n/(1 + ε)n.

Îòñþäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî Ω(d) ≥
(2/n)n. ¤

Ñëåäóþùåì óïðàæíåíèå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ïîñòîÿííóþ â ïîñëåäíåé
òåîðåìå.



8.5. Ïåðèîäè÷åñêèå ìåòðèêè 351

Óïðàæíåíèå 8.5.21. Äëÿ íîðìû íà Rn è åäèíè÷íîãî øàðà D ýòîé
íîðìû ïîëîæèì

λ(D) = sup{µn(D)
µn(Q)

: Q � àôôèííûé êóá, ñîäåðæàùèé D}.

Äîêàæèòå, ÷òî Ω(d) ≥ 2nλ(D∗) äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêè íà Rn, ãäå D∗ � åäèíè÷íûé øàð ñòàáèëüíîé íîðìû íàøåé
ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

Ïîäñêàçêà: ñêîìáèíèðóéòå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 8.5.18 è òåîðåìû
8.5.20. Èìåííî, ïîêàæèòå, ÷òî

1. äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî êóáà Q ñïðàâåäëèâî Vold(rQ) ∼ rn Vold(In)·
µn(Q) ïðè r →∞.

2. Åñëè àôôèííûé êóá Q ñîäåðæèò åäèíè÷íûé øàð ñòàáèëüíîé
íîðìû, òî Vold(rQ) ≥ (2r)n − o(rn) ïðè r →∞.

Óïðàæíåíèå 8.5.22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ≥ 2 è
ëþáîãî C > 0 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà d
íà Rn, ÷òî Ω(d) ≥ C (ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 5.6.16).





Ãëàâà 9

Ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
êðèâèçíû

Â ýòîé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñâîéñòâàõ, ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû. Ðàçäåë 9.1 ïîñâÿùåí ëîêàëüíûì
ñâîéñòâàì òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàçäåë 9.2 ñîäåðæèò ââåäåíèå â ãëîáàëüíóþ
ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà (ïîëíûõ îäíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû). Ìû óâèäèì, ÷òî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû ≤ k ïî÷òè íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ k. Îäíàêî ãëîáàëüíûå
ñâîéñòâà ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ â ñëó÷àÿõ k ≤ 0 è k > 0. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè î ïðîñòðàíñòâàõ, êðèâèçíà êîòîðûõ îãðàíè÷åíà ñíèçó
êàêèì ëèáî (íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíûì) ÷èñëîì, èçâåñòíî ñîâñåì íå
ìíîãî, äàæå åñëè ýòè ïðîñòðàíñòâà � ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ èëè
ïîâåðõíîñòè â R3. Îäíî èç îáúÿñíåíèé ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
òàêèå êëàññû ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ,
êîòîðûå ìîãóò íå íàñëåäîâàòüñÿ äëÿ îáúåêòîâ �â öåëîì� (ñì. ïðèìåð 9.1.13.)
Â ÷àñòíîñòè, ýòè êëàññû íå çàìêíóòû ïî îòíîøåíèþ ê ñõîäèìîñòè ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.

Â ñëó÷àå k ≤ 0 ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ: äëÿ îäíîñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ
ëîêàëüíûå óñëîâèÿ íà êðèâèçíó âëåêóò ñïðàâåäëèâîñòü òåõ æå óñëîâèé
�â öåëîì� (ñêàæåì, äëÿ ìåäèàí èëè óãëîâ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû î ãëîáàëèçàöèè 9.2.9. Óïîìÿíóòàÿ
òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü ãîðàçäî áîëüøå èíôîðìàöèè î ãåîìåòðèè
�â öåëîì�, ÷åì ýòî âîçìîæíî â îáùåì ñëó÷àå.
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Äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé, ìû çàìåòèì,
÷òî ïî÷òè âñå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå-
ïîëîæèòåëüíîé (è ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû èìåþò îáîáùåíèÿ
äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≤ 0 (ñîîòâ., ≤ k < 0). Ýòî �
òåîðåìû î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå, ãðóïïå èçîìåòðèé, ñóùåñòâîâàíèè
åâêëèäîâûõ ïëîñêîñòåé è àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè
(ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè). Äîêàçàòåëüñòâà ïîõîæè íà îðèãèíàëüíûå
äîêàçàòåëüñòâà ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �äèôôåðåíöèàëüíàÿ
òåõíèêà� ðèìàíîâûõ äîêàçàòåëüñòâ íå îòðàæàåò ñóùåñòâà ïðåäìåòà. Â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, àðãóìåíòû, èñïîëüçóþùèå âûïóêëîñòü, ÷àñòî
èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü.

9.1. Îïðåäåëåíèÿ è ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
9.1.1. Îïðåäåëåíèÿ. Ìû íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû
≤ k, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Âñå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ
ãëàâû 4; çäåñü ìû òîëüêî ñîáðàëè èõ âìåñòå.

Íàïîìíèì, ÷òî k-ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîå îäíîñâÿçíîå
ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà k, ýòî �
ëèáî åâêëèäîâà ïëîñêîñòü, ëèáî ñôåðà (ðàäèóñà 1/

√
k) ñ åå âíóòðåííåé

ìåòðèêîé, ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü êðèâèçíû k. ×åðåç Rk ìû
îáîçíà÷èì äèàìåòð k-ïëîñêîñòè, òî-åñòü Rk = π/

√
k, åñëè k > 0, è

Rk = ∞, åñëè k ≤ 0.
Òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà4abc â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå

ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ òàêîé òðåóãîëüíèê4abc â k-ïëîñêîñòè,
÷òî |ab| = |ab|, |ac| = |ac| è |bc| = |bc|. Ãîâîðÿ î òðåóãîëüíèêàõ ñðàâíåíèÿ,
ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðèìåòð |ab| + |bc| + |ac| òðåóãîëüíèêà
ìåíüøå, ÷åì 2Rk (êîíå÷íî, ýòî òðåáîâàíèå íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé, åñëè k ≤ 0). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî
òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4abc ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìåòðèè.
Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò
îêðåñòíîñòü U , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1. Ëþáûå äâå òî÷êè èç U ìîæíî ñîåäèíèòü êðàò÷àéøåé â U .
2. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê a, b, c ∈ U òàêèõ, ÷òî |ab|+|bc|+|ac| < 2Rk, è

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè d íà ëþáîé èç êðàò÷àéøèõ [ac] ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå
ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ: |db| ≤ |db|, ãäå 4abc � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ
íà k-ïëîñêîñòè äëÿ 4abc, à òî÷êà d ∈ [ac] òàêîâà, ÷òî |ad| = |ad|.

Ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ òàêîå
ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ÷òî ëþáàÿ åãî òî÷êà ñîäåðæàòñÿ â
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îòêðûòîì ìíîæåñòâå, îáëàäàþùåì óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ïðè íåêîòîðîì
k (ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê). Ðàâíîñèëüíî,
êàæäàÿ òî÷êà èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ â íåé
(âíóòðåííÿÿ) ìåòðèêà èìååò êðèâèçíó ≤ k äëÿ íåêîòîðîãî k, çàâèñÿùåãî
îò òî÷êè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà d ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ìåæäó òî÷êàìè a è c (óï-
ðàæíåíèå 4.1.11). Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå òðåáóåò åäèíñòâåííîñòè
êðàò÷àéøåé [a, c] (èëè åäèíñòâåííîñòè ñåðåäèíû). Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì
â ðàçäåëå 9.1.3 åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé îïðåäåëåíèÿ 4.1.9. Äðóãèå
âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû (ñì.
4.1.2, 4.1.9, è 4.3.1) ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ êðèâèçíû ≤ k,
ïðè÷åì âñå ÷åòûðå îïðåäåëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè ìåæäó
ñîáîé (óïðàæíåíèå 4.6.3).

Íåïðèÿòíîé îñîáåííîñòüþ íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå
ñóùåñòâîâàíèÿ êðàò÷àéøåé ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè (èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U). Õîòÿ ìû â îñíîâíîì îãðàíè÷èâàåìñÿ èçó÷åíèåì ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ (ãäå êðàò÷àéøèå âñåãäà ñóùåñòâóþò), ïðî-
ñòðàíñòâà, àïðèîðè íå ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè, âñå æå
âîçíèêàþò â íåêîòîðûõ ïîñòðîåíèÿõ. ×òîáû ðàáîòàòü ñ òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè,
õîòåëîñü áû èìåòü áîëåå îáùóþ âåðñèþ îïðåäåëåíèÿ 9.1.1, ãäå ñåðåäèíû
çàìåíåíû �ïî÷òè ñåðåäèíàìè� (àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó îò ñòðîãî âíóòðåííèõ
ìåòðèê ê âíóòðåííèì â ïàðàãðàôå 2.4.3).

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. Ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k íàçûâàåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò îêðåñòíîñòü
U óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ.

Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê a, b, c ∈ U , ëþáîãî ε > 0 è ëþáîé ε-ñåðåäèíû
d ìåæäó a è c èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |bd| ≤ |bd|+f(ε), ãäå d � ñåðåäèíà
ñòîðîíû [ac] òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ abc íà k-ïëîñêîñòè, è f(ε) → 0 ïðè
ε → 0 (òî÷êè a, b, c ôèêñèðîâàíû).

Ôàêòè÷åñêè èìåííî îïðåäåëåíèå 9.1.2 ÿâëÿåòñÿ �ñòàíäàðòíûì�. Îäíàêî
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå 9.1.1, ÷òîáû èçáåæàòü òåõíè÷åñêèõ
îñëîæíåíèé. Îïðàâäàíèåì íàì ïîñëóæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.3. Äëÿ ïîëíûõ (áîëåå îáùî, ëîêàëüíî ïîëíûõ) ïðîñòðàíñòâ
îïðåäåëåíèÿ 9.1.1 è 9.1.2 ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé èìååò êðèâèçíó ≤ k â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.1.2. Íàì íóæíî
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äîêàçàòü ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøåé â X. Ïî òåîðåìå 2.4.16
(òî÷íåå, åå �ëîêàëèçîâàííîé� âåðñèè � ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå åå
ñàìè) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñåðåäèí. Ïóñòü a, c ∈ U , ãäå
U � îêðåñòíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèì ñåðåäèíó ìåæäó a è c êàê
ïðåäåë ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �ïî÷òè ñåðåäèí�.

Ïóñòü {εn} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
εn → 0, è ïóñòü dn åñòü εn-ñåðåäèíà äëÿ òî÷åê a è c. Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê 4acdn è εm-ñåðåäèíó dm ìåæäó a è b. Èìååì |dndm| ≤
|dnd| + f(εm), ãäå d � ñåðåäèíà ñòîðîíû [ac] òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ
4acdn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |dnd| → 0.

(Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà dn íà k-ïëîñêîñòè ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ
øàðîâ ðàäèóñà |ac|/2 + εn ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ a è c. Äèàìåòð ýòîãî
ïåðåñå÷åíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê |ac| ôèêñèðîâàíî, à εn → 0.)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {dn} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, è åñòü èñêîìàÿ ñåðåäèíà ìåæäó a è c.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñåðåäèíà d åäèíñòâåííà: â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîãëè áû ïðèìåíèòü íàøå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè
êðèâèçíû ê òðîéêå a, c, d è åùå îäíîé ñåðåäèíå d̃, ÷òî ñðàçó ïðèâåëî áû
ê ïðîòèâîðå÷èþ. ¤

9.1.2. Ïðèìåðû. Ìû óæå îáñóæäàëè ïðèìåðû ãðàôîâ è ïîëèýäðîâ íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ãëàâå 4. Äàæå ýòè ïåðâûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ìîæåò èìåòü äîâîëüíî
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëó÷àþ íåîòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû), ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò
ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. (Õîòÿ ðàçìåðíîñòü åùå íå áûëà îïðåäåëåíèÿ,
åå ñìûñë â ñëó÷àå ñòîëü ïðîñòûõ ïðèìåðîâ êàê 2-ïîëèýäðû, ñîâåðøåííî
ÿñåí).

Ïðèìåð 9.1.4. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≤ k
ñ èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
êðèâèçíû ≤ k. Â ÷àñòíîñòè, îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî �îòêðûòîå� ñóùåñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè óäàëèòü

èç ïëîñêîñòè îòêðûòûå êðóãè Brk
(1/k), ãäå rk = 1/(k + 1)2, k = 1, 2, . . . ,

òî ïîëó÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íå áóäåò ïðîñò-
ðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ñì. òàêæå ïðèìåð 9.1.7 íèæå.

Ïðèìåð 9.1.5. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû íå áîëåå,
÷åì k åñòü ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû íå áîëåå, ÷åì max{k, 0}.

Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 4.1.13
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≤ k íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k, åñëè k < 0, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà îäíî
èç ïðîñòðàíñòâ � òî÷êà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå
(íåïîñòîÿííûå) êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y . Ýòè êðàò÷àéøèå
(êàê ïîäïðîñòðàíñòâà) èçîìåòðè÷íû èíòåðâàëàì èçR; ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå
â X×Y åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâó åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè R2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî X×Y íå ìîæåò èìåòü ñòðîãî
îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó.
Ïðèìåð 9.1.6. Äîïîëíåíèå îòêðûòîãî äèñêà íà ïëîñêîñòèR2 (ñ èíäóöèðîâàííîé
âíóòðåííåé ìåòðèêîé) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
(Óïðàæíåíèå: ïðîâåðüòå ýòî.)

Áîëåå îáùî, ëþáîå ëîêàëüíî îäíîñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ R2 (ñ
èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ñîãëàñíî òåîðåìåÆîðäàíà î ïëîñêèõ êðèâûõ, òðåóãîëüíèê âR2 îãðàíè÷èâàåò
ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå äèñêó. Ëîêàëüíàÿ îäíîñâÿçíîñòü ïîçâîëÿåò
óòâåðæäàòü, ÷òî (äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ) ýòî ìíîæåñòâî
ñîäåðæèòñÿ â X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà �
âîãíóòûå äóãè (â îáû÷íîì ñìûñëå), òàê êàê èíà÷å èõ ìîæíî áûëî áû
óêîðîòèòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ íà óãëû äëÿ òàêèõ
âîãíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ áîëåå èëè ìåíåå òðèâèàëüíî (ïðè âûòÿãèâàíèè
âåðøèí çà ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí óãëû âîçðàñòàþò).

Ïðèìåð, ïðèâåäåííûé âûøå � ÷èñòî äâóìåðíîå ÿâëåíèå.
Ïðèìåð 9.1.7. Äîïîëíåíèå îòêðûòîãî øàðà â R3 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òðåóãîëü-
íèê ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà êðàþ âûðåçàííîãî øàðà. Ñòîðîíû ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè íà äâóìåðíîé ñôåðå, ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû áîëüøå, ÷åì óãëû òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ íà
ïëîñêîñòè.
Óïðàæíåíèå 9.1.8. ßâëÿåòñÿ ëè äîïîëíåíèå îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî
øàðà â R3 ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k äëÿ íåêîòîðîãî k?

Îòâåò. Äà, äëÿ k = 1.
Ïðèìåð 9.1.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû ìîæåò íå áûòü ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
Òàê, â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.
Ïðèìåð 9.1.9. Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà êðóãîâîãî êîíóñ áåç âåðøèíû â
R3 � ëîêàëüíî ïëîñêàÿ è ïîýòîìó êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Åãî ïîïîëíåíèå � êîíóñ ñ âåðøèíîé � íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.
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Ïðèìåð 9.1.10. Êàê óïîìèíàëîñü â ãëàâå 5, äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü
(áîëåå îáùî, ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû
≤ k åñëè è òîëüêî åñëè åå ãàóññîâà êðèâèçíà â êàæäîé òî÷êå íå
ïðåâûøàåò k.

Ïðèìåð 9.1.11. (Ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû)Êàæäóþ îðèåíòèðîâàííóþ
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà n ≥ 2 ìîæíî ñíàáäèòü ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ïîâåðõíîñòü ðîäà n ìîæíî (òîïîëîãè÷åñêè)
ñêëåèòü èç ìíîãîóãîëüíèêà ñ 4n âåðøèíàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîìå÷àåì
(â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå) ñòîðîíû 4n-óãîëüíèêà ñèìâîëàìè a1, b1, a−1

1 ,
b−1
1 , · · · , an, bn, a−1

n , b−1
n ; çàòåì ñêëåèâàåì âìåñòå ñòîðîíû, ïîìå÷åííûå

îäèíàêîâûìè áóêâàìè (a è a−1, è ò.ä.). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïîâåðõíîñòü ñ íóæíîé ìåòðèêîé, ïðîâåäåì ýòî ïîñòðîåíèå ñ âûïóêëûì
4n-óãîëüíèêîì íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ìíîãîóãîëüíèê
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: ñêëåèâàåìûå ñòîðîíû
èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû è ñóììà âñåõ óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 2π.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóþò.
(Â ÷àñòíîñòè, íàéäåòñÿ ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè.)
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîãîóãîëüíèê ìàë, òî ñóììà åãî óãëîâ áëèçêà ê
ñóììå óãëîâ ïîäõîäÿùåãî ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî åñòü (4n− 2)π >
2π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îí íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò (ò.å. åñëè åãî
âåðøèíû íåîãðàíè÷åííî óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà), òî ñóììà óãëîâ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïî íåïðåðûâíîñòè, íàéäåòñÿ ïðàâèëüíûé 4n-óãîëüíèê
ñ ñóììîé óãëîâ 2π. (Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïîäõîäÿùèõ äëÿ íàøåé êîíñòðóêöèè.)

Ñêëåèâàÿ ñòîðîíû òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó
ïðàâèëó, ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü êðèâèçíû−1, êîòîðàÿ
ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè (äîêàæèòå ýòî). Ïîñòîÿííàÿ
êðèâèçíà k < 0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà óìíîæåíèåì ìåòðèêè íà 1/

√−k.
Çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íàçûâàþòñÿ

(äâóìåðíûìè) ïðîñòðàíñòâåííûìè ôîðìàìè.

Óïðàæíåíèå 9.1.12. Èçìåíèòå ïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå òàê,
a) ÷òîáû ïîëó÷èòü çàìêíóòûå íåîðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîãî

ðîäà n ≥ 3 ñ ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû;
b) ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíûå íåêîìïàêòíûå ïîâåðõíîñòè (ñ �ðîãàìè�),

èìåþùèå êîíå÷íóþ ïëîùàäü.

Ïðèìåð 9.1.13. Âîçüìåì äâå åäèíè÷íûõ ñôåðû è ñäåëàåì ìàëåíüêèå
êðóãëûå îòâåðñòèÿ â êàæäîé. Ñîåäèíèì ñôåðû òîíêèì öèëèíäðîì,
ïðèêëåèâ åãî ê êðàÿì îòâåðñòèé (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé
è öèëèíäðà ñîâïàäàþò). Ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü êðèâèçíû
≤ 1, êîòîðàÿ âûãëÿäèò êàê ãàíòåëü. Ýòó ïîâåðõíîñòü ëåãêî çàãëàäèòü.
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Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò ñîäåðæàòü î÷åíü êîðîòêèå çàìêíóòûå
ãåîäåçè÷åñêèå, åñëè öèëèíäð äîñòàòî÷íî �òîíîê�.

Ñëåäóþùèé íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå
ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Òåîðåìà 9.1.14 (Ñ. Àëåêñàíäåð, Ð. Áèøîï [AB1]). Ïóñòü X è Y �
ïîëíûå îäíîñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû è f : X →
R � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå X ×f Y (ñì.
3.6.4) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

9.1.3. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà.
Îïðåäåëåíèå 9.1.15. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû≤ k.Íîðìàëüíûì
øàðîì â X íàçûâàåòñÿ øàð U ðàäèóñà ìåíüøåãî, ÷åì Rk/2, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 9.1.1. (Èíîãäà ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîé øàð
íîðìàëüíîé îáëàñòüþ èëè íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ.)

Ïóñòü p ∈ X. Âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ ÷èñåë r, ÷òî Br(p) � íîðìàëüíûé
øàð, íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì âûïóêëîñòè â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ r(p).
Ëåãêî äîêàçàòü (ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî ÷èñëî

r(K) = inf{r(p) : p ∈ K}
ïîëîæèòåëüíî äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì âûïóêëîñòè êîìïàêòà K.

Òåðìèí �ðàäèóñ âûïóêëîñòè� îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 9.1.16. Êàæäûé íîðìàëüíûé øàð ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Br(p) � íîðìàëüíûé øàð è a, b ∈ Br(p). Òàê
êàê r < Rk/2, òî øàð Bk

r (p) íà k-ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ïî
óñëîâèþ íà òðåóãîëüíèêè, äëÿ òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ 4pab ìû èìååì
|pd| < r äëÿ ëþáîé òî÷êè d ∈ [ab]. Ïîýòîìó |pd| ≤ |pd| < r äëÿ ëþáîé
òî÷êè d ∈ [a, b], ÷òî äàåò [ab] ⊂ Br(p). ¤

Âñå ïóíêòû ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïî÷òè íåìåäëåííî ñëåäóþò èç
îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.17. Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî êðèâèçíû ≤ k, à U ⊂ X � íîðìàëüíûé øàð. Òîãäà

(1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè è ñîäåðæàùàÿñÿ â U .

(2) Åñëè γ1, γ2 � êðèâûå â U , òî êðàò÷àéøàÿ [γ1(t)γ2(s)] çàâèñèò
îò t è s íåïðåðûâíî.

(3) Êàæäûé øàð Br(p) ⊂ U � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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(4) Ïóñòü [ab], [ac] � äâå êðàò÷àéøèå â U ñ îáùèì íà÷àëîì a. Åñëè
]bac = π, òîãäà êðèâàÿ bac � òàêæå êðàò÷àéøàÿ.

(5) Êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â U , ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå êðàò÷àéøèå,
[ab]1 è [ab]2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè c ∈ [ab]1 ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4abc
è åãî òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4abc. Ïîñëåäíèé òðåóãîëüíèê âûðîæäåí:
c ∈ ab. Ïóñòü d � òàêàÿ òî÷êà íà [ab]2, ÷òî |ac| = |ad|. Òîãäà ìû èìååì
|cd| ≤ |cd| = 0, ÷òî âëå÷åò c = d è [ab]1 = [ab]2 â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè c.

Òàê êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàò÷àéøèõ � ñíîâà êðàò÷àéøàÿ,
òî (2) ñëåäóåò èç (1).

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (3) ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ
9.1.16. Óòâåðæäåíèå (4) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ
4abc âûðîæäåí: ]bac = π.

(5) Ïóñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [0, L] → U íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé, à
t ∈ [0, L] � òàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ÷òî îãðàíè÷åíèå
γ|[0,t] � êðàò÷àéøàÿ. Ýòîò ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò, òàê êàê îãðàíè÷åíèå
ãåîäåçè÷åñêîé íà [0, t] ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|γ(0)γ(t)| = t, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàäàåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òàê
êàê γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî åå îãðàíè÷åíèå íà [t, t + ε] áóäåò êðàò÷àéøåé
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Òåïåðü ïóíêò (4), ïðèìåíåííûé ê êðàò÷àéøèì
γ|[0,t] è γ[t,t+ε], ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ çíà÷åíèÿ t.

¤

Çàìå÷àíèå 9.1.18. Èç ïðåäëîæåíèÿ 9.1.17 ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíûé
øàð U ñòÿãèâàåì. Äåéñòâèòåëüíî, ôèêñèðóåì òî÷êó p ∈ U ; òîãäà äëÿ
êàæäîãî x ∈ U íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ γx : [0, 1] → U
(ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äëèíîé äóãè), ñîåäèíÿþùàÿ γx(0) = x è γx(1) = p.
Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå H : U×[0, 1] → U , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì
H(x, t) = γx(t), îïðåäåëåíî êîððåêòíî è çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì idU (x) = γx(0) è ïîñòîÿííûì (ïåðåâîäÿùèì
êàæäóþ òî÷êó x ∈ U â òî÷êó p). Íàãëÿäíî, ýòà ãîìîòîïèÿ ïåðåìåùàåò
òî÷êó x ∈ U â íàïðàâëåíèè òî÷êè p âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé êðàò÷àéøåé.
(Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå H äåéñòâèòåëüíî ãîìîòîïèÿ,
ò.å., ÷òî îíî íåïðåðûâíî.)

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ëîêàëüíî
îäíîñâÿçíî è ïîýòîìó èìååò óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî
(ñì. òåîðåìó 3.4.11).

Ïðîñòûå ïðèìåðû, òàêèå êàê ïëîñêèå òîðû èëè ãèïåðáîëè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû, ïîêàçûâàþò, ÷òî ëîêàëüíûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
êðèâèçíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëåêóò àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ â öåëîì. Ýòî
òåñíî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óêàçàííûå ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæàò çàìêíóòûå
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ãåîäåçè÷åñêèå. Òîðû è ïîâåðõíîñòè áîëüøîãî ðîäà íå îäíîñâÿçíû, ïîýòîìó
çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè
äëèíû â ñâîáîäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå íåñòÿãèâàåìîé çàìêíóòîé
êðèâîé. Ïðîñòðàíñòâà èç ïðèìåðà 9.1.13 îäíîñâÿçíû (ãîìåîìîðôíû
ñôåðå), íî èõ ðàäèóñû âûïóêëîñòè ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè ïðè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíå. Ïîçæå ìû óâèäèì,
÷òî òàêîå ÿâëåíèå (ìàëûé ðàäèóñ âûïóêëîñòè îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñò-
âà) âîçìîæíî òîëüêî ïðè k > 0.

9.1.4. Êðàéíèå ñëó÷àè óñëîâèé ñðàâíåíèÿ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì
ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≤ k, ðàññòîÿíèÿ è óãëû â (äîñòàòî÷íî ìàëûõ)
òðåóãîëüíèêàõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì íåðàâåíñòâàì. Â ñëåäóþùåì
ïðåäëîæåíèè îïèñàíî, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ýòè íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà. .

Ïðåäëîæåíèå 9.1.19. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4abc â íîðìàëüíîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà X êðèâèçíû ≤ k è åãî òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ
4abc íà k-ïëîñêîñòè. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Óãîë â âåðøèíå a òðåóãîëüíèêà 4abc ðàâåí óãëó â âåðøèíå a
òðåóãîëüíèêà 4abc.

(ii) Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ [ac], x 6= a, c èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
|bx| = |bx|, ãäå òî÷êà x ∈ [ac] âûáðàíà òàê, ÷òî |ax| = |ax|.

(iii) Âñå óãëû òðåóãîëüíèêà 4abc ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì
òðåóãîëüíèêà 4abc.

(iv) Òðåóãîëüíèê4abc îãðàíè÷èâàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,
èçîìåòðè÷íóþ �çàïîëíåííîìó� òðåóãîëüíèêó abc (ò.å., îáëàñòè íà
k-ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé òðåóãîëüíèêîì 4abc). Áîëåå ôîðìàëüíî:
íàéäåòñÿ ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå èç �çàïîëíåííîãî� òðåóãîëüíèêà
4abc â X, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà4abc â ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 4abc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β, γ � óãëû â âåðøèíàõ a, b, c òðåóãîëüíèêà
4abc, à α, β, γ � ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî èç (iv) ñëåäóþò (i)�(iii) è ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (i).
2. (i) =⇒ (ii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = α. Ïóñòü x è x � òå

æå, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ. Äëÿ òðåóãîëüíèêà 4abx è åãî
òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ 4a0b0x0 ìû èìååì ]b0a0x0 ≥ α = ]bax. Èç
ðàâåíñòâ |a0x0| = |ax| è |b0x0| = |bx| ñëåäóåò, ÷òî |bx| = |b0x0| ≥ |bx|. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íàøå îãðàíè÷åíèå íà êðèâèçíó âëå÷åò, ÷òî |bx| ≤ |bx|.
Ïîýòîìó |bx| = |bx|.

3. (ii) =⇒ (iii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |bx| = |bx| äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
x ∈ [a, c] \ {a, c}. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ [a, c] èìååò
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ìåñòî ðàâåíñòâî |by| = |by|. Òàê êàê |bx| = |bx|, òî òðåóãîëüíèêè bxa è bxc
ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè ñðàâíåíèÿ äëÿ4bxa è 4bxc. Ïîýòîìó ]bxa ≤
]bxa è ]bxc ≤ ]bxc. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ]bxa+]bxc ≥ ]axc = π. Â
ñèëó òîãî, ÷òî ]bxa+]bxc = π, èìååì òàêæå ]bxa = ]bxa è ]bxc = ]bxc.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (i) èìååò ìåñòî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 4bxa è
4bxc. Íî òàê êàê óæå èçâåñòíî, ÷òî èç (i) ñëåäóåò (ii), ìû ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó |by| = |by| äëÿ âñåõ y ∈ [ax] ∪ [cx].

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïåðâîé âàðèàöèè (äëÿ k = 0 ýòî òåîðåìà 4.5.6;
îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k òðèâèàëüíî) ê ðàññòîÿíèÿì îò b
äî òî÷åê ãåîäåçè÷åñêîé [ac], ïîëó÷èì, ÷òî α = α è β = β. Íàêîíåö,
ðàâåíñòâî γ = γ ñëåäóåò èç èìïëèêàöèè (i) =⇒ (ii) è óæå äîêàçàííîé
÷àñòè èìïëèêàöèè (ii) =⇒ (iii).

4. Ìû óæå äîêàçàëè ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé (i)�(iii). Íàì
îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî èç íèõ ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ (iv).
Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìàÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü �çàìåòàåòñÿ�
ñåìåéñòâîì êðàò÷àéøèõ, ñîåäèíÿþùèõ b ñ òî÷êàìè [ac].

Ïóñòü x, y ∈ [ac]. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè x, y â [ac]. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî y ∈ [x, c]. Èìååì

β ≥ ]abx + ]xby + ]ybc ≥ ]abx + ]xby + ]ybc ≥ β = β.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ýòè íåðàâåíñòâà ñóòü ðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè
]xby = ]xby. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå óñëîâèé (i)�(iii) äëÿ òðåóãîëüíèêà
4xby îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè êðàò÷àéøèõ [bx] è [by]
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó òî÷êàìè îòðåçêîâ
[bx] è [by] â k-ïëîñêîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå êðàò÷àéøèõ
{[bx]}x∈[a,c] è åñòü èñêîìûé �çàïîëíåííûé� òðåóãîëüíèê, èçîìåòðè÷íûé
òðåóãîëüíèêó 4abc. ¤

Óïðàæíåíèå 9.1.20. Ïóñòü òðåóãîëüíèê 4 ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≤ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b è c äëèíû
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà4, à ÷åðåç α, β, γ � ñîîòâåòñòâóþùèå (ïðîòèâîïîëîæíûå
ýòèì ñòîðîíàì) óãëû. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

α + β + γ ≤ π,

c2 ≥ a2 + b2 − 2ab cos γ,

c ≤ b cosα + a cosβ.

Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ðàâåíñòâà â ëþáîì èç ýòèõ òðåõ íåðàâåíñòâ,
äëÿ òðåóãîëüíèêà 4 âûïîëíÿþòñÿ âñå ïóíêòû òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé
òåîðåìû.

Ïîäñêàçêà. Çàìåòèì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà
äëÿ òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ âR2; äàëåå âîñïîëüçóéòåñü óñëîâèåì ñðàâíåíèÿ
óãëîâ.
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9.1.5. Òåîðåìà Ðåøåòíÿêà î ñêëåèâàíèè. [Resh] Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé, íî î÷åíü ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâ, ñêëååííûõ èç ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.
Â ÷àñòíîñòè, ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ñòðîèòü íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.

Òåîðåìà 9.1.21. (Òåîðåìà Ðåøåòíÿêà î ñêëåèâàíèè.) Ïóñòü {(Xi, di)},
i = 1, 2 � ïîëíûå ëîêàëüíî-êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≤
k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ âûïóêëûå ìíîæåñòâà Ci ∈ Xi è
èçîìåòðèÿ f : C1 → C2.

Òîãäà ïîëó÷åííîå ñêëåèâàíèåì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïî èçîìåòðèè f
ïðîñòðàíñòâî (X, d) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ k.

Çàìå÷àíèå 9.1.22. Ïîâòîðÿÿ êîíñòðóêöèþ, ïðèâåäåííóþ â òåîðåìå,
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåðû, ñêëååííûå èç áîëåå ÷åì äâóõ (èëè äàæå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà) ÷àñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü
ïðîñòðàíñòâà Xi è èõ îáðàçû âX ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè. Â ÷àñòíîñòè,
ïóñòü C ⊂ X � îáùàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâ Ci, i = 1, 2, â X. Èç
âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà C ñëåäóåò ñîâïàäåíèå íà Xi ìåòðèê d è di,
i = 1, 2. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà p ∈ X èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü
U ⊂ X, ÷òî Ui = U ∩ Xi � íîðìàëüíûé øàð â Xi. Ðàññìîòðèì òðå-
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Ðèñ. 9.1: Òåîðåìà Ðåøåòíÿêà.

óãîëüíèê 4abc ⊂ U . Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a, b ∈ X1, c ∈ X2.
Íàéäóòñÿ òî÷êè c1, c2, ëåæàùèå íà ñîäåðæàùèõñÿ â C êðàò÷àéøèõ [ac]
è [bc], ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçîáüåì òðåóãîëüíèê 4abc íà òðè òðåóãîëüíèêà
4ac1c2, 4bac2 è 4cc1c2. Ðàñïîëîæèì èõ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ íà
ïëîñêîñòè �åñòåñòâåííûì� îáðàçîì (ñì. ðèñ. 9.1). Ñòàíäàðòíîå ñðàâíåíèå
óãëîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî óãëû â âåðøèíàõ c1 è c2 ìíîãîóãîëüíèêà ac1cc2b
âîãíóòûå (ò.å., íå ìåíüøå, ÷åì π). Ãðóáî ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ýòîò ìíîãîóãîëüíèê êàê òðåóãîëüíèê abc, èìåþùèé äâå �âîãíóòûõ ñòîðîíû�:
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ac1c è bc2c. �Ðàñïðÿìëÿÿ� ýòîò òðåóãîëüíèê (ñðàâíèòå ñ ëåììîé Àëåêñàíäðîâà
4.3.3) ìû âèäèì, ÷òî óãëû òðåóãîëüíèêà4abc íå áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå
óãëû åãî òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ. ¤

9.1.6. Òåîðåìà Ðåøåòíÿêà î ìàæîðèçàöèè. [Resh]
Èìååòñÿ åùå îäíà âàæíàÿ òåîðåìà Ðåøåòíÿêà. Îíà ïîçâîëÿåò ëó÷øå

ïîíÿòü ïðèðîäó ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû. Òàê êàê
ýòà òåîðåìà íå èñïîëüçóåòñÿ íàìè â äàëüíåéøåì, ïðèâåäåì åå áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 9.1.23 (Òåîðåìà Ðåøåòíÿêà î ìàæîðèçàöèè). Ïóñòü çàìêíóòàÿ
ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ γ ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîì øàðå U ïðîñòðàíñò-
âà êðèâèçíû, íå áîëüøåé, ÷åì k; åñëè k > 0, òî ìû äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî L(γ) ≤ 2π√

k
.

Òîãäà â k-ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî
Ω, îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîé êðèâîé Γ, è òàêîå íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå
f : Ω → U , ÷òî f(Γ) = γ è îãðàíè÷åíèå f̃ = f |Γ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì,
ñîõðàíÿþùèì äëèíû.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî: åñëè óòâåðæäåíèå
òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé (äîñòàòî÷íî ìàëîé) çàìêíóòîé êðèâîé
γ â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé M , òî M � ïðîñòðàíñòâî
êðèâèçíû íå áîëüøåé, ÷åì k. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ
íåñëîæíî: äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå ê �òðåóãîëüíûì� êðèâûì.

9.1.7. Ïðîäîëæèìîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ. Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîé
íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, ëîêàëüíî ÿâëÿþùàÿñÿ êðàò÷àéøåé. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âñå ãåîäåçè÷åñêèå ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè.

Îïðåäåëåíèå 9.1.24. Ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [0, a] → X íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæèìîé
çà òî÷êó γ(a), åñëè γ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íåêîòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé
γ̃ : [0, b] → X, ãäå b > a.

Âñêîðå ìû óâèäèì, ÷òî, ãðóáî ãîâîðÿ, ãåîäåçè÷åñêàÿ â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïðîäîëæèìà âñåãäà, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ,
êîãäà åå êîíåö �âûãëÿäèò êàê ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà�. Ñëåäóþùåå
ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïîÿñíÿåò, ÷òî ìû ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåì.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.25. Ïóñòü X � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíû. Åñëè ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [0, a] → X íå ïðîäîëæèìà çà
òî÷êó p = γ(a), òî ïðîêîëîòûé øàð Bε(p) \ {p} ñòÿãèâàåì äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ñóùåñòâóåò
ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå òàêóþ �ãðàíè÷íóþ� òî÷êó (òî åñòü, òàêóþ òî÷êó
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p, ÷òî âñå ìàëûå øàðû Bε(p) \ {p} ñòÿãèâàåìû), ÷òî âñå ãåîäåçè÷åñêèå,
çàêàí÷èâàþùèåñÿ â ýòîé òî÷êå, ïðîäîëæèìû.

Ïðèìåð 9.1.26. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâ êîíóñ íàä ïðÿìîé. Ìåòðèêà
êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâîé âñþäó, êðîìå âåðøèíû p. Êàæäûé
ïðîêîëîòûé øàð ñ öåíòðîì â p ñòÿãèâàåì, òàê ÷òî p � (åäèíñòâåííàÿ)
�ãðàíè÷íàÿ� òî÷êà êîíóñà. Îäíàêî ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, îêàí÷èâàþùàÿñÿ
â p, î÷åâèäíî ïðîäîëæèìà çà p.

Óïðàæíåíèå 9.1.27. 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â
R3 òî÷êàìè ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òå òî÷êè, êîòîðûå èìåþò
ñòÿãèâàåìûå ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè.

2. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî
äëÿ ìåòðèê íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.28. Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, â êîòîðîì êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîäîëæèìà çà ëþáóþ ñâîþ
òî÷êó. Òîãäà êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ïîëíîé
ãåîäåçè÷åñêîé γ : R→ X, ïàðàìåòðèçîâàííîé äëèíîé äóãè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîäîëæèìà â îáå ñòîðîíû
�äî áåñêîíå÷íîñòè�. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè íå íàêëàäûâàåòñÿ
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà êðèâèçíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòîò ôàêò � òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå
èìïëèêàöèè (i) ⇒ (iii) â òåîðåìå Õîïôà�Ðèíîâà; íàïîìíèì, ÷òî ýòà
èìïëèêàöèÿ íå òðåáóåò ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè X. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü (a, b) � ìàêñèìàëüíûé îòêðûòûé èíòåðâàë (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé),
íà êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðîäëåíà ãåîäåçè÷åñêàÿ γ. Ìû õîòèì äîêàçàòü,
÷òî (a, b) = (−∞,∞). Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî b < ∞. Òàê êàê
X ïîëíî, òî γ ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíà â òî÷êå b êàê ðàç â ñèëó
óïîìÿíóòîé âûøå èìïëèêàöèè. Ïî óñëîâèþ, γ ïðîäîëæèìà çà b, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè b. ¤

Îïðåäåëåíèå 9.1.29. Åñëè äëÿ ïðîñòðàíñòâà X âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ïðåäëîæåíèÿ 9.1.28 (ò.å., åñëè ïðîñòðàíñòâî ïîëíî è âñå ãåîäåçè÷åñêèå
ïðîäîëæèìû), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ãåîäåçè÷åñêè ïîëíî.

Òàê êàê êàæäàÿ ñîäåðæàùååñÿ â íîðìàëüíîì øàðå ãåîäåçè÷åñêàÿ
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé, (ñìîòðèòå ïðåäëîæåíèå 9.1.17), òî èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 9.1.30. Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî r > 0, ÷òî âñå ãåîäåçè÷åñêèå, íà÷èíàþùèåñÿ â p, ìîãóò
áûòü ïðîäîëæåíû äî ãðàíèöû øàðà Br(p).



366 9. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû

Ïðèìåð 9.1.31. Ðàññìîòðèì êðóã x2 + y2 < 1 â R2 è äîáàâèì ê íåìó
òî÷êó (1, 0). Ýòî � �ïëîñêîå� ïðîñòðàíñòâî è òî÷êà (1, 0) � åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà, â êîòîðîé óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðèìåð 9.1.32. Ðàññìîòðèì áóêåò äèçúþíêòíûõ îòðåçêîâ [0, 1/i], i =
1, 2, . . . , ïðèêëååííûõ ê òî÷êå 0. Ýòî � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ìíîæåñòâî òî÷åê, çà êîòîðûå ãåîäåçè÷åñêèå íå
ïðîäîëæèìû, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì êîíöîâ îòðåçêîâ. Íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî âñå ãåîäåçè÷åñêèå, ïðèõîäÿùèå â òî÷êó 0, ïðîäîëæèìû çà íåå,
òî÷êà 0 íå èìååò øàðîâîé îêðåñòíîñòè, óïîìÿíóòîé â ïðèâåäåííîì âûøå
ñëåäñòâèè.

9.1.8. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé è êàñàòåëüíûé êîíóñ. Ïðî-
ñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé. Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, p ∈ X. Íàïîìíèì (ñìîòðèòå ðàçäåë 3.6.6),
÷òî ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Σ′p, òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
êðàò÷àéøèõ, íà÷èíàþùèõñÿ â p, à ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êëàññàìè �
ýòî óãîë ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàò÷àéøèìè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷àåòñÿ Σp. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
(èëè ñíèçó), óãëû ìåæäó êðàò÷àéøèìè âñåãäà ñóùåñòâóþò, ïîýòîìó ïðî-
ñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
Çàìå÷àíèå 9.1.33. Äàæå åñëè ïðîñòðàíñòâî X ãåîäåçè÷åñêè ïîëíî,
ìîæåò ñëó÷èòñÿ, ÷òî Σ′p íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.å. íåêîòîðûå ýëåìåíòû
èç Σp íå ñîîòâåòñòâóþò íèêàêèì êðàò÷àéøèì. (Ââèäó ñëåäñòâèÿ 9.1.30
ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì.)

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì (îòêðûòóþ!) ïîëóïëîñêîñòü {(x, y) : y > 0} ñ
äîáàâëåííûì ê íåé ëó÷îì {(0, y) : y ≤ 0}. Ñäåëàåì ðàçðåçû âäîëü ëó÷åé
{(x, y) : kx ≥ 1, y = x

k} äëÿ âñåõ k ∈ Z \ {0} è âêëåèì ïî êîïèè ïåðâîãî
êâàäðàíòà {(x, y) : x, y ≥ 0} â êàæäûé ðàçðåç.

Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî ïîëóïëîñêîñòè ñ äîáàâëåííûì
ëó÷îì è ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì (÷òî íåâåðíî êàê äëÿ îáû÷íîé
ïîëóïëîñêîñòè, òàê è äëÿ èñõîäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ äîáàâëåííûì ëó÷îì).
Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â (0, 0) ñîñòîèò èç òî÷êè (ñîîòâåòñòâóþùåé
âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó) è èíòåðâàëà äëèíû π. Êîíöû ïîñëåäíåãî íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè.
Óïðàæíåíèå 9.1.34. Äîêàæèòå ïðèâåäåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.

Îäíàêî, åñëè ïðîñòðàíñòâî X ãåîäåçè÷åñêè ïîëíî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî,
òî Σp êîìïàêòíî äëÿ âñåõ p ∈ X.
Óïðàæíåíèå 9.1.35. Äîêàæèòå ýòî.

Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíèòå ñëåäñòâèå 9.1.30.
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Äàæå åñëè X ëîêàëüíî-êîìïàêòíî è ïîëíî (íàøè îáû÷íûå óïðîùàþùèå
ïðåäïîëîæåíèÿ), ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp ìîæåò áûòü íåêîìïàêòíûì.

Ïðèìåð 9.1.36. Áóêåò îòðåçêîâ, ðàññìîòðåííûé â 9.1.32 ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Åãî ïðîñòðàí-
ñòâî íàïðàâëåíèé â òî÷êå 0 íåêîìïàêòíî � ýòî ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ðàññòîÿíèåì π ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè.

Ïðèìåð 9.1.37. Ýòî ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû
(îí îòíîñèòñÿ ñêîðåå ê ñëåäóþùåé ãëàâå 10). Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñôåð ðàäèóñîâ 1/i (i = 1, 2, . . . ). (Óïðàæíåíèå: äàéòå
îïðåäåëåíèå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äîêàæèòå, ÷òî ýòî � êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.)

Åãî ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â êàæäîé òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-
êîìïàêòíûì, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
êîïèé îêðóæíîñòè S1 (óïðàæíåíèå: ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ýòî).

Çàìåòèì, ÷òî Σp íå âñåãäà ñâÿçíî. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìàÿ R: åå ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â ëþáîé òî÷êå � äâóõòî÷å÷íîå
ìíîæåñòâî ñ ðàññòîÿíèåì π ìåæäó òî÷êàìè. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.1.38. Åñëè êàæäàÿ òî÷êà p ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, d) èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U(p), ÷òî ïðîñòðàíñòâî (U(p), d|U(p))
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ìåòðèêà d íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíî âíóòðåííåé.

Èñõîäíàÿ (óãëîâàÿ) ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé Σp íå îáÿçàòåëüíî
âíóòðåííÿÿ. Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî óãëû íèêîãäà íå
ïðåâîñõîäÿò π, òîãäà êàê êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé ìîãóò
áûòü äëèííåå, ÷åì π. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì êîíóñ ñ ïîëíûì óãëîì 4π
âîêðóã âåðøèíû. Åãî ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé â âåðøèíå ñëóæèò îê-
ðóæíîñòü äëèíû 4π, òîãäà êàê âñå ðàññòîÿíèÿ (óãëû) íå ïðåâîñõîäÿò π.

Ìû áóäåì ñíàáæàòü ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé íå òîëüêî èñõîäíîé
(óãëîâîé) ìåòðèêîé, íî è èíäóöèðîâàííîé åþ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Êàê îáû÷íî, âíóòðåííèå ðàññòîÿíèÿ ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè. Ýòî
ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, åñëè Σp ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì îäíîé êîìïîíåíòû.
Ïîçæå ìû óâèäèì, ÷òî (â �õîðîøèõ ñëó÷àÿõ�) íåñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ìîæåò ïðèíèìàòü
áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 9.1.39. Â ëþáîé òî÷êå p ïîëíîãî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû óãëîâàÿ ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà
Σp ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-âíóòðåííåé.
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Òî÷íåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè a0 ∈ Σp è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà r < π/2, îãðàíè÷åíèå óãëîâîé ìåòðèêè íà øàð Br(a0) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4.16, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ Br(a0) è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ε-
ñåðåäèíà ìåæäó a è b. Íàïîìíèì, ÷òî Σp � ýòî ïîïîëíåíèå ñâîåãî
ïîäìíîæåñòâà Σ′p, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê, ïðåäñòàâèìûõ êðàò÷àéøèìè.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êè a è b ïðèíàäëåæàò
Σ′p , òî åñòü ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êðàò÷àéøèìè α è β, ãäå α(0) =
β(0) = p. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0 è âûáåðåì òî÷êè x =
α(t), y = β(t) íàñòîëüêî áëèçêî ê p, ÷òî 0 ≤ ]xpy − ]xpy ≤ ε, ãäå
]xpy � óãîë â òðåóãîëüíèêå ñðàâíåíèÿ4xpy. Ïóñòü z � ñåðåäèíà ìåæäó
òî÷êàìè x è y. Íàøè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî d(a, b) < π, ãäå d �
ðàññòîÿíèå â Σ′p. Ïîýòîìó z 6= p, åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî. Ðàñïîëîæèì
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ4xpz è4ypz íà k-ïëîñêîñòè ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò ïðÿìîé pz è, êàê îáû÷íî, ñðàâíèì ïîëó÷èâøèéñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ
òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ 4xpy. Òàê êàê |xy| ≤ |x, y|, òî ìû èìååì
]xpz + ]ypz ≤ ]xpy + ε. Âìåñòå ñ î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì ]xpz = ]ypz
ýòî äàåò

]xpz ≤ ]xpz ≤ 1
2
(]xpy + 2ε) è ]xpz ≤ ]ypz ≤ 1

2
(]xpy + 2ε) ,

åñëè òîëüêî òî÷êè x è y äîñòàòî÷íî áëèçêè ê p.
Ðàññìîòðèì òî÷êó c ∈ Σ′p, ïðåäñòàâëåííóþ êðàò÷àéøåé pz. Ïîñëåäíèå

äâà íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû òàê:

d(a, c) ≤ 1
2
(d(a, b) + 2ε), d(b, c) ≤ 1

2
(d(a, b) + 2ε).

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ èìååì
d(a, c) + d(b, c) ≥ d(a, b)− ε.

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ íåðàâåíñòâ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
|d(a, c)− 1

2d(a, b)| ≤ 2ε è |d(b, c)− 1
2d(a, b)| ≤ 2ε.

Òàêèì îáðàçîì, ε-ñåðåäèíà ñóùåñòâóåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε, ïîýòîìó
ìåòðèêà íà Σ′p ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âíóòðåííåé. ¤

Êàñàòåëüíûé êîíóñ. ×åðåç Kp ìû îáîçíà÷èì êîíóñ íàä ïðîñòðàí-
ñòâîì íàïðàâëåíèé Σp (ñì. ðàçäåë 3.6.2, ãäå äàíî îïðåäåëåíèå êîíóñà íàä
ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé). Êàæäàÿ òî÷êà w ∈ Kp, êðîìå
âåðøèíû o êîíóñà, ïðåäñòàâëåíà ïàðîé (ξ, r), ãäå ξ ∈ Σp è r = |ow|.
Êîíóñ Kp íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì êîíóñîì â òî÷êå p. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â R3 âñå êàñàòåëüíûå êîíóñà ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêîñòÿìè.
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Çàìå÷àíèå 9.1.40. Èìååòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ êàñàòåëüíîãî
êîíóñà, à èìåííî, ìîæíî îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìûé êàñàòåëüíûé êîíóñ
ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó, êîòîðûé óæå óïîìèíàëñÿ â ðàçäåëå 8.2. Îí
îïðåäåëåí êàê ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé (λX, p) ïðè λ → ∞. (Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû �ðàçäóâàåì� íàøå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X èç îòìå÷åííîé òî÷êè p ∈ X è íàçûâàåì
êàñàòåëüíûì êîíóñîì ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâ.) ×àñòî (íî íå âñåãäà!) ýòè
äâà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû. Îäíèì èç ïðåïÿòñòâèé ê ýòîìó ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîå îòñóòñòâèå êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé, ñ êîòîðîé
ñâÿçàíû âñå òðóäíîñòè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
íå ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå òîãî, ïðåäåë â îïðåäåëåíèè
êàñàòåëüíîãî êîíóñà ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü
äàæå åñëè ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé êîìïàêòíî.
Ïðèìåð 9.1.41. Ïðèêëåèì ê êàæäîé òî÷êå âèäà 1/k, k ∈ N ëó÷à
R+ = {x ∈ R : x ≥ 0} îòðåçîê äëèíû 1/k. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé
â 0 ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèé êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â ýòîì ïðèìåðå êàñàòåëüíûé êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó íå ñóùåñòâóåò.

Âèäîèçìåíèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð: ïðèêëåèì îòðåçîê äëèíû x ê
êàæäîé òî÷êå ëó÷à R+. Ïîñòðîåííîå òàê ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ
(íå ëîêàëüíî êîìïàêòíûì) ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â òî÷êå 0 ïðîñòðàíñòâà Y âñå åùå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé. Â òî æå âðåìÿ êàñàòåëüíûé êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
â 0 òåïåðü ñóùåñòâóåò (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.2.1) è èçîìåòðè÷åí
ïðîñòðàíñòâó Y , íî îí íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íè íàä êàêèì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.
Çàìå÷àíèå 9.1.42. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû ìîæåò èìåòü ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîå
ñòðîåíèå, ÷åì êàñàòåëüíûé êîíóñ. Ãðóáî ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé
(è êàñàòåëüíûé êîíóñ) çà÷àñòóþ íåñóò íàìíîãî ìåíüøå èíôîðìàöèè, ÷åì
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ïðîñòðàíñòâàõ
îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû êàñàòåëüíûé êîíóñ î÷åíü ïîõîæ (ïî
ìåíüøåé ìåðå ãîìåîìîðôåí) íà äîñòàòî÷íî ìàëûé ìåòðè÷åñêèé øàð ñ
öåíòðîì â äàííîé òî÷êå. Ïîýòîìó ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà (îïðåäåëåííîãî
ëèáî ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé, ëèáî ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó)
áîëåå âàæíî äëÿ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó p â ïðîñòðàíñòâå X îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû
è íîðìàëüíóþ îêðåñòíîñòü U = Br(p) òî÷êè p. Îïðåäåëèì äâà îòîáðàæåíèÿ:
ëîãàðèôìè÷åñêîå logp è ýêñïîíåíöèàëüíîå expp . Îòîáðàæåíèå logp

äåéñòâóåò èç U â êàñàòåëüíûé êîíóñ â òî÷êå p. Ïóñòü x ∈ U . Ñîåäèíèì
òî÷êè p è x (åäèíñòâåííîé) êðàò÷àéøåé [px] è ïóñòü logp x = (ξ, r) ∈ Kp,
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ãäå ξ � íàïðàâëåíèå êðàò÷àéøåé [px], à r = |px|. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
logp íåïðåðûâíî. Ìû õîòåëè áû îïðåäåëèòü expp êàê (logp)−1. Îäíàêî,
îòîáðàæåíèå logp ìîæåò íå áûòü èíúåêòèâíûì. Ïîýòîìó âîçüìåì â
êà÷åñòâå expp(x) êàêóþ-íèáóäü òî÷êó ìíîæåñòâà log−1

p . Äàæå â ìàëîé
îêðåñòíîñòè V âåðøèíû O ∈ Kp îòîáðàæåíèå expp ìîæåò áûòü îïðåäåëåío
íå âñþäó. Îäíàêî ìíîæåñòâî, ãäå expp îïðåäåëåíî, ïëîòíî â V , åñëè V
äîñòàòî÷íî ìàëî (äîêàæèòå!).

Åñëè êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà X íåïîëîæèòåëüíà, òî îòîáðàæåíèå
logp � íåðàñòÿãèâàþùåå. Åñëè æå X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû, íå
ïðåâîñõîäÿùåé ÷èñëà k > 0, òî logp � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ
êîíñòàíòîé 1+δ, ãäå δ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ äèàìåòðîì îêðåñòíîñòè.

Çàìå÷àíèå 9.1.43. Ïðåäïîëîæèì, êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp êîððåêòíî
îïðåäåëåí â òî÷êå p ∈ X ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
(íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû). Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
îòîáðàæåíèÿ logp è expp ïî÷òè òàê æå, êàê âûøå. Îäíàêî â äàííîì
ñëó÷àå èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå: òî÷êà p íå èìååò íîðìàëüíîé
îêðåñòíîñòè, ÷òî âëå÷åò âîçìîæíóþ íååäèíñòâåííîñòü êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé
òî÷êè p è x. ×òîáû îïðåäåëèòü logp, âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü êðàò÷àéøóþ.
Êîíå÷íî, ïîñòðîåííîå òàê îòîáðàæåíèå ìîæåò íå áûòü íåïðåðûâíûì
(òîëüêî â òî÷êàõ, ñâÿçàííûõ ñ p äâóìÿ èëè áîëüøèì ÷èñëîì êðàò÷àéøèõ,
èìåþùèìè ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ â p). Òåì íå ìåíåå, ìû âñå åùå ìîæåì
îïðåäåëèòü expp = (logp)−1. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî X èìååò
îãðàíè÷åííóþ ñíèçó êðèâèçíó, expp íåïðåðûâíî è äàæå ëèïøèöåâî (êàê
logp â ñëó÷àå êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó).

Òåîðåìà 9.1.44. Åñëè X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû è p ∈ X, òî êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ïðîñòà. Âîçüìåì òðåó-
ãîëüíèê â Kp è ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìàëûé ãîìîòåòè÷íûé åìó òðåó-
ãîëüíèê (ïðè ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â âåðøèíå êîíóñà). Îòîáðàæåíèå expp

ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê â X êàæäîìó ìàëåíüêîìó
òðåóãîëüíèêó â Kp. Ýòè òðåóãîëüíèêè èìåþò ïî÷òè ðàâíûå äëèíû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà), ïîýòîìó
óñëîâèÿ íà êðèâèçíó íàñëåäóþòñÿ òðåóãîëüíèêîì â Kp îò òðåóãîëüíèêà
â X.

Ïðîÿñíèì äåòàëè. Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî Kp ëîêàëüíî êîìïàêòíî
è ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èç Kp ïðåäñòàâëåíà êðàò÷àéøåé. Ïóñòü 4a1a2a3 �
òðåóãîëüíèê â Kp, à a4 � ñåðåäèíà ñòîðîíû [a1a3]. ×åðåç γi îáîçíà÷èì
êðàò÷àéøèå, ïðåäñòàâëÿþùèå òî÷êè ai, i = 1, 2, 3, 4, à ÷åðåç aλ

i � òî÷êó
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íà êðàò÷àéøåé γi, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |paλ
i | = λ|Oai|. Çäåñü O �

âåðøèíà êîíóñà Kp, à λ � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ
óãëîâîé ìåòðèêè è ìåòðèêè íà êîíóñå ìû èìååì λ−1|aλ

i aλ
j | ∼ |ajaj |

ïðè λ → 0 (â òîì ñìûñëå, ÷òî îòíîøåíèå äâóõ âåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå). Äëÿ ìàëîãî λ ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4λ íà k-
ïëîñêîñòè äëÿ òðåóãîëüíèêà 4aλ

1aλ
2aλ

3 è ãîìîòåòè÷íûé åìó òðåóãîëüíèê
λ4λ. Ñòîðîíû ïîñëåäíåãî ñõîäÿòñÿ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà 4a1a2a3

è ëåæàò â λ−1k-ïëîñêîñòè (êðèâèçíà êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè
λ → 0). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìåíåííîå
ê òðåóãîëüíèêó 4aλ

1aλ
2aλ

3 è ïîäõîäÿùåé (áëèçêîé ê aλ
4) òî÷êå íà [aλ

1aλ
3 ]

ïåðåõîäÿò â ïðåäåëå (λ → 0) â òàêîå æå ñîîòíîøåíèå (íî ñ êðèâèçíîé,
îãðàíè÷åííîé íóëåì!) äëÿ 4a1a2a3 è a4.

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó â ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ.
×òîáû ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå, íàäî èñïîëüçîâàòü

�îáîáùåííîå� îïðåäåëåíèå 9.1.2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî,
çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî a4 óæå íå îáÿçàòåëüíî ñåðåäèíà (êîòîðîé
ìîæåò è íå áûòü), à íåêîòîðàÿ ε-ñåðåäèíà, è êàæäàÿ òî÷êà ai äîëæíà
áûòü çàìåíåíà äîñòàòî÷íî áëèçêîé òî÷êîé, ïðåäñòàâëåííîé êðàò÷àéøåé.

¤

Èç äàííîé òåîðåìû, âìåñòå ñ òåîðåìîé 4.7.1 î êîíóñàõ íàä ïðîñòðàíñòâàìè
ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, âûòåêàåò òàêîå

Ñëåäñòâèå 9.1.45. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.1.44 ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé
Σp â êàæäîé òî÷êå p ∈ X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≤ 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñìîòðèòå
îïðåäåëåíèå 9.1.29). Òàêèå ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè
çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.46. Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû.
Òîãäà â êàæäîé åãî òî÷êå ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè Br(p) òî÷êè p ∈ X ðàññìîòðèì
ñôåðó Sr(p), 0 < r < r′. Êðàò÷àéøèå, ñîåäèíÿþùèå öåíòð p ñ òî÷êàìè
ñôåðû Sr(p), çàïîëíÿþò øàð Br(p) è êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà÷àëîì â p
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Sr(p). Âñå òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå
ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè â Br(p).

Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ Sr(p) íàïðàâëåíèå
â p åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé [px], íåïðåðûâíî, à ñôåðà Sr(p) êîìïàêòíà.
Ïîýòîìó îáðàç ýòîé ñôåðû (ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòðàíñòâî Σ′p) òàêæå
êîìïàêòåí. ¤



372 9. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû

Óïðàæíåíèå 9.1.47. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäíî èç óñëîâèé òåîðåìû íå
ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Òåîðåìà 9.1.48. Â êàæäîé òî÷êå p ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîãî ëîêàëüíî
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû êàñàòåëüíûé
êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì
êîíóñîì Kp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ýòî ïîçâîëèò íàì èìåòü äåëî ñ
íåðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì âìåñòî áîëåå íåóäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ
ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 1 + δ.

Âîçüìåì äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà R è ε. ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
7.4.12 â BR(O) ⊂ Kp íàéäåòñÿ òàêàÿ ε-ñåòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì
(èëè ëèïøèöåâûì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òî æå ñàìîå) ïðåäåëîì ε-ñåòåé
â øàðàõ Bλ

R(p) ⊂ (λX, p), ãäå λ → ∞. Âûáåðåì çàìêíóòûé øàð Br(p)
â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p. Ïî òåîðåìå Õîïôà�Ðèíîâà 2.5.28
ýòîò øàð êîìïàêòåí, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
δ-ñåòü â Br(p). ×åðåç N0 îáîçíà÷èì êîíå÷íóþ r

Rε-ñåòü â Br(p). Òåïåðü
ïîñòðîèì ep-ñåòè N è Nλ â Bλ

R(p) è BR(0), ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèâ
N = R

r logp(N0), ãäå R
r îçíà÷àåò ãîìîòåòèþ â Kp.

Äëÿ ëþáîãî t, 0 < t ≤ 1 ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ht, ñîïîñòàâëÿþùåå
òî÷êå x ∈ Br(p) òàêóþ òî÷êó ht(x) íà êðàò÷àéøåé [xp], ÷òî |ht(x)p| =
t|xp|. Îòîáðàæåíèå ht : Br(p) → Btr íå óâåëè÷èâàåò äëèí è ñþðúåêòèâíî
(ïðîâåðüòå). Ïîëîæèì Nλ = λ ◦ ht(N0), ãäå λ◦ îçíà÷àåò èçìåíåíèå
ìàñøòàáà è t = R

λr . Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ R, λ ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Φλ = λ ◦ logp ◦
1
λ

: Bλ
R(p) → BR(0),

ãäå λ : (X, p) 7→ (λX, p) è 1
λ : (λX, p) 7→ (X, p) � èçìåíÿþùèå ìàñøòàá

îòîáðàæåíèÿ. Ýòî îòîáðàæåíèå íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ è ïåðåâîäèò
Nλ â N . Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì îñòàëîñü,� ýòî îöåíèòü
èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èç Nλ ïðè îòîáðàæåíèè Φλ.
Ìíîæåñòâî N0 êîíå÷íî, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ν > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
Λ, ÷òî λ > Λ è a, b ∈ Nλ. Ïðè ýòîì óãîë ]apb òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ
äëÿ 4apb íå áîëüøå, ÷åì ]apb + ν (ãîìîòåòèÿ íå èçìåíÿåò óãëû).

Äëÿ a, b ∈ Nλ ïîëîæèì ã = Φλ(a), b̃ = Φλ(b). Òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ
4̃pab è òðåóãîëüíèê 4Oãb̃ èìåþò ðàâíûå áîêîâûå ñòîðîíû: |p̄ā| = |Oã|,
|p̄b̄| = |Ob̃|, è ]āp̄b̄ ≥ ]ãOb̃ − ν, ãäå ν → 0 ïðè λ → ∞. Ýòèì äîêàçàíî,
÷òî |ab| − |ãb̃| → 0 ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ ïàð (a, b) ∈ Nλ ïðè λ →∞. ¤
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9.2. Ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà
Âîîáùå ãîâîðÿ, î ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≤ k
èçâåñòíî íåìíîãî. Áîëüøèíñòâî äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî
òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè. Îäíàêî, ïðåäïîëîæåíèå î
íåïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñëà k ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèëüíûå ðåçóëüòàòû,
îïèñûâàþùèå ñòðîåíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñò-
ðàíñòâî êðèâèçíû íå ïðåâîñõîäÿùåé k ≤ 0, ïîëíî è îäíîñâÿçíî, îíî
íàñëåäóåò ìíîãî õîðîøèõ ñâîéñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à åñëè k < 0,
òî � ãèïåðáîëè÷åñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 9.2.1. Ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àäàìàðà.

Âàæíûì èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà ñëóæèò êîíñòðóêöèÿ
óíèâåðñàëüíîãî íàêðûâàþùåãî (ñìîòðèòå ðàçäåë 3.4.2,â êîòîðîì îáñóæäàþòñÿ
íàêðûòèÿ). Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
(íå îáÿçàòåëüíî îäíîñâÿçíîå). Íàïîìíèì (ñìîòðèòå çàìå÷àíèå 9.1.18),
÷òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî îäíîñâÿçíî è ïîýòîìó èìååò óíèâåðñàëüíîå
íàêðûâàþùåå; ò.å. ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-
âî X̃ (òàê íàçûâàåìîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî) è
îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ f : X̃ → X.

Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X (êàíîíè÷åñêè) ïîäíèìàåòñÿ íà X̃ òàê,
÷òî îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé. Â ñèëó
òîãî, ÷òî çíàê êðèâèçíû åñòü ëîêàëüíîå ñâîéñòâî, à f � ëîêàëüíàÿ
èçîìåòðèÿ, íàêðûâàþùåå X̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû îäíîâðåìåííî ñ ïðîñòðàíñòâîì X. Íàêîíåö, íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå ïîëíî (ñð. ñ óïðàæíåíèåì
3.4.8), ïîýòîìó X̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àäàìàðà. Êàê ïðîñòðàíñò-
âî Àäàìàðà, X̃ îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî
ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ îá èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå X.
Ýòîò ðàçäåë è ðàçäåë 9.3 ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî óòâåðæäåíèé,
äîêàçàííûõ èìåííî íà ýòîì ïóòè.

9.2.1. Òåîðåìà Êàðòàíà�Àäàìàðà. Ó íàñ óæå ïîÿâëÿëèñü ïðèìåðû,
ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû
óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (èëè äðóãèå, åìó ýêâèâàëåíòíûå)
ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áîëüøèõ òðåóãîëüíèêîâ (èëè öèðêóëåé).
Àíàëèçèðóÿ ýòè ïðèìåðû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà â íèõ
ñîäåðæàò ãåîäåçè÷åñêèå �äâóóãîëüíèêè�, ò.å. ïàðû ãåîäåçè÷åñêèõ (äàæå
êðàò÷àéøèõ), ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè. Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî èç
îòñóòñòâèÿ òàêèõ �äâóóãîëüíèêîâ� (ò.å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ëþáûå äâå
òî÷êè ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
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óñëîâèÿ ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (øàðíèðîâ, óãëîâ) �â öåëîì� (òåîðåìà
9.2.9).

Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå åäèíñòâåííû? Âîîáùå
ãîâîðÿ, ýòî òðóäíàÿ çàäà÷à, íî äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
îòâåò ïðîñò è äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôóíäàìåíòàëüíîé �îáîáùåííîé òåîðåìîé
Êàðòàíà�Àäàìàðà�:
Òåîðåìà 9.2.2. Ëþáûå äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà ñîåäèíèìû
åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé. Êðîìå òîãî, êàæäûé ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê
â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ý. Êàðòàíîì äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé,
Ì. Ãðîìîâûì äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà, è Ä. Áèøîïîì
è Ñ. Àëåêñàíäåð â îáùåì ñëó÷àå (ñì. [AB]).

Çäåñü ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ
äâå òî÷êè, çàâåäîìî ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åå åäèíñòâåííîñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñì. â [AB] è [BH].

Ìû ïðåäâàðèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äâóìÿ ëåììàìè î ãåîäåçè÷åñêèõ
â ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âñå ãåîäåçè÷åñêèå ïàðàìåòðèçîâàíû ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè).
Ëåììà 9.2.3. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêèå α è β, ïàðàìåòðèçîâàííûå
îäíèì è òåì æå èíòåðâàëîì è ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîòîðîì íîðìàëüíîì
øàðå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òîãäà ðàññòîÿíèå d(α(t), β(t))
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì d(α(t), β(t)) ÷åðåç δ(t). Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

δ(
t1 + t2

2
) ≤ δ(t1) + δ(t2)

2
äëÿ ëþáûõ t1, t2. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâ
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà 4abc â òàêîì ïðîñòðàíñòâå è ñåðåäèí b′, c′ åãî
ñòîðîí ab è ac, ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |b′c′| ≤ |b′c′|,
ãäå b

′, c′ � ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ
abc.

Ïóñòü òåïåðü t = (t1 + t2)/2. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ãåîäåçè÷åñêèé
îòðåçîê â íîðìàëüíîì øàðå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ïóñòü p � ñåðåäèíà
ìåæäó α(t1) è β(t2). Òîãäà

δ(t) = |α(t)β(t)| ≤ |α(t)p|+ |pβ(t)|

≤ 1
2

(
|α(t1)β(t1)|+ |α(t2)β(t2)|

)
=

1
2
(
δ(t1) + δ(t2)

)
,
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îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî îòðåçêà γ,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè p è q è ëþáîé òî÷êè q′, áëèçêîé ê q, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p è q′ è ëåæàùàÿ áëèçêî ê γ.
Çàìåòèì, ÷òî ìîãóò áûòü è äðóãèå ãåîäåçè÷åñêèå, ñâÿçûâàþùèå p è q′,
íî ïðîõîäÿùèå �äàëåêî� îò γ; êðîìå òîãî, ïîñòðîåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
ìîæåò íå áûòü êðàò÷àéøåé, äàæå åñëè γ � êðàò÷àéøàÿ. ×èòàòåëü,
çíàêîìûé ñ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé, ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ëåììà
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óòâåðæäåíèÿ î òîì, íà ãåîäåçè÷åñêîé â ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû íåò ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.

Ëåììà 9.2.4. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ γ : [0, 1] → X ñ êîíöàìè
p = γ(0), q = γ(1) â ïîëíîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî r > 0 íàñòîëüêî
ìàëî, ÷òî ðàäèóñ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà γ([0, 1]) (ñì. îïðåäåëåíèå â
ïàðàãðàôå 9.1.3) áîëüøå, ÷åì 10r.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q′ ∈ Br(q) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òàêàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ α : [0, 1] → X, ÷òî α(0) = p, α(1) = q′ è ðàññòîÿíèå
ìåæäó γ è α â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ìåíüøå, ÷åì r, ò.å. |γ(t)α(t)| < r
äëÿ âñåõ t.

Çàìå÷àíèå 9.2.5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ α íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò q′ (äîêàæèòå).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòà. Ðàññìîòðèì êëàññ �ëîìàíûõ� (êðèâûõ,
ñîñòàâëåííûõ èç êðàò÷àéøèõ) ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí, ñîåäèíÿþùèõ
p è q′ è ëåæàùèõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé γ. Ìû ïîêàæåì,
÷òî ëîìàíàÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû â ýòîì êëàññå è åñòü èñêîìàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàçäåëèì γ íà ó÷àñòêè ðàâíîé äëèíû òî÷êàìè
p0 = p, p1 = γ(1/N), p2 = γ(2/N), . . . , pN = q, ãäå N íàñòîëüêî
âåëèêî, ÷òî äëèíà êàæäîãî èíòåðâàëà ìåíüøå, ÷åì r. Ðàññìîòðèì êëàññ
M (ãåîäåçè÷åñêèõ) ëîìàíûõ a0a1a2 · · · aN , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
a0 = p, aN = q′ è |aipi| ≤ r ïðè âñåõ i. (Ïîä ëîìàíîé a0a1a2 · · · aN ìû
ïîíèìàåì ëèíåéíûé ãðàô, ñîñòàâëåííûé èç êðàò÷àéøèõ [aiai+1], òàê,
÷òî íà÷àëî ñëåäóþùåé êðàò÷àéøåé ïðèêëååíî ê êîíöó ïðåäûäóùåé. Ïðè
ýòîì êàæäîå èç çâåíüåâ ïàðàìåòðèçîâàíî ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåðâàëîì
[i/N, (i+1)/N ] ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå.) Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ëîêàëüíî
êîìïàêòíî, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a0, a1, . . . , aN )
êîìïàêòíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ α = a0a1 . . . aN , ìèíèìèçèðóþùàÿ
äëèíó (ò.å., ñóììó

∑
i |aiai+1|) â êëàññå M.

2. Ìû ïîêàæåì, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé; áîëåå òîãî, êàæäàÿ
ïàðà ñîñåäíèõ îòðåçêîâ [ai−1ai] è aiai+1 îáðàçóþò êðàò÷àéøóþ. Ïðåäïîëîæèì
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ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî |ai−1ai| + |aiai+1| > |ai−1ai+1| äëÿ íåêîòîðîãî i.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a′i ñåðåäèíó êðàò÷àéøåé [ai−1ai+1]. Çàìåíÿÿ ai íà a′i ìû
ïîëó÷èì íîâóþ ëîìàíóþ, êîòîðàÿ êîðî÷å, ÷åì α. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå, åñëè ïîêàæåì, ÷òî íîâàÿ ëîìàíàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó
M, ò.å. ÷òî |a′ipi| ≤ r. Ïðèìåíèì ëåììó 9.2.3 ê èíòåðâàëó [pi−1pi+1]
ãåîäåçè÷åñêîé α è êðàò÷àéøåé [ai−1ai+1]. Òàê êàê pi è a′i � ñåðåäèíû
ýòèõ èíòåðâàëîâ, ìû âèäèì, ÷òî 2|a′ipi| ≤ |ai−1pi−1| + |ai+1pi+1| ≤
r + r = 2r. Ïîýòîìó íîâàÿ (óêîðî÷åííàÿ) ëîìàíàÿ ïðèíàäëåæèò M.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîìàíàÿ α ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè). Êðîìå òîãî, òàê êàê ðàññòîÿíèå
|α(t)γ(t)| ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé íà êàæäîì èíòåðâàëå [i/N, (i +
1)/N ] (ïî ëåììå 9.2.3), ìû èìååì |α(t)γ(t)| ≤ maxi |aipi| ≤ r.

3. Îäíàêî ñêîðîñòü ãåîäåçè÷åñêîé α íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííà (çà
èñêëþ÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ðàññòîÿíèÿ |aiai+1| îäèíàêîâû). Ìû
ïîêàæåì, ÷òî α ìîæåò áûòü òàê ïåðåïàðàìåòðèçîâàíà ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè, ÷òî ïîñëå ýòîãî áóäåò ïî ïðåæíåìó r-áëèçêà ê γ (â C0

ìåòðèêå). Íà ïðåäûäóùåì øàãå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè çàìåíå âåðøèí
ai íà ñåðåäèíû ìåæäó ai−1 è ai+1 (äëÿ âñåõ i) ðàññòîÿíèå ìåæäó
íàøåé (ïåðåïàðàìåòðèçîâàííîé) ëîìàíîé è γ íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ çàìåí ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåïàðàìåòðèçàöèé ëèíèè α, ñõîäÿùóþñÿ ê ïàðàìåòðèçàöèè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ.

Áîëåå ôîðìàëüíûå àðãóìåíòû ïðèâåäåíû â çàìå÷àíèè ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà.
4. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé α. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî íàéäåòñÿ äðóãàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ β : [0, 1] → X, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè p
è q′ è ïðîõîäÿùàÿ â r-îêðåñòíîñòè ëèíèè γ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå
ìåæäó α è β (â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå) áóäåò ìåíüøå, ÷åì 2r; ïîýòîìó
äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] îáå òî÷êè, α(t) è β(t), ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó
íîðìàëüíîìó øàðó. Ñîãëàñíî ëåììå 9.2.3 ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→
|α(t)β(t)| âûïóêëà è íå èìååò ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ íà èíòåðâàëå (0, 1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü â 0 è 1, ïîýòîìó îíà
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà [0, 1]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå α è β
ñîâïàäàþò. ¤

Çàìå÷àíèå 9.2.6. Øàãè 2 è 3 äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü îáîñíîâàíû ñ
ïîìîùüþ äðóãèõ àðãóìåíòîâ. Ýòè àðãóìåíòû ïðîùå ïðèâåäåííûõ âûøå,
íî âûãëÿäÿò �ìåíåå åñòåñòâåííûìè�.

Ìèíèìèçèðóåì â êëàññåM ñóììû
∑

i |aiai+1|2 êâàäðàòîâ äëèí çâåíüåâ
ëîìàíîé. (×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ âàðèàöèîííîé òåîðèåé ãåîäåçè÷åñêèõ íà
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, íàâåðíîå óæå äîãàäàëñÿ, ÷òî âûáîð êâàäðàòîâ
äëèí âìåñòî ñàìèõ äëèí ïîäñêàçàí òåìè ïðåèìóùåñòâàìè, êîòîðûå äàåò
ðàññìîòðåíèå ýíåðãèè ïóòè âìåñòî åãî äëèíû.)
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Òà æå ñàìàÿ êîíñòðóêöèÿ ñåðåäèí (çàìåíû ai íà a′i) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìèíèìèçèðóþùàÿ ëîìàíàÿ a0a1 . . . aN ïàðàìåòðèçîâàíà ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî,

|ai−1ai|2 + |aiai+1|2 ≥ 2
( |ai−1ai|+ |aiai+1|

2

)2

≥ 2
( |ai−1ai+1|

2

)2

= |ai−1a
′
i|2 + |a′iai+1|2.

Çäåñü ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè |ai−1ai| = |aiai+1| = 1
2 |ai−1ai+1|,

ò.å. åñëè ai � ñåðåäèíà ìåæäó ai−1 è ai+1. Íî äëÿ ìèíèìèçèðóþùåé
ëîìàíîé a0a1 . . . aN òàêîå ðàâåíñòâî ñîáëþäàåòñÿ ïðè âñåõ i; ïîýòîìó ìû
ñðàçó ïîëó÷èëè ãåîäåçè÷åñêóþ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå.

Ëåììà 9.2.4 ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Xp, ñîñòîÿùåå èç íà÷èíàþùèõñÿ â p ãåîäåçè÷åñêèõ,
ïàðàìåòðèçîâàííûõ èíòåðâàëîì [0, 1] (íàïîìíèì, ÷òî åñëè íå îãîâîðåíî
èíîå, ãåîäåçè÷åñêèå âñåãäà ñ÷èòàþòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííûìè ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè). Òîïîëîãèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé
(ò.å. C0) ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå êðèâûõ. Ñîãëàñíî ëåììå 9.2.4, òî÷êè
øàðà Br(p) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r > 0 íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ r-îêðåñòíîñòüþ ãåîäåçè÷åñêîé γ â ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåòñÿ �ýêñïîíåíöèàëüíûì� îòîáðàæåíèåì ẽxpp, êîòîðîå
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé åå êîíå÷íóþ òî÷êó, òàê ÷òî ẽxpp(α) =
α(1). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, ìû âèäèì, ÷òî ẽxpp � ëîêàëüíûé
ãîìåîìîðôèçì.
Çàìå÷àíèå 9.2.7. Ïðîñòðàíñòâî Xp ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò êàñàòåëüíîãî
êîíóñà Kp, ïîýòîìó ẽxpp ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
expp, îïðåäåëåííîãî â 9.1.8. Îíè çàâåäîìî ðàçëè÷íû, åñëè íàéäóòñÿ äâå
ãåîäåçè÷åñêèå, èñõîäÿùèå èç p â îäíîì íàïðàâëåíèè, è íè îäíà èç íèõ
íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîé.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2.2. Çàôèêñèðóåì òî÷êó p â ïðîñòðàíñòâå
Àäàìàðà X è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Xp ãåîäåçè÷åñêèõ, èñõîäÿùèõ èç
p, è îòîáðàæåíèå ẽxpp : Xp → X, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé
åå êîíå÷íóþ òî÷êó (ñì. âûøå). Ïî ëåììå 9.2.4 ẽxpp ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîäíèìàÿ (ëîêàëüíî) ìåòðèêó ñ X íà Xp, ìû ìîæåì
ñíàáäèòü Xp òàêîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ÷òî ẽxpp áóäåò ëîêàëüíîé
èçîìåòðèåé. Ïîêàæåì, ÷òî ẽxpp � íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå. Îòñþäà
áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê X îäíîñâÿçíî,
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òî íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå ẽxpp ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì; ïîýòîìó
äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ X ïðîîáðàç ẽxp−1

p (q) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé
ãåîäåçè÷åñêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ p è q.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ẽxpp � íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå,
ìû èñïîëüçóåì êðèòåðèé, êîòîðûé íàì äàåò òåîðåìà 3.4.18: ëîêàëüíàÿ
èçîìåòðèÿ èç ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íà �äîñòàòî÷íî
õîðîøåå� ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (áîëåå òî÷íî, íà ïðîñò-
ðàíñòâî ñ åäèíñòâåííîñòüþ êðàò÷àéøèõ) ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì.
Òàê êàê X � ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, îíî �äîñòàòî÷íî
õîðîøåå� â óïîìÿíóòîì ñìûñëå. Ïîýòîìó íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Xp (ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ïîäíÿòîé èç X) ïîëíî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Õîïôà�Ðèíîâà 2.5.28, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî,
äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà P ∈ Xp, ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ Γ : [0, 1) → Xp

(ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ), èñõîäÿùàÿ èç P , ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà
çàìêíóòûé èíòåðâàë [0, 1].

Ïóñòü P � ïîñòîÿííàÿ (ò.å. ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ) ãåîäåçè÷åñêàÿ,
îñòàþùàÿñÿ â p. Òîãäà êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [0, 1) → X ñ γ(0) = p
èìååò åäèíñòâåííûé ïîäúåì Γ : [0, 1) → Xp, äëÿ êîòîðîãî Γ(0) =
P . (Ñëîâî ïîäúåì îçíà÷àåò, ÷òî γ = ẽxpp ◦ Γ.) Ïîäúåì Γ îïðåäå-
ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1) òî÷êà Γ(t) â
ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ åñòü (íåïàðàìåòðèçîâàííîå) îãðàíè÷åíèå
γ|[0,t]. Åäèíñòâåííîñòü ïîäíÿòèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ẽxpp åñòü ëîêàëüíûé
ãîìåîìîðôèçì.

Ïîäúåì Γ ëåãêî ïðîäîëæèòü äî ãåîäåçè÷åñêîé íà [0, 1]: ïðîäîëæèì γ
íà [0, 1] (ýòî âîçìîæíî, ò.ê. X ïîëíî) è âîçüìåì ïîäúåì ïðîäîëæåííîé
êðèâîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëîæèì Γ(1) = γ|[0,1]. Òàê êàê êàæäàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ â Xp åñòü ïîäúåì íåêîòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé â X (èìåííî,
ñâîåãî ñîáñòâåííîãî îáðàçà îòíîñèòåëüíî ẽxpp), òî ìû äîêàçàëè, ÷òî Xp

ïîëíî. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
¤

Ãåîäåçè÷åñêîé ïåòëåé íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [a, b] → X, íà÷àëî
è êîíåö êîòîðîé ñîâïàäàþò: γ(a) = γ(b). Çàìêíóòûå (èëè ïåðèîäè÷åñêèå)
ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãåîäåçè÷åñêèõ ïåòåëü.
Ñëåäñòâèå 9.2.8. Â ïîëíîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû êàæäûé ýëåìåíò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
π1(X, p), ãäå p ∈ X, ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó ãåîäåçè÷åñêóþ ïåòëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå
f : X̃ → X è è ïîäíèìåì ìåòðèêó ñ X íà X̃. Òîãäà X̃ áóäåò ïðîñò-
ðàíñòâîì Àäàìàðà. Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ f−1(p). Äëÿ êàæäîé ïåòëè γ
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â X ñ âåðøèíîé p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîäúåì γ̃ â X̃ ñ íà÷àëîì
â x. ßñíî, ÷òî γ̃ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ. Äâå ïåòëè ñ îáùåé âåðøèíîé ïðåäñòàâëÿþò îäèí è
òîò æå ýëåìåíò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà êîíå÷íûå òî÷êè èõ ïîäíÿòèé ñîâïàäàþò. Èòàê, ìíîæåñòâî êðèâûõ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ äàííûé ýëåìåíò ãðóïïû π1(X, p), ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó
êðèâûõ â X̃, ñâÿçûâàþùèõ x è íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó y ∈
f−1(p). Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî, ïî òåîðåìå Êàðòàíà�Àäàìàðà, ñîäåðæèò
â òî÷íîñòè îäíó ãåîäåçè÷åñêóþ; ïîýòîìó π1(X, p) ñîäåðæèò ðîâíî îäíó
ãåîäåçè÷åñêóþ ïåòëþ. ¤

9.2.2. Ãëîáàëèçàöèÿ.
Òåîðåìà 9.2.9. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà êðèâèçíû ≤ k.
Òîãäà óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (èëè óãëîâ, è ò.ä.) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ â X, ò.å. X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû
≤ k �â öåëîì�.

Çàìå÷àíèå 9.2.10. Ôàêòè÷åñêè, óñëîâèå, ÷òî �X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñò-
âîì Àäàìàðà� ìîæíî çàìåíèòü ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè
èç X ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé è êðàò÷àéøèå íåïðåðûâíî
çàâèñÿò îò ñâîèõ êîíå÷íûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ìû äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ. (Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñòàëüíûå
óñëîâèÿ íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ãëîáàëüíî.
Äåéñòâèòåëüíî, �ãëîáàëüíûå� âàðèàíòû îïðåäåëåíèé íåïîëîæèòåëüíîñòè
êðèâèçíû, êàê è ëîêàëüíûå, ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó.)

1. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëü-
íèê4abc â X è òî÷êó d íà åãî ñòîðîíå [ac]. Òîãäà, åñëè óñëîâèå ñðàâíåíèÿ
óãëîâ ñïðàâåäëèâî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 4abd è 4cbd, òî îíî èìååò ìåñòî
è äëÿ òðåóãîëüíèêà 4abc.

Â ñàìîì äåëå, ïîìåñòèì òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ 4abd è 4cbd äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ 4abd è 4cbd â k-ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû îíè ëåæàëè ïî
ðàçíûå3 ñòîðîíû îò èõ îáùåé ñòîðîíû bd. Èç óñëîâèÿ íà óãëû äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ 4abd è 4cbd èìååì ]bda ≤ ]bda è ]bdc ≤ ]bdc,
ïîýòîìó ]bda + ]bdc ≥ ]bda + ]bdc ≥ π. Òàêèì îáðàçîì, óãîë ïðè
âåðøèíå d â ÷åòûðåõóãîëüíèêå abcd íå ìåíüøå, ÷åì π. Èñïîëüçóÿ ëåììó
Àëåêñàíäðîâà 4.3.3, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ]bad ≤ ]bad ≤ ]b1a1c1, ãäå
4b1a1c1 � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà 4bac. Àíàëîãè÷íî,
]bcd ≤ ]b1c1a1. Íàêîíåö,

]abc ≤ ]abd + ]cbd ≤ ]abd + ]cbd = ]abc ≤ ]a1b1c1

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî |ac| ≤ |ad|+ |cd| = |a1c1|).
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2. Íàçîâåì òðåóãîëüíèê 4abc òîíêèì åñëè åãî ñòîðîíû [ab] è
[ac] äîñòàòî÷íî áëèçêè. Áîëåå òî÷íî, åñëè ðàññòîÿíèå (â ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå) ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ìåíüøå, ÷åì r/10, ãäå r � ðàäèóñ
âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà [ab] ∪ [ac] (òî åñòü êàæäûé r-øàð ñ öåíòðîì â
òî÷êå èç [ab] ∪ [ac] ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îáëàñòüþ).

a
b

cPSfrag replacements
a
b
c

Ðèñ. 9.2: Ðàçðåçàíèå òîíêîãî òðåóãîëüíèêà.

�Ðàçðåæåì� òàêîé òîíêèé òðåóãîëüíèê4abc íà ìåíüøèå òðåóãîëüíèêè
òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ.9.2. Êàæäûé ìàëûé òðåóãîëüíèê ñîäåðæèòñÿ
â íîðìàëüíîì øàðå è ïîýòîìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà óãëû. Èñïîëüçóÿ
óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå íà ïåðâîì øàãå è èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ìàëûõ
òðåóãîëüíèêîâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêà4abc óñëîâèå ñðàâíåíèÿ
óãëîâ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

3. Èòàê, óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðèìûêàþùèõ ê
êîðîòêîé ñòîðîíå óãëîâ âñåõ òîíêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Òåïåðü ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê 4abc. Òàê êàê êðàò÷àéøèå â X åäèíñòâåííû
è íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò êîíöîâ (íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåò
ëîêàëüíóþ êîìïàêòíîñòü M), òî ìû èìååì íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî
êðàò÷àéøèõ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó a ñ òî÷êàìè ñòîðîíû [bc]. Ðàçîáüåì
ñòîðîíó [bc] íà êîðîòêèå èíòåðâàëû [bibi+1], i = 0, 1, . . . , N − 1, b0 = b,
bN = c òàê, ÷òîáû êàæäûé òðåóãîëüíèê 4abibi+1 ÿâëÿëñÿ òîíêèì.
Ýòè òîíêèå òðåóãîëüíèêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íà óãëû. Òåïåðü,
èñïîëüçóÿ ïåðâûé øàã äîêàçàòåëüñòâà è èíäóêöèþ ïî ÷èñëó N óçêèõ
òðåóãîëüíèêîâ, çàêëþ÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèê4abc óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
íà óãëû. ¤
Çàìå÷àíèå 9.2.11. Âåðíî òàêæå îáðàòíîå: åñëè ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî
èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó �â öåëîì�, òî îíî îäíîñâÿçíî è ïîòîìó
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àäàìàðà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî X íå îäíîñâÿçíî. Çàôèêñèðóåì
òî÷êó a ∈ X è òàêóþ ïåòëþ γ ñ âåðøèíîé a, ÷òî åå äëèíà ìèíèìàëüíà â
êëàññå ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíûõ ïåòåëü ñ âåðøèíîé a. Ðàçäåëèì
ïåòëþ γ òî÷êàìè b è c íà òðè èíòåðâàëà ñ ðàâíûìè äëèíàìè. Ýòè
èíòåðâàëû ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè. Ïîýòîìó ìû èìååì òðåóãîëüíèê
4abc, ñòîðîíû êîòîðîãî îáðàçîâàíû îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Ýòîò òðåó-
ãîëüíèê íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà óãëû.
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9.2.3. Âûïóêëûå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 9.2.12. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé åñëè åå îãðàíè÷åíèå íà
ëþáóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ, òî åñòü ôóíêöèÿ t 7→ f(γ(t)) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé. Êàê âñåãäà, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîõîäèòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, à ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà X ñòðîãî
âíóòðåííÿÿ, òî âûïóêëîñòü ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó: äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X è ñåðåäèíû z ∈ X ìåæäó íèìè âåðíî
ðàâåíñòâî 2f(z) ≤ f(x)+f(y). Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò êðèòåðèé ðàâíîñèëåí
òîìó, ÷òî f âûïóêëà âäîëü ëþáîé êðàò÷àéøåé, à ïîñëåäíåå âëå÷åò
âûïóêëîñòü âäîëü ïðîèçâîëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé (âûïóêëîñòü � ëîêàëüíîå
ñâîéñòâî).

Â ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà ìíîãèå åñòåñòâåííûå ôóíêöèè âûïóêëû.
Âî-ïåðâûõ, òåîðåìà î ãëîáàëèçàöèè ïîçâîëÿåò íàì �ãëîáàëèçîâàòü� ëåììó
9.2.3.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.13. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ãåîäåçè÷åñêèõ α è β â ïðîñòðàíñòâå
Àäàìàðà ôóíêöèÿ δt) = d(α(t), β(t)) âûïóêëà.

Ñëåäñòâèå 9.2.14. Äëÿ ëþáîé òî÷êè p â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà ôóíêöèÿ
x 7→ |px| âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β � ïîñòîÿííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ò.å β(t) ≡ p.
Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 9.2.13. ¤

Ñëåäñòâèå 9.2.15. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà, Y ⊂ X �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ðàññòîÿíèå äî Y , òî åñòü ôóíêöèÿ x 7→
dist(x, Y )), âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü
x, y ∈ X, z � ñåðåäèíà ìåæäó x è y, òî÷êè x′, y′ � áëèæàéøèå ê òî÷êàì
x è y òî÷êè çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà Y , à z′ � ñåðåäèíà ìåæäó x′ è y′. Òàê
êàê Y âûïóêëî, òî z′ ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà Y . Ïîýòîìó
dist(z, Y ) ≤ |zz′| ≤ 1

2(|xx′| + |yy′|). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 9.2.13. ¤

Ñëåäñòâèå 9.2.16. Ïóñòü i : X → X � èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
Àäàìàðà X. Òîãäà ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ δ(x) = d(x, i(x)) âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàçîì ãåîäåçè÷åñêîé γ ïðè îòîáðàæåíèè i áóäåò
ãåîäåçè÷åñêàÿ i ◦ γ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9.2.13 îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè
δ íà γ, ò.å. ôóíêöèÿ d(γ(t), i ◦ γ(t)) � âûïóêëàÿ. ¤
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Ïîíÿòèå λ-âûïóêëûõ ôóíêöèé áûëî ââåäåíî â ðàçäåëå 4.4, ïðèìåð
4.4.4. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä λ-âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè ïîíèìàþòñÿ ôóíêöèè,
�íå ìåíåå âûïóêëûå�, ÷åì êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ t 7→ λt2. Ãðóáî ãîâîðÿ,
ýòî ôóíêöèè, âòîðûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ (â íåêîòîðîì îáîáùåííîì
ñìûñëå) îãðàíè÷åíû ñíèçó ÷èñëîì 2λ. Ñôîðìóëèðóåì ýòî áîëåå òî÷íî.

Îïðåäåëåíèå 9.2.17. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
λ > 0. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ λ-âûïóêëîé, åñëè äëÿ
ëþáîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé γ ïðîñòðàíñòâà X
ôóíêöèÿ t 7→ f(γ(t))− λt2 âûïóêëà.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé åñëè îíà λ-âûïóêëà äëÿ
íåêîòîðîãî λ > 0.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ýòè îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ ñåðåäèí.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.18. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R ÿâëÿåòñÿ λ-
âûïóêëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X
è ñåðåäèíû z ìåæäó íèìè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(9.1) f(z) ≤ f(x) + f(y)
2

− λ

4
|xy|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîì âû÷èñëåíèè. Ðàññìîòðèì
íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ γ è ïóñòü g(t) = f(γ(t))−
λt2. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè g ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî g(t1) + g(t2) ≥
2g(1

2(t1+t2)) äëÿ ëþáûõ t1, t2. Ïîëàãàÿ t = 1
2(t1+t2), x = γ(t1), y = γ(t2),

z = γ(t), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

f(x)− λt21 + f(y)− λt22 ≥ 2f(z)− 2λt2,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

f(x) + f(y)− 2f(z) ≥ λ(t21 + t22 − 2( t1+t2
2 )2) = 2λ( t1−t2

2 )2 =
λ

2
|xy|2,

÷òî è îçíà÷àåò λ-âûïóêëîñòü. ¤

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà â òåðìèíàõ
âûïóêëîñòè äèñòàíöèîííîé ôóíêöèè. Ôàêòè÷åñêè ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
(ãëîáàëüíîé) ïåðåôîðìóëèðîâêîé îïðåäåëåíèÿ íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû
(ñð. ñ ðàçäåëîì 4.4).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: äëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è òî÷êè p ∈
X îáîçíà÷èì ÷åðåç dp äèñòàíöèîííóþ ôóíêöèþ òî÷êè p, òî åñòü dp(x) =
|px|.
Òåîðåìà 9.2.19. Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà ôóíêöèÿ
d2

p ÿâëÿåòñÿ 1-âûïóêëîé.
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Îáðàòíî, åñëè X åñòü ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âíóòðåííåé
ìåòðèêîé è ôóíêöèÿ d2

p 1-âûïóêëà äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X, òî X �
ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ d2
p âäîëü íàòóðàëüíî

ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé èìååò âèä t 7→ t2 + const. Â ñèëó òîãî,
÷òî â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà äèñòàíöèîííàÿ ôóíêöèÿ �áîëåå âûïóêëà�,
÷åì â åâêëèäîâîì ñëó÷àå (â ñèëó óñëîâèÿ íàøåãî ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ
íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû), d2

p â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ �áîëåå
âûïóêëîé�, ÷åì t2.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9.2.18 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

|pz|2 ≤ |px|2 + |py|2
2

− |xy|2
4

,

åñëè z ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ìåæäó x è y. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî (Ôîðìóëà äëÿ äëèíû ìåäèàíû
òðåóãîëüíèêà â òåðìèíàõ äëèí ñòîðîí.) Ñîãëàñíî óñëîâèþ íà òðåóãîëüíèêè
ìåäèàíà [pz] òðåóãîëüíèêà4pxy íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé ìåäèàíû
òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ, îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ d2
p 1-âûïóêëà äëÿ ëþáîé òî÷êè p, ïðèâåäåííîå

âûøå íåðàâåíñòâî äëÿ ìåäèàí èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî X èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó �â öåëîì�. Òàêèì
îáðàçîì, X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àäàìàðà, ñì. çàìå÷àíèå 9.2.11 ïîñëå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ãëîáàëèçàöèè. ¤

Ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò ñâîéñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îäíèì èç
íàèáîëåå ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé.
Ïðåäëîæåíèå 9.2.20. Ïóñòü X � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî
âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à f : X → R � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó. Òîãäà f äîñòèãàåò ìèíèìóìà ðîâíî â
îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî f(x) = f(y) = min f , ïðè÷åì x 6= y. Òîãäà ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà
9.1 ê ñåðåäèíå z ìåæäó x è y äàåò f(z) < 1

2(f(x) + f(y)) = min f , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü m = inf f è {xi}∞i=1 � ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ f , ò.å. f(xi) → m ïðè i → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî
{xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïóñòü i0 ñòîëü âåëèêî, ÷òî f(xi) < m + ε äëÿ
âñåõ i > i0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ i, j > i0 èìååì

f(z) ≥ m >
f(xi) + f(xj)

2
− ε ,
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ãäå z � ñåðåäèíà ìåæäó xi è xj . Âû÷èòàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî èç
íåðàâåíñòâà 9.1, ïîëó÷àåì λ|xixj |2/4 < ε. Òàêèì îáðàçîì, |xixj | <

√
4ε/λ

äëÿ âñåõ i, j > i0. Â ñèëó òîãî, ÷òî λ ôèêñèðîâàíî è ε ïðîèçâîëüíî ìàëî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ôóíäàìåíòàëüíà.

Ïîëîæèì x = lim xi. Òîãäà f(x) = lim f(xi) = m, òî åñòü x � èñêîìàÿ
òî÷êà ìèíèìóìà. ¤

Ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà ñâÿçàíû
ñ òî÷êàìè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé. Íèæå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå
ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 9.2.21. Ïóñòü íàì äàíû íàáîð òî÷åê {pi}n
i=1 â ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå è íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {mi}n
i=1. Áàðèöåíòðîì (èëè

öåíòðîì ìàññ) òî÷åê {pi} ñ âåñàìè {mi} íàçûâàåòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà
ôóíêöèè

∑
mid

2
pi

ãäå dpi(x) = |pix|.

Â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà ôóíêöèè d2
pi

ñòðîãî âûïóêëû (òåîðåìà
9.2.19), ïîýòîìó ôóíêöèÿ

∑
mid

2
pi
òàêæå ñòðîãî âûïóêëà. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî áàðèöåíòð ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí.

Óïðàæíåíèå 9.2.22. Äîêàæèòå, ÷òî áàðèöåíòð íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò òî÷åê {pi} è âåñîâ {mi} è, åñëè âåñà mi ôèêñèðîâàíû, ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé òî÷åê {pi}, .
Îïðåäåëåíèå 9.2.23. Ïóñòü Y ⊂ X � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. (Çàìêíóòûé) øàð ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà,
ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî Y , íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì øàðîì äëÿ ìíîæåñòâà Y .

Ïðåäëîæåíèå 9.2.24. Â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà øàð, îïèñàííûé âîêðóã
ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåíòð îïèñàííîãî âîêðóã ìíîæåñòâà Y øàðà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè RY , îïðåäåëåííîé óñëîâèåì RY (x) = sup{|xy| :
y ∈ Y }. Âìåñòî ýòîé ôóíêöèè óäîáíåå ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ R2

Y ,
êîòîðàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé
ôóíêöèé d2

y íà ìíîæåñòâå y ∈ Y . Âåðõíÿÿ ãðàíü 1-âûïóêëûõ ôóíêöèé,
î÷åâèäíî, 1-âûïóêëà. Ïîýòîìó R2

Y 1-âûïóêëà è, ñëåäîâàòåëüíî, åå òî÷êà
ìèíèìóìà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. ¤

Óïðàæíåíèå 9.2.25. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(X) ïðîñòðàíñòâî (ñ ìåòðèêîé
Õàóñäîðôà), ñîñòîÿùåå èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà, òî öåíòð îïèñàííîãî
øàðà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà M(X).
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9.2.4. Ïàðàëëåëüíûå ëó÷è è ïðÿìûå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîé â
ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé X íàçûâàåòñÿ òàêàÿ íàòóðàëüíî
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : R → X, ÷òî ëþáîé åå çàìêíóòûé
ïîäèíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ëó÷îì íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
γ : R+ → X, îáëàäàþùàÿ òåì æå ñâîéñòâîì. Â ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà
êàæäûé ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê � êðàò÷àéøàÿ, ïîýòîìó ïðÿìûå è ëó÷è �
ýòî ïðîñòî ãåîäåçè÷åñêèå áåñêîíå÷íîé äëèíû.

Êàê è â åâêëèäîâîì è ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâàõ, äëÿ ïðîñò-
ðàíñòâà Àäàìàðà ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ëó÷åé.
Îïðåäåëåíèå 9.2.26. Äâà ëó÷à èëè äâå ïðÿìûe íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,
åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè (â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå) êîíå÷íî. Ïàðàëëåëüíûå
ëó÷è òàêæå íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Óïðàæíåíèå 9.2.27. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ëó÷à (èëè äâå ïðÿìûå) ïàðàëëåëüíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó íèìè
êîíå÷íî.

Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äâà ëó÷à (äâå ïðÿìûå) ïàðàëëåëüíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïàðàëëåëüíû â îáû÷íîì (�øêîëüíîì�) ñìûñëå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå íå
ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíûìè (îäíàêî ïàðàëëåëüíûå ëó÷è ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ a è b íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ òî÷åê a
è b). Ñêîðî ìû óáåäèìñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïî÷òè òî æå
ñàìîå.
Ïðåäëîæåíèå 9.2.28. Ïóñòü p � òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà X.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ëó÷à γ â X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëó÷ ñ âåðøèíîé
â òî÷êå p, ïàðàëëåëüíûé ëó÷ó γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
X ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γt êðàò÷àéøóþ, ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè p è γ(t). Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè � âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ (ïðåäëîæåíèå 9.2.13), òî ýòà êðàò÷àéøàÿ ñîäåðæèòñÿ â (çàìêíóòîé)
r-îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé γ, ãäå r = |pγ(0)|. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî
ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti},
ti →∞, ÷òî {γti} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ëó÷ó α : R+ → X. Ýòîò ëó÷ íå
âûõîäèò èç r-îêðåñòíîñòè ëó÷à γ è ïîýòîìó ïàðàëëåëåí åìó.

×òîáû äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà
íà÷èíàþùèõñÿ â p ëó÷à, α è β, è îáà ïàðàëëåëüíû ëó÷ó γ. Òàê êàê
ïàðàëëåëüíîñòü � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ëó÷è α è β ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó, òàê ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ |α(t)β(t)| îãðàíè÷åíà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà è ðàâíà íóëþ â òî÷êå t = 0. Òàêèì
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îáðàçîì, ýòà ôóíêöèÿ åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
α = β. ¤

Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàíèöó
íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà. Åå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî
îïðåäåëåíèþ ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, à èìåííî:
òî÷êàìè ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé. Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Àäàìàðà
X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X(∞). ×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ëó÷ �ñîåäèíÿåò� ñâîå
íà÷àëî ñ òîé òî÷êîé ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðóþ ýòîò ëó÷
ïðåäñòàâëÿåò. Íà ýòîì ÿçûêå ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ïðåäëîæåíèå ãîâîðèò,
÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X è êàæäîé òî÷êè X(∞) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ñîåäèíÿþùàÿ èõ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè âìåñòå ñ ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè, êîòîðûìè
íà íåé ìîæíî ââåñòè½ ïðåäîñòàâëÿåò óäîáíûé ÿçûê äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà. Îäíàêî â äàííîé êíèãå ìû íå óãëóáëÿåìñÿ
â ýòó âàæíóþ òåìó (èçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè èìååòñÿ â
êíèãàõ [BGS], [E], [BH], ãäå ìîæíî òàêæå íàéòè äàëüíåéøèå ññûëêè).

Âåðíåìñÿ ê ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì. Îêàçûâàåòñÿ, ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå îòñóòñòâóþò â ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïëîñêèõ
ïîäìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèõ ïðÿìûõ íåò â ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà
ñòðîãî îòðèöàòåëüíî êðèâèçíû.
Òåîðåìà 9.2.29. Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå
Àäàìàðà X. Òîãäà èëè γ1 è γ2 ñîâïàäàþò, èëè îíè îãðàíè÷èâàþò
ïëîñêóþ ïîëîñó.

Åñëè X èìååò êðèâèçíó ≤ k äëÿ íåêîòîðîãî k < 0, òî â X íåò
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé.

Ïîä ïëîñêîé ïîëîñîé, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè γ1 è γ2, ìû ïîíèìàåì
âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå ïîëîñå ïðîñòðàíñòâàR2, îãðàíè÷åííîé
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.
Ëåììà 9.2.30. Ïóñòü Q = abcd � ÷åòûðåõóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå
Àäàìàðà ñ ñóììîé óãëîâ íå ìåíüøåé, ÷åì 2π. Òîãäà ýòà ñóììà ðàâíà 2π,
è Q îãðàíè÷èâàåò ïëîñêóþ âûïóêëóþ îáëàñòü, èçîìåòðè÷íóþ ïëîñêîìó
÷åòûðåõóãîëüíèêó â R2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì �äèàãîíàëü� [ac] â ÷åòûðåõóãîëüíèêå Q.
Èç óñëîâèÿ íà óãëû (â ñëó÷àå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû) ñëåäóåò,
÷òî ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ 4abc è 4adc íå áîëüøå, ÷åì π. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ ñëåäóåò, ÷òî
ñóììà âñåõ øåñòè óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ 4abc è 4adc íå ìåíüøå, ÷åì
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ñóììà óãëîâ â Q, è ïîýòîìó íå ìåíüøå, ÷åì 2π. Òàêèì îáðàçîì,
âñå óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà; â ÷àñòíîñòè,
ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà Q ðàâíà 2π, à ñóììà óãëîâ êàæäîãî
èç òðåóãîëüíèêîâ 4abc è 4acd ðàâíà π. Ïîýòîìó (ïðåäëîæåíèå 9.1.19)
êàæäûé èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îãðàíè÷èâàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêóþ
ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü (�çàïîëíåííûé� òðåóãîëüíèê). Îáîçíà÷èì ýòè ïîâåðõíîñòè
÷åðåç T1 è T2, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî T1 ∪ T2 è åñòü
èñêîìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî, àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó âûøå, òðåóãîëüíèêè
4abd è4cbd îãðàíè÷èâàþò ïëîñêèå ïîâåðõíîñòè T3 è T4. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî T1 ∪ T2 = T3 ∪ T4, èëè,
ðàâíîñèëüíî, ÷òî êðàò÷àéøàÿ [ac] ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè T3∪T4. Çàìåòèì,
÷òî êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé T1 ∪ T2 è T3 ∪ T4 ëèíåéíî èçîìåòðè÷íà
÷åòûðåõóãîëüíèêó abcd, ñòîðîíû è óãëû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
ñòîðîíàì è óãëàì ÷åòûðåõóãîëüíèêà Q. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà îòðåçêà
[ac] ðàâíà äèàãîíàëè ac è ýòà äèàãîíàëü ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé òîé æå
äëèíû â T1 ∪ T2. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ êðèâàÿ â T3 ∪ T4 ñ äëèíîé, ðàâíîé
|ac|. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òàêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé è, òàê êàê
êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà åäèíñòâåííû, ñîâïàäàåò ñ [ac]. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå α è β.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 9.2.13 ôóíêöèÿ t 7→ |α(t)β(t)| âûïóêëà íà R. Òàê
êàê ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, îíà ïîñòîÿííà. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îñòàåòñÿ
âåðíûì è ïîñëå ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ïðÿìîé α èëè β ñ ïîìîùüþ çàìåíû
t 7→ t + const. Âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèè òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå |α(t)β(t)|
áûëî ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.
Ïóñòü β(0) � òî÷êà ïðÿìîé β, áëèæàéøàÿ ê α(0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R
ìû èìååì

|α(t)β(t)| = |α(0)β(0)| = min
c∈R |α(0)β(c)|

= min
c∈R |α(t)β(t + c)| = min

c∈R |α(t− c)β(t)|.

Ïîýòîìó òî÷êà β(t) ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê α(t) òî÷êîé ïðÿìîé β, à òî÷êà
α(t) ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê β(t) òî÷êîé ïðÿìîé α. Ïî ôîðìóëå ïåðâîé
âàðèàöèè (òåîðåìà 4.5.6) êàæäûé èç ÷åòûðåõ óãëîâ, êîòîðûå êðàò÷àéøàÿ
[α(t)β(t)] îáðàçóþò ñ ïîëóïðÿìûìè ïðÿìûõ α è β, íå ìåíüøå, ÷åì π/2.
Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê α(0)β(0)β(t)α(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû
9.2.30.Ñëåäîâàòåëüíî, åãî óãëû ðàâíû π/2 è îí îãðàíè÷èâàåò ïëîñêóþ
îáëàñòü. Îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïî âñåì t ∈ R äàåò
èñêîìóþ ïëîñêóþ ïîëîñó. ¤

Òåïåðü ìû äîêàæåì âåðñèþ òåîðåìû î ðàñùåïëåíèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Àäàìàðà.
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Òåîðåìà 9.2.31. Ïóñòü γ � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå Àäàìàðà X.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y îáúåäèíåíèå âñåõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ γ. Òîãäà
ìíîæåñòâî Y èçîìåòðè÷íî ïðîèçâåäåíèþ Z×R äëÿ íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Z.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé γ, òî X èçîìåòðè÷íî ïðîèçâåäåíèþ
Z × R, ãäå Z � òîæå ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α è β � äâå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûå, x ∈ α.
Òî÷êó y ïðÿìîé β, áëèæàéøóþ ê òî÷êå x, íàçîâåì ïðîåêöèåé òî÷êè x
íà β.

Âûáåðåì íà êàæäîé ëèíèè α, ïàðàëëåëüíîé γ, ïàðàìåòðèçàöèþ òàê,
÷òîáû α(0) ÿâëÿëîñü ïðîåêöèåé òî÷êè γ(0) íà α. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì,
÷òî òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ α è β, ïàðàëëåëüíûõ γ, òî÷êà β(0)
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè α(0) íà β. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.
Ïóñòü p = α(0) è ïóñòü q = β(t0) � ïðîåêöèÿ òî÷êè p íà β. Ìû ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî t0 > 0 (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñìåíîé îðèåíòàöèé).
Ïî òåîðåìå 9.2.29 ïðÿìûå α è β îãðàíè÷èâàþò ïëîñêóþ ïîëîñó øèðèíû
|pq|, ïîýòîìó |β(t)p| =

√
|β(t)q|2 + |pq|2 äëÿ âñåõ t ∈ R. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî |β(t)p| − |β(t)q| → 0 ïðè t → ±∞ (òàê êàê |β(t)q| → ∞ è |pq|
ôèêñèðîâàíî). Òåïåðü

|β(t)p| − t = |β(t)p| − |β(t)β(0)| = |β(t)p| − |β(t)q|+ t0 −−−−→
t→+∞ t0.

Ïîýòîìó |β(t)p| > t + t0/2 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Ìû ïðèäåì ê
ïðîòèâîðå÷èþ, ïîêàçàâ, ÷òî íàéäåòñÿ ïóòü èç β(t) â p (ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
òî÷êó íà γ) äëèíû ìåíüøåé, ÷åì t + t0/2.

Ïî òåîðåìå 9.2.29 ïðÿìûå γ è α îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðóþ ïëîñêóþ
ïîëîñó S1, à ïðÿìûå γ è β îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðóþ ïëîñêóþ ïîëîñó
S2. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå S = S1 ∪ S2 ýòèõ ïîëîñ. Ýòî îáúåäèíåíèå
ëèíåéíî èçîìåòðè÷íî ïëîñêîé ïîëîñå, øèðèíà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
øèðèí S1 è S2 (òî÷íåå, S åñòü îáðàç ïëîñêîé ïîëîñû ïðè íåêîòîðîé
ëèíåéíîé èçîìåòðèè). Äàëåå, îòðåçîê ïëîñêîé ïîëîñû ìåæäó òî÷êàìè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàì p = α(0) è β(0), îðòîãîíàëåí îãðàíè÷èâàþùèì
ïîëîñó ïðÿìûì. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê âûøå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

t− |β(t)p|s = |β(t)β(0)|s − |β(t)p|s −−−−→
t→+∞ 0,

ãäå | · · |s � ðàññòîÿíèå âî âíóòðåííåé ìåòðèêå ïîëîñû S. Òàêèì îáðàçîì,
|β(t)p|s < t0/2 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó |β(t)p| > t0/2, ïîëó÷åííîìó ðàíåå. Äåéñòâèòåëüíî, äëèíû
âî âíóòðåííåé ìåòðèêå ïîëîñû S íå ìåíüøå, ÷åì äëèíû â ìåòðèêå X.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî β(0) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè
α(0) íà β. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå �ÿâëÿòüñÿ ïðîåêöèåé� òðàíçèòèâíî.
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ñîâñåì ýëåìåíòàðíî. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî
ïðîåêöèé òî÷êè γ(0) íà âñå ïðÿìûå, èç êîòîðûõ ñîñòîèò Y . Èìååòñÿ
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç Z × R â Y , ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå (z, t)
òî÷êó γz(t), ãäå γz åñòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ γ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç z
(íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî âûáîðó ïàðàìåòðèçàöèè, z = γz(0)). Òåïåðü
èç òåîðåìû 9.2.29 è òîãî, ÷òî òî÷êè â Z ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè îäíà
íà äðóãóþ, ëåæàùóþ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé, ñëåäóåò, ÷òî íàøå
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. ¤

9.3. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïïàõ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.
Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (òî
åñòü êðèâèçíû ≤ k < 0), òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû äàæå áîëåå ñèëüíûå
óòâåðæäåíèÿ, ÷åì ãèïåðáîëè÷íîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïï. Íàïðèìåð,
óïîìÿíåì, íåñêîëüêî çàáåãàÿ âïåðåä, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà X ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû π1(X)
èçîìîðôíà ãðóïïå Z.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû î ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïïàõ è óíèâåðñàëüíûõ
íàêðûâàþùèõ èç ðàçäåëà 3.4.2. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé, à f : X̃ → X � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Òîãäà îïðåäåëåíî
äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X) íà X̃ èçîìåòðèÿìè. Òî÷íåå,
ãðóïïà π1(X) èçîìîðôíà ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé íàêðûòèÿ, òî åñòü
ãðóïïå êîììóòèðóþùèõ ñ f èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà X̃ íà ñåáÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïà èçîìåòðèé Iso(X̃) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó,
èçîìîðôíóþ ãðóïïå π1(X); áîëåå òîãî, ýòà ïîäãðóïïà äåéñòâóåò ñâîáîäíî
(òî åñòü, ëþáîé åå íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì áåç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê) è âïîëíå ðàçðûâíî.

Äëÿ êàæäîãî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå X̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àäàìàðà.
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî èçó÷åíèÿ ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà X, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà X̃ è ãðóïïû åãî èçîìåòðèé. Â ýòîì ñëó÷àå
äåéñòâèå ãðóïïû ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíûì è âïîëíå ðàçðûâíûì.

Òåîðåìà 9.3.1. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà. Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà Γ ãðóïïû Iso(X) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Òî åñòü,
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò q ∈ X, ÷òî γ(q) = q äëÿ âñåõ γ ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X îðáèòà Γp = {γ(p) : γ ∈ Γ}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî 9.2.24, ñóùåñòâóåò
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è åäèíñòâåíåí öåíòð òÿæåñòè q ýòîé îðáèòû. Äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ
îòîáðàæåíèå x 7→ γ(x) ïåðåâîäèò îðáèòó â ñåáÿ (òî åñòü γ (Γp) = Γp

äëÿ ëþáîãî p ), ïîýòîìó γ(q) = q äëÿ ëþáîé èçîìåòðèè γ ∈ Γ. ¤

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ íàêðûòèÿ íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
âåðíî òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 9.3.2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(X) ïîëíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ
êîíå÷íûõ ïîäãðóïï.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû π1(X), îòëè÷íûé îò
åäèíè÷íîãî, ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 9.3.3 (Ïðåññìàíí). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
êðèâèçíû ≤ k, ãäå k < 0. Òîãäà ëþáûå äâà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòà
ãðóïïû π1(X, p) ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0, b0 ∈ π1(X, p) è a0b0 = b0a0.
Åñëè îäèí èç ýëåìåíòîâ a0, b0 òðèâèàëåí èëè a0 = b0, òî íå÷åãî
äîêàçûâàòü. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ãîìîòîïè÷åñêèé
êëàññ ýëåìåíòà a0, ïðåäñòàâëåííûé îòîáðàæåíèåì S1 → X. Â ýòîì
êëàññå íàéäåòñÿ ñàìûé �êîðîòêèé� ïðåäñòàâèòåëü. (Ñóùåñòâîâàíèå ñàìîé
êîðîòêîé ïåòëè äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøåé
â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå; ñì. ðàçäåë 2.5.2.) Òàêîé ïóòü α ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé (ïåðèîäè÷åñêîé) ãåîäåçè÷åñêîé (ïðîâåðüòå). Çàôèêñèðóåì
òî÷êó q ∈ α è ðàññìîòðèì α êàê ïåòëþ ñ âåðøèíîé q. Ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ãðóïïû π1(X, p) íà π1(X, q), ïåðåâîäÿùèé a0 â [α] = a.
×åðåç b îáîçíà÷èì îáðàç ýëåìåíòà b0 ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå. Î÷åâèäíî,
ab = ba.

Ïóñòü f : X̃ → X � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Ïîäúåì ýëåìåíòà
α ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ α̃. Îòîæäåñòâèì π1(X, q)
ñ ãðóïïîé Γ ïðåîáðàçîâàíèé íàêðûòèÿ. Ýëåìåíò a ∈ Γ ïåðåâîäèò
ãåîäåçè÷åñêóþ α̃ â ñåáÿ è åãî èòåðàöèè äåéñòâóþò íà α̃ ñäâèãàìè êàê
ãðóïïà Z. (Ýòîò ýëåìåíò íå ìîæåò èçìåíèòü îðèåíòàöèþ ãåîäåçè÷åñêîé
α̃, èáî èíà÷å îí èìåë áû íåïîäâèæíóþ òî÷êó â α̃.) Èçîìåòðèÿ b ïåðåâîäèò
α̃ â ãåîäåçè÷åñêóþ β̃.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî β̃ = α̃. Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê. Âîçüìåì
òî÷êó x íà ãåîäåçè÷åñêîé α̃ è ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê Q ñ âåðøèíàìè
x, x1 = ax, x2 = bx è x3 = abx = bax.

Òàê êàê a è b � èçîìåòðèè, òî

]x1xx2 + ]xx2x3 = π, ]xx1x3 + ]x1x3x2 = π.
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Èç ëåììû 9.2.30 ñëåäóåò, ÷òî Q èçîìåòðè÷åí ïëîñêîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó
Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî X èìååò ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó. Ïîýòîìó β̃ = α̃.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå èçîìåòðèé a è b íà α̃. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ
ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ÷èñëàìè ā, b̄ ∈ R1. Ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ
ýòèìè ÷èñëàìè, ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé {mā + nb̄}m,n∈Z. Â ñèëó òîãî, ÷òî
ãðóïïà èçîìåòðèé äåéñòâóåò âïîëíå ðàçðûâíî, ðåøåòêà íå ìîæåò èìåòü
òî÷åê ñãóùåíèÿ è ïîýòîìó äèñêðåòíà.

Èç òåîðèè ÷èñåë õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî c̄, ÷òî c̄ = pā+qb̄ è ā = rc̄, b̄ = sc̄, ãäå p, q, r, s � öåëûå è rp+
sq = 1. (×òîáû äîêàçàòü ýòî, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
ñóìì pa + qb äîñòèãàåò ìèíèìóìà, êîòîðûé è ðàâåí èñêîìîìó c.)

Ïóñòü p, q � òàêèå æå òî÷êè, êàê âûøå. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò
c = apbq ∈ Γ. Ïîêàæåì, ÷òî a = cr, b = cs. Äåéñòâèòåëüíî, ac−r

îñòàâëÿåò α̃ íà ìåñòå, ïîýòîìó ac−r åñòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà b = cs àíàëîãè÷íî. ¤

Îáúåäèíÿÿ ýòó òåîðåìó ñ ïðåäûäóùèì ñëåäñòâèåì, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 9.3.4. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû
≤ k < 0. Òîãäà êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû π1(X)
èçîìîðôíà ãðóïïå öåëûõ ÷èñåë Z.

Îáîáùåíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà íåâåðíà, åñëè îïóñòèòü ïðåäïîëîæåíèå
îòðèöàòåëüíîñòè êðèâèçíû. Òîðû è ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ Tn ×M , ãäå
M � ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà, ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè êîíòðïðèìåðàìè. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, ëþáîé êîíòðïðèìåð ê ïîñëåäíåé òåîðåìå ñîäåðæèò
ïîäïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷íîå ïëîñêîìó òîðó. ×òîáû ïðîÿñíèòü ýòîò
ìîìåíò, íàïîìíèì àíàëèç ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé â ðàçäåëå 9.2.4, â ÷àñòíîñòè,
òåîðåìó 9.2.29. Ïëîñêèå òîðû â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
ñîîòâåòñòâóþò àáåëåâûì ïîäãðóïïàì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Áîëåå
òî÷íî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 9.3.5. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû. Åñëè π1(X) ñîäåðæèò àáåëåâó ïîäãðóïïó G ðàíãà k > 1,
òî X ñîäåðæèò âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå k-ìåðíîìó
ïëîñêîìó òîðó T .

Áîëåå òîãî, òîð T ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå
âêëþ÷åíèÿ T ↪→ X èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï
è G åñòü îáðàç ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà î
äåéñòâèè âïîëíå ðàçðûâíûõ ãðóïï íà ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà (ïîäðîáíîñòè
è äàëüíåéøèå ññûëêè ìîæíî íàéòè â [BH]).
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9.3.1. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Ýòîò ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì
â òîò óäèâèòåëüíûé ìèð, êîòîðûé îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé
ñâåðõó êðèâèçíû. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â
áîëüøîì êîëè÷åñòâå êíèã è ñòàòåé, èçäàííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ìû
óïîìÿíåì çäåñü, âî-ïåðâûõ, êíèãó [BH], â êîòîðîé, ïîìèìî ìíîãèõ
èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè îáñòîÿòåëüíîå èçëîæåíèå
ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû (ñðàâíèòå ñ 9.3) è ãåîìåòðèè ãðàíèöû
íà áåñêîíå÷íîñòè � îáëàñòè, êîòîðîé ìû òîëüêî êîñíóëèñü â íàøåì
ó÷åáíèêå (ñì. òàêæå [BGS], [Gro3]). Â ýòîé êíèãå òàêæå äåòàëüíî
ðàññìîòðåíû ïîëèýäðàëüíûå êîìïëåêñû îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû
(ïðîñòðàíñòâà, ïîñòðîåííûå èç ñèìïëåêñîâ â ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå
êðèâèçíû k). Òàê êàê óæå äâóìåðíûå ïîëèýäðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
ïðåäñòàâëÿþò çàìåòíûé èíòåðåñ, ìû óïîìÿíåì çäåñü òàêæå ñòàòüþ [BB],
ãäå ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè, íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ è
íåðåøåííûå ïðîáëåìû. Íåäàâíÿÿ ñòàòüÿ [Kl] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
ëîêàëüíîãî ñòðîåíèÿ è íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ
Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû. Ýòî èññëåäîâàíèå îñíîâàíî
íà ïîíÿòèè ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dimG, , îïðåäåëåííîé ïî èíäóêöèè
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè X � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,
dimG(X) = 0, çàòåì ïîëîæèì dimG(X) = 1 + supp∈X dimG(Σp) â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Á. Êëåéíåð äîêàçàë, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
ðàâíà òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dimTop â ñëåäóþùåì ñìûñëå: dimG(X) =
sup dimTop(K), ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïàêòíûì ìíîæåñòâàì
K ⊂ X. Åñëè dimG(X) < ∞, òî X èìååò çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà.
Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò (1+ε)-áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå
íåêîòîðîãî îòêðûòîãî (íå ïóñòîãî) ìíîæåñòâà U ⊂ Rn → X, ãäå n =
dimG(X).

Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Àäàìàðà äëÿ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ïðîäâèíóòû â áîëüøåé ìåðå, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå, ñì.
[BGS], [E].

9.4. Ïðèìåð: ïîëóðàññåèâàþùèå áèëüÿðäû
Íàâåðíîå, êàæäûé íå ðàç íàáëþäàë, êàê áèëüÿðäíûå øàðû, ñòàëêèâàÿñü
è ðàçëåòàÿñü, êàòÿòñÿ ïî çåëåíîìó ñóêíó. Â ýòîì ðàçäåëå ìû õîòèì
ïîêàçàòü, êàê òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà
ê èññëåäîâàíèþ ðÿäà çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ïîëóðàññåèâàþùèõ
áèëüÿðäîâ.

Âåðîÿòíî, îäíèì èç ñòèìóëîâ ê èçó÷åíèþ ïîëóðàññåèâàþùèõ áèëüÿðäîâ
ïîñëóæèëè ìîäåëè ãàçà â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå. Íàïðèìåð, ìîäåëü
ãàçà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ãàç êàê êàê ñèñòåìó ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ (â
ÿùèêå èëè ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå) òâåðäûõ êðóãëûõ øàðîâ, ñòîëêíîâåíèÿ
ìåæäó êîòîðûìè ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíî óïðóãèìè.
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Ôèçè÷åñêèå ðàññìîòðåíèÿ åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ðÿäó ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðîáëåì, êàñàþùèõñÿ äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, îäíîé èç
öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âåðõíåé ãðàíèöå
÷èñëà ñòîëêíîâåíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â áèëüÿðäíîé ñèñòåìå
(çà äàííîå âðåìÿ). Ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì òàêîãî ðîäà â èõ
�ôèçè÷åñêîì� âèäå âîñõîäÿò ê Áîëüöìàíó, òîãäà êàê èõ ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå áûëî íà÷àòî ß. Ñèíàåì.

Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N êðóãëûõ
øàðîâ, ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ è óïðóãî ñîóäàðÿþùèõñÿ â R3 (èëè â
ÿùèêå). Êàæäûé øàð äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå ñòîëêíåòñÿ ñ äðóãèì øàðîì . Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ
íîâûå ñêîðîñòè øàðîâ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè.

(ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòåé ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â òåðìèíàõ ìàññ,
ðàäèóñîâ è ñêîðîñòåé äî ñòîëêíîâåíèÿ èçó÷àþòñÿ â êóðñå ôèçèêè äàæå
â ñðåäíèõ øêîëàõ). Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèòóàöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ñèñòåìû, â êîòîðûõ íå áîëåå äâóõ øàðîâ ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ
îäíîâðåìåííî.

Íàáîð èç N øàðîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí òî÷êîé â ïðîñòðàíñòâå
R3N . Èìåííî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ai ∈ R3 öåíòð i-ãî øàðà è ÷åðåç
(xi, yi, zi) � åãî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà â R3N

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì
(a1, a2, . . . , aN ) = (x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . . , xN , yN , zN ).

Íå âñÿêàÿ òî÷êà èç R3N ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíóþ êîíôèãóðàöèþ
øàðîâ. Íàì íàäî èñêëþ÷èòü òàêèå òî÷êè â R3N , ãäå íåêîòîðûå øàðû
íàëåãàþò äðóã íà äðóãà. Èìåííî, i-ûé è j-ûé øàðû ïåðåñåêàþòñÿ,
åñëè |ai − aj | < ri + rj , ãäå ri è rj � ðàäèóñû ýòèõ øàðîâ. Ýòî
íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò öèëèíäð Cij ⊂ R3n. Äîïîëíåíèå R3N \⋃

i6=j Cij

è åñòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî íàøåé ñèñòåìû. Åãî òî÷êè
ñîîòâåòñòâóþò âñåì âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì ñèñòåìû øàðîâ.

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü áèëüÿðä â R3N ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé,
çàäàííîé ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû

K((v1, v2, . . . , vN ), (v1, v2, . . . , vN )) =
N∑

i=1

mi 〈vi, vi〉 ,

ãäå 〈 , 〉 � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ äëÿ êàæäîé �òðåõìåðíîé�
êîîðäèíàòû, à mi � ìàññà i-ãî øàðà. Ýâîëþöèÿ òàêîé ñèñòåìû øàðîâ
îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïóòü â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ øàðîâ,
äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî ìåæäó öèëèíäðàìè Cij äî òåõ
ïîð, ïîêà îíà íå êîñíåòñÿ îäíîãî èç öèëèíäðîâ Cij (ýòî ñîáûòèå ñîîòâåòñòâóåò
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ñòîëêíîâåíèþ â ñèñòåìå øàðîâ), à çàòåì äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî
ñòàíäàðòíîìó çàêîíó áèëüÿðäíûõ ñîóäàðåíèé: óãîë îòðàæåíèÿ ðàâåí
óãëó ïàäåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ ñèñòåìó,
äîñòèãàåò öèëèíäðà Cij , ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íà öèëèíäð (òî÷íåå,
íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü öèëèíäðà) íå èçìåíÿåòñÿ, òîãäà êàê íîðìàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ìåíÿåò çíàê. Ðàçóìååòñÿ, è ïðîåêöèÿ è íîðìàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ôîðìû K.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ñèñòåìû èç íåñêîëüêèõ øàðîâ ýêâèâàëåíòíà
÷àñòíîìó ñëó÷àþ ïîëóðàññåèâàþùåãî áèëüÿðäà, êîòîðûé ìû îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 9.4.1. Â ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M íåïîëîæè-
òåëüíîé êðèâèçíû è ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì èíúåêòèâíîñòè ðàññìîòðèì
êîíå÷íûé (èëè, ïî ìåíüøåé ìåðå, ëîêàëüíî êîíå÷íûé) íàáîð {Bi}i∈I

âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè Wi =
∂Bi (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âûïóêëûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè).
Çàìûêàíèå äîïîëíåíèÿ M\⋃Bi íàçûâàåòñÿ ïîëóðàññåèâàþùèì áèëüÿðäíûì
ñòîëîì èëè, êîðîòêî, áèëüÿðäîì. Ãèïåðïîâåðõíîñòè Wi (ðàâíî êàê è
âûïóêëûå ìíîæåñòâà Bi) ìû áóäåì èìåíîâàòü ñòåíêàìè áèëüÿðäà.

Áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ (�ëîìàíàÿ�)
ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ïðîõîäÿùàÿ â çàìûêàíèè M \ ⋃

Bi, ñ òî÷êàìè
èçëîìà òîëüêî íà ñòåíêàõ (ò.å. íà

⋃
Wi) è òàêàÿ, ÷òî ãëàäêèå ó÷àñòêè

ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ðèìàíîâîé ìåòðèêè, à â êàæäîé òî÷êå èçëîìà
ñêîðîñòè ñêîðîñòè ñëåâà è ñïðàâà èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåíêå . Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî � òðàåêòîðèÿ
òî÷êè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêîé, ïîêà íå íàòîëêíåòñÿ íà áîðò
Wi, îò êîòîðîãî îíà îòðàæàåòñÿ ñîãëàñíî îáû÷íîìó çàêîíó óïðóãèõ
ñòîëêíîâåíèé.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ òðàåêòîðèè, èñïûòûâàþùèå
ñòîëêíîâåíèÿ áîëåå, ÷åì ñ îäíèì áîðòîì îäíîâðåìåííî.

Íåôîðìàëüíàÿ èäåÿ, ÷òî ïîëóðàññåèâàþùèå áèëüÿðäû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íå÷òî ïîäîáíîå ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêàì íà ìíîãîîáðàçèÿõ îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû, äîëãî íîñèëîñü â âîçäóõå. Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ýòà èäåÿ
âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Â. È. Àðíîëüäîì.

Â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî òàêèå ñèñòåìû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ
íà ìíîãîîáðàçèÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (êðèâèçíà êîíöåíòðèðóåòñÿ
íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ, ãäå ïðîèñõîäÿò ñòîëêíîâåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî,
ñåãîäíÿ õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ãëàäêîé òåîðèè
(ïîëó-)ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü îáîáùåíà (ñ íåîáõîäèìûìè
èçìåíåíèÿìè) íà (ïîëó-)ðàññåèâàþùèå áèëüÿðäû. Íåñìîòðÿ íà ýòî,
êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ Àðíîëüäîì, äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå áûëà
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èñïîëüçîâàíà. Âîçìîæíî, ïðè÷èíîé òîìó áûëè è íåñêîëüêî ñåðüåçíûõ
âîçðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, À. Á. Êàòîê óêàçàë, ÷òî ïðè òàêèõ àïïðîêñèìàöèÿõ
(ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ) íåèçáåæíî ïîÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèå, êîòîðûå �îãèáàþò� ãèïåðïîâåðõíîñòè ñîóäàðåíèé è ïîòîìó
íå èìåþò àíàëîãîâ â áèëüÿðäàõ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ áèëüÿðäíûõ ïîòîêîâ çà äàííîå âðåìÿ è â ìàëîé
îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ìîæíî èñïîëüçîâàòü óäâîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì âíóòðåííîñòåé ñòåíîê èç äâóõ êîïèé
ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ïîñëåäóþùåé ñêëåéêîé ïîñëåäíèõ âäîëü ãðàíèö
ñîîòâåòñòâóþùèõ óäàëåííûõ îáëàñòåé. Ïîëó÷åííóþ òàêèì ïóòåì ñèíãóëÿðíóþ
ìåòðèêó ìîæíî çàòåì àïïðîêñèìèðîâàòü ãëàäêèìè ìåòðèêàìè (àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê æåñòêèå ñòîëêíîâåíèÿ ïîäìåíÿþò î÷åíü áûñòðî ðàñòóùèì
ïîòåíöèàëîì). Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ïîëó÷åííîé ìåòðèêè áóäóò åñòåñòâåííî
ñõîäèòñÿ íà ëþáîì ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè è â ìàëîé îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè ê áèëüÿðäíîìó ïîòîêó. Õîòÿ ýòà êîíñòðóêöèÿ êàæåòñÿ
íå ñëèøêîì óæ ïîëåçíîé, ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ
èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ (èíâàðèàíòíîñòü ìåðû Ëèóâèëëÿ)
äëÿ áèëüÿðäíûõ ïîòîêîâ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ
ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Àðíîëüäîì, íà ïðîñòîì
ïðèìåðå áèëüÿðäà â äîïîëíåíèè ê äèñêó íà äâóìåðíîì òîðå (èëè
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè). Âîçüìåì äâå êîïèè òîðà ñ óäàëåííûì (îòêðûòûì)
äèñêîì è ñêëåèì èõ âäîëü êðàåâûõ îêðóæíîñòåé ýòèõ äèñêîâ. Ïîëó÷èòñÿ
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà 2) ñ ìåòðè÷åñêîé
îñîáåííîñòüþ âäîëü îêðóæíîñòè ñêëåéêè. Ýòî ìíîãîîáðàçèå � âñþäó
ïëîñêîå, çà èñêëþ÷åíèåì îêðóæíîñòè ñêëåéêè, êîòîðóþ ìîæíî ïîíèìàòü
êàê íîñèòåëü ñèíãóëÿðíîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ñãëàæèâàÿ ýòó ìåòðèêó â (ïðîèçâîëüíî
ìàëîé) îêðåñòíîñòè îêðóæíîñòè ñêëåéêè, ìîæíî ïîëó÷èòü ãëàäêóþ
ðèìàíîâó ìåòðèêó íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé
âñþäó, êðîìå óïîìÿíóòîé îêðåñòíîñòè. Êàæäîìó èíòåðâàëó áèëüÿðäíîé
òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåò (êàíîíè÷åñêè) ãåîäåçè÷åñêàÿ â ýòîé ìåòðèêå.
Ñòîëêíîâåíèÿ ñ äèñêîì ñîîòâåòñòâóþò ïðè ýòîì ïðîõîæäåíèÿì ãåîäåçè÷åñêîé
÷åðåç îêðóæíîñòü ñêëåéêè (ñ îäíîé êîïèè òîðà íà äðóãóþ).

Óïðàæíåíèå 9.4.2. Ïðîäåëàéòå òî æå ïîñòðîåíèå â ðàçìåðíîñòè 3:
âîçüìèòå äâå êîïèè R3 ñ óäàëåííûìè åäèíè÷íûìè øàðàìè è ñêëåéòå
èõ âäîëü êðàåâûõ ñôåð. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî �
èìååò êðèâèçíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 1, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû!
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Ïîäñêàçêà. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü ñêëåéêè (ñôåðà) �
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïîêàæèòå, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ïðè ñãëàæèâàíèè, íå èçìåíÿþùåì
ìåòðèêè âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà ñêëåéêè, íåâîçìîæíî
èçáàâèòüñÿ îò ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå äàííîé êîíñòðóêöèè
â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåçíûå ïðåïÿòñòâèÿ. Êðîìå
òîãî, äàæå â ðàçìåðíîñòè äâà ìíîãèå ãåîäåçè÷åñêèå íå ñîîòâåòñòâóþò
íèêàêèì áèëüÿðäíûì òðàåêòîðèÿì. Îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê �ïëîõèå�
òðàåêòîðèè, ñòàëêèâàþùèåñÿ ñ îêðóæíîñòüþ ïîä íóëåâûì óãëîì, çàòåì
èäóùèå ïî îêðóæíîñòè (âîçìîæíî, äàæå ïðîáåãàþùèå åå íåñêîëüêî
ðàç) è, íàêîíåö, ïîêèäàþùèå êðàåâóþ îêðóæíîñòü ïî êàñàòåëüíîé.
Â äèíàìèêå òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå íåñóò �îñíîâíóþ ÷àñòü ýíòðîïèè� è
ïîýòîìó èõ íåëüçÿ ïðîèãíîðèðîâàòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðóäíî îòäåëèòü
ôèçè÷åñêèå òðàåêòîðèè îò �ïëîõèõ� ïðè èçó÷åíèè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà
íà ïîâåðõíîñòè.
Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ.Öåëü íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � äàòü íåôîðìàëüíîå
è ýëåìåíòàðíîå îïèñàíèå òîãî, êàê èäåÿ Àðíîëüäà ìîæåò áûòü âñå æå
ðåàëèçîâàíà (è êàê ìîæíî ÷àñòè÷íî îáîéòè óïîìÿíóòûå âûøå òðóäíîñòè),
åñëè èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà. Èìåííî òàêèì ïóòåì
íåäàâíî óäàëîñü ðåøèòü íåñêîëüêî âàæíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì.

Â öåíòðå íàøèõ ðàññìîòðåíèé áóäåò èäåÿ ñêëåèâàíèÿ âìåñòå íåñêîëüêèõ
êîïèé ïðîñòðàíñòâà M . Çàòåì ìû èçó÷èì áèëüÿðäíûå òðàåêòîðèè â ýòîì
íîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ýòî � äîñòàòî÷íî ñòàðàÿ èäåÿ, è â ñâîåé ïðîñòåéøåé ôîðìå îíà
ïîÿâëÿåòñÿ äàæå â âèäå çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êâàäðàòíîãî áèëüÿðäíîãî ñòîëà ìîæíî ðàññìîòðåòü
çàìîùåíèå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òàêèìè êâàäðàòàìè. Ïðè ýòîì áèëüÿðäíûå
òðàåêòîðèè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðÿìûå ëèíèè.

Ìû ñîáèðàåìñÿ ïðåäñòàâëÿòü áèëüÿðäíûå òðàåêòîðèè ãåîäåçè÷åñêèìè
â ïðîñòðàíñòâàõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
ìîùü òàêîãî ìåòîäà, ìû ïîêàæåì, êàê ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîçâîëÿåò
ðåøèòü çàäà÷ó îöåíêè ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, â ðàçìåðíîñòè,
áîëüøåé òðåõ, íàì íåèçâåñòíà êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû
ïðåäñòàâèòü âñå áèëüÿðäíûå òðàåêòîðèè êàê ãåîäåçè÷åñêèå â îäíîì
êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîïûòêè íàéòè àíàëîãè ïðèâîäÿò ê çàìå÷àòåëüíîìó
îòêðûòîìó âîïðîñó: ìîæíî ëè ñêëåèòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýêçåìïëÿðîâ
ïðàâèëüíîãî 4-ñèìïëåêñà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïñåâäîìíîãîîáðàçèå íå-
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû áåç êðàÿ?

Ìû äàäèì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñ òðàåêòîðèÿìè èç
íåêîòîðîãî êîìáèíàòîðíîãî êëàññà, ãäå ïîä êîìáèíàòîðíûì êëàññîì
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(îòðåçêà) áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèè ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåíîê,
î êîòîðûå øàð óäàðÿåòñÿ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåíîê K = {Wni , i =
1, 2, . . . , N} è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mi, i = 0, 1, . . . , N} èçîìåòðè÷íûõ
êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ M . Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , N ñêëåèì Mi ñ
Mi+1 âäîëü Bni . Òàê êàê êàæäîå ìíîæåñòâî Bni âûïóêëî, ïîëó÷åííîå
â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ïðîñòðàíñòâî MK èìååò, ñîãëàñíî òåîðåìå
Ðåøåòíÿêà 9.1.21, òó æå âåðõíþþ ãðàíèöó êðèâèçíû, ÷òî è M .

Î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ MK → M , è M ìîæåò
áûòü èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíî â MK îòîæäåñòâëåíèåì ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ
Mi (ðàññìàòðèâàåìûì êàê ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà MK). Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ êðèâàÿ â M ìîæåò áûòü ïîäíÿòà â MK ìíîãèìè
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íî áèëüÿðäíàÿ òðàåêòîðèÿ èç êîìáèíàòîðíîãî
êëàññà K äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêèé ïîäúåì íà MK : ñíà÷àëà ìû ïîäíèìàåì
åå îòðåçîê äî ïåðâîãî ñîóäàðåíèÿ ñ M0 ⊂ MK , çàòåì � îòðåçîê
ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ñ M1 ⊂ MK è ò.ä. Íàçîâåì ïîëó÷åííîå ïîäúåì
ðàçâåðòêîé òðàåêòîðèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçâåðòêà òðàåêòîðèè �
ãåîäåçè÷åñêàÿ â MK .

Çàìåòèì, ÷òî, íàðÿäó ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì êîïèé ïðîñòðàíñòâà
M , ìíîæåñòâî MK ñîäåðæèò íåêîòîðûå �èçáûòî÷íûå ÷àñòè�, îáðàçîâàííûå
îòîæäåñòâëåííûìè êîïèÿìè ìíîæåñòâ Bi. Íàïðèìåð, åñëè ìû èçó÷àåì
áèëüÿðä â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå ñ âîãíóòûìè ñòåíêàìè, òî ìíîæåñòâàìè
Bi âîâñå íå ÿâëÿþòñÿ êðàåâûå êðèâûå. Âìåñòî ýòîãî â êà÷åñòâå Bi

âûáèðàþòñÿ íåêîòîðûå âûïóêëûå îâàëû, îãðàíè÷åííûå ïðîäîëæåíèåì
ñòåíîê. (Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå áèëüÿðä â êîìïàêòíîé êîìïîíåíòå
äîïîëíåíèÿ ê òðåì äèñêàì.) Â äàííîì ñëó÷àå ýòè äîïîëíèòåëüíûå
÷àñòè âûãëÿäÿò êàê �ïëàâíèêè�, ïðèêëååííûå ê íàøåìó ïðîñòðàíñòâó.
Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áèëüÿðäà â äîïîëíåíèè ê äèñêó íà äâóìåðíîì òîðå
(âñïîìíèòå îáñóæäåíèå âûøå) ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ñêëåèâàÿ âìåñòå äâå
êîïèè òîðà, ìû òåïåðü íå óäàëÿåì ýòîò äèñê. Òåïåðü ãåîäåçè÷åñêèå
íå ìîãóò ñëåäîâàòü âäîëü äóã ãðàíèöû äèñêà, òàê êàê ëþáîé îòðåçîê,
ëåæàùèé íà òàêîé äóãå, ìîæåò áûòü óêîðî÷åí âûòàëêèâàíèåì âíóòðü
äèñêà. È õîòÿ âñå åùå îñòàþòñÿ �ïëîõèå� ãåîäåçè÷åñêèå (òå, êîòîðûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç äèñê), èõ óæå ìåíüøå, ÷åì ðàíüøå è èõ ïðîùå îòäåëèòü.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî áûëî áû áîëåå åñòåñòâåííî ñêëåèâàòü âäîëü
ãðàíè÷íûõ ìíîæåñòâ Wni , à íå ïî ñàìèì ìíîæåñòâàì Bni . Äåéñòâèòåëüíî,
òàêîå ñêëåèâàíèå ëåãêî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü èëè êàê �çåðêàëüíîå
îòðàæåíèå�, èëè ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé ðàçâåðòêîé ìíîãîóãîëüíûõ
áèëüÿðäîâ. Îäíàêî ïðè òàêîì ñêëåèâàíèè âäîëü ãðàíèö ïîëó÷åííîå ïðî-
ñòðàíñòâî íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
íè â êàêîé ðàçìåðíîñòè, îòëè÷íîé îò äâóõ (ñì. óïðàæíåíèå 9.4.2).
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×èòàòåëü ìîæåò óäèâèòüñÿ, êàêèì îáðàçîì âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ
Bi ìîãóò èãðàòü çäåñü êàêóþ-òî ðîëü, òàê êàê îíè íàõîäÿòñÿ �çà ñòåíêàìè�
è áèëüÿðäíûå òðàåêòîðèè íèêîãäà òóäà íå çàãëÿäûâàþò. Íàïðèìåð,
âìåñòî âûïóêëûõ ñòåíîê â ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ, ìîæíî áûëî áû
íà÷àòü ñ ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì �âûïóêëûõ� êîìïîíåíò
êðàÿ (ñ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé
ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé íîðìàëè). Îäíàêî äàæå â ñëó÷àå îäíîé
êîìïîíåíòû êðàÿ èìåþòñÿ ïðèìåðû, â êîòîðûõ íåâîçìîæíî �çàïîëíèòü�
êðàé ìíîãîîáðàçèåì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Áîëåå òîãî, íàø îñíîâíîé
äèíàìè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì äëÿ ïðèìåðîâ òàêîãî
ñîðòà. Òàêèì îáðàçîì, âàæíî, ÷òî ÷òî ñòåíêè � íå ïðîñòî ëîêàëüíî
âûïóêëûå ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåì òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî îíè îãðàíè÷èâàþò âûïóêëûå òåëà.
Îöåíêà ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îñíîâíîìó ïðèëîæåíèþ
íàøåé êîíñòðóêöèè � îöåíêå ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé â ìîäåëè èäåàëüíîãî
ãàçà, ïîñòðîåííîé èç òâåðäûõ øàðîâ. Äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ øàðîâ
åñòåñòâåíåí âîïðîñ: ìîæíî ëè îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé,
êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â äàííîé ñèñòåìå, ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé
òîëüêî îò ÷èñëà øàðîâ è èõ ìàññ. Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì øàðû
â íåîãðàíè÷åííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ
îáùèì ÷èñëîì ñòîëêíîâåíèé (çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ). Äëÿ ñèñòåìû øàðîâ
â ÿùèêå åñòåñòâåííî îöåíèâàòü ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé (÷èñëî ñòîëêíîâåíèé
â åäèíèöó âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé ïîëóðàññåèâàþùåãî áèëüÿðäà. Ïîíÿòíî,
÷òî íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
óæå äëÿ äâóìåðíîãî áèëüÿðäà ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì âîãíóòûõ ñòåíîê
òðàåêòîðèÿ ìîæåò èñïûòûâàòü (çà åäèíè÷íîå âðåìÿ) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ñòîëêíîâåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ äâóõ
ñòåíîê. Òàêèì îáðàçîì ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàø áèëüÿðä â
íåêîòîðîì ñìûñëå íåâûðîæäåí.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå î íåâûðîæäåííîñòè,
êîòîðîå óñòðàíèò âûðîæäåííûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé,
êàñàòåëüíûõ ê ñòåíêàì (ýòî òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî
äëÿ íåêîìïàêòíûõ áèëüÿðäîâ):

• ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà ε-áëèçêà êî âñåì áîðòàì
{Bi}i∈I′ íåêîòîðîãî ïîäíàáîðà I ′ ⊂ I, òî îíà Cε-áëèçêà è ê èõ
ïåðåñå÷åíèþ

⋂
i∈I′ Bi.

Óïðàæíåíèå 9.4.3. Ïðîâåðüòå ýòî óñëîâèå äëÿ ñèñòåìû øàðîâ â R3.
Ïîäñêàçêà.Íàøå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òàêîé êîíôèãóðàöèè

÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ èç îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà I ïàð, ÷òî
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ñîîòâåòñòâóþùèå øàðû áëèçêè, ñóùåñòâóåò áëèçêàÿ êîíôèãóðàöèÿ, â
êîòîðîé øàðû êàæäîé ïàðû ïåðåñåêàþòñÿ Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü, âûáðàâ
íåêîòîðûé øàð è ïåðåìåùàÿ îñòàëüíûå øàðû îäíîâðåìåííî è ñ ðàâíûìè
ñêîðîñòÿìè âäîëü îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ èõ öåíòðû ñ öåíòðîì âûáðàííîãî
øàðà.

Äëÿ ñèñòåìû øàðîâ â ÿùèêå ñ âîãíóòûìè áîðòàìè ïðåäïîëîæåíèå î
íåâûðîæäåííîñòè âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñåãäà, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ
�îñîáûõ� êîíôèãóðàöèé, êîãäà âîçìîæíî �ïðîòàñêèâàòü øàðû âïëîòíóþ
ê íåñêîëüêèì áîðòàì�. Èçâåñòíî, ÷òî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ áèëüÿðä ìîæåò
(ëîêàëüíî) äîïóñêàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñòîëêíîâåíèé çà
åäèíèöó âðåìåíè.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 9.4.4. Åñëè ïîëóðàññåèâàþùèé áèëüÿðä óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ
î íåâûðîæäåííîñòè, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî P < +∞ ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: êàæäàÿ òî÷êà p áèëüÿðäà èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U(p),
÷òî êàæäàÿ ñîäåðæàùåìñÿ â U(p) òðàåêòîðèÿ èñïûòûâàåò íå áîëåå
÷åì P ñòîëêíîâåíèé.

Ïðè ïåðåõîäå ê îöåíêå îáùåãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé (çà áåñêîíå÷íîå
âðåìÿ) ìû õîòèì èçáåæàòü ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé ÷àñòèöà ñîâåðøàåò
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñòåíàìè.
Òåîðåìà 9.4.5. Åñëè ïîëóðàññåèâàþùèé áèëüÿðä óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ
î íåâûðîæäåííîñòè, M îäíîñâÿçíî è ïåðåñå÷åíèå

⋂
Bi âñåõ ñòåíîê íå

ïóñòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî P < +∞, ÷òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ
èñïûòûâàåò íå áîëåå, ÷åì P ñòîëêíîâåíèé.

Êîíå÷íî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãàçà êàê ñèñòåìû òâåðäûõ øàðîâ öèëèíäðû
Cij èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå: íóëåâîé âåêòîð (0, 0, . . . , 0) ∈ R3N

ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì Cij (çàìåòèì, ÷òî ýòà òî÷êà íå ñîîòâåòñòâóåò
íèêàêîé ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîé êîíôèãóðàöèè øàðîâ). Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé, êîòîðîå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â
ñèñòåìå èç N óïðóãèõ øàðîâ (ëþáûõ ìàññ è ðàäèóñîâ) íèêîãäà íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà (

400N2 mmax

mmin

)2N4

,

ãäå mmax è mmin åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ
ìàññû øàðîâ â ñèñòåìå.
Óïðàæíåíèå 9.4.6. Òðèâèàëüíûé âîïðîñ. Êàê ìíîãî ñòîëêíîâåíèé
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ñèñòåìå äâóõ øàðîâ â R3, èìåþùèõ ðàâíûå ìàññû?
Òðóäíûé âîïðîñ. Êàê ìíîãî ñòîëêíîâåíèé ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ñèñòåìå
òðåõ øàðîâ â R3, èìåþùèõ ðàâíûå ìàññû?



400 9. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû

Îòâåò.×åòûðå. Äàæå ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé
ðàâíî ÷åòûðåì, ñîâñåì íå ïðîñòî . . . .

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.4.4 äëÿ äâóõ ñòåíîê.
×òîáû ïîÿñíèòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíîé îöåíêè äëÿ ÷èñëà
ñòîëêíîâåíèé, îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì, äëÿ
êîòîðîãî îòâåò íå áûë èçâåñòåí: áîðòà W1 è W2 îãðàíè÷èâàþò äâà
âûïóêëûõ ìíîæåñòâà B1 è B2. Â ýòîì ñëó÷àå íàì óäàñòñÿ èçáåæàòü
íåñóùåñòâåííûõ êîìáèíàòîðíûõ òðóäíîñòåé è ãðîìîçäêèõ èíäåêñîâ.
×èòàòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòÿõ,
ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ �ïî÷òè ïàðàëëåëüíî ëèíèè
ïåðåñå÷åíèÿ ñòåíîê W1 è W2� è êîëåáëþùåéñÿ ìåæäó íèìè èñïûòûâàÿ
�ïî÷òè êàñàòåëüíûå ñòîëêíîâåíèÿ�. Ïðîáëåìîé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó
÷èñëîì, íå çàâèñÿùèì îò òîãî, êàê áëèçêî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ îò ëèíèè
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M îäíîñâÿçíî (èíà÷å ìîæíî ïåðåéòè ê óíèâåðñàëüíîìó
íàêðûâàþùåìó). Ðàññìîòðèì áèëüÿðäíóþ òðàåêòîðèþ γ, ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè x è y, è âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó z ∈ B1 ∩ B2. ×åðåç K =
{W1,W2,W1,W2, . . . } îáîçíà÷èì êîìáèíàòîðíûé êëàññ òðàåêòîðèè γ
è ðàññìîòðèì ðàçâåðòêó γ̃ òðàåêòîðèè γ â MK . Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ
ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé íåêîòîðûå òî÷êè x′ è y′. Ïî òåîðåìå Êàðòàíà�
Àäàìàðà 9.2.2 êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â ïîëíîì îäíîñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ìåæäó ñâîèìè êîíöàìè.
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà z êàíîíè÷åñêè ïîäíèìàåòñÿ â MK , òàê êàê âñå
åå êîïèè â ðàçëè÷íûõ êîïèÿõ ïðîñòðàíñòâà M îòîæäåñòâëåíû ìåæäó
ñîáîé. Ïóñòü z′ ∈ MK � åå ïîäúåì. ßñíî, ÷òî |zx| = |z′x′| è |zy| = |z′y′|.
Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé γ ìåæäó x è y äëÿ âñåõ
z ∈ B1 ∩ B2 ìåíüøå, ÷åì |xz| + |zy|. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíûé
ïóòü â M ìåæäó x è y, ïåðåñåêàþùèé ìíîæåñòâî B1 ∩B2, äëèííåå, ÷åì
îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé γ ìåæäó x è y.

Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â äîêàçàòåëüñòâå.
Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè òðàåêòîðèÿ èñïûòûâàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ñòîëêíîâåíèé, òî îíà ìîæåò áûòü òàê óêîðî÷åíà (ñ ñîõðàíåíèåì åå
êîíöîâ) òàê, ÷òî áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå B1∩B2. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ ïðåäûäóùèì óòâåðæäåíèåì ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè U(p)
è ñòàëêèâàåòñÿ ñî ñòåíêîé W1 â òî÷êàõ a1, a2, . . . , aN , ÷åðåäóþùèõñÿ
ñî ñòîëêíîâåíèÿìè ñî ñòåíêîé W2 â òî÷êàõ b1, b2, . . . , bN . Ïóñòü zi �
áëèæàéøàÿ ê bi òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ B1 ∩ B2, à hi � ðàññòîÿíèå îò bi

äî êðàò÷àéøåé [aiai+1]. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ î íåâûðîæäåííîñòè |zibi| ≤
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C ·dist(bi, B1) ≤ Chi. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå Hi îò zi äî êðàò÷àéøåé
[aiai+1] íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû (C + 1)hi.

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî Hi ≤ (C + 1)hi) ìåæäó âûñîòàìè
òðåóãîëüíèêîâ 4aibiai+1 è 4aiziai+1 âìåñòå ñ óæå ïðèâû÷íûì ïðèåìîì
ðàçâîðà÷èâàíèÿ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íà åâêëèäîâó ïëîñêîñòü è k-ïëîñêîñòü
(òî åñòü ðàññìàòðèâàÿ èõ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ), ìîæíî ïîëó÷èòü
íåðàâåíñòâî Di ≤ C1 · di, ãäå di = |aibi|+ |biai+1| − |aiai+1| è Di = |aizi|+
|ziai+1|− |aiai+1|. Çäåñü k � íèæíÿÿ ãðàíü ñåêöèîííîé êðèâèçíû â U(p),
à ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò C (â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé
ìàëîñòè U(p)).

Ïóñòü dj � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë {di}. Èçìåíèì òðàåêòîðèþ γ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàìåíèì åå ÷àñòè aibiai+1 íà êðàò÷àéøèå [aiai+1]
ïðè âñåõ çíà÷åíèé i, êðîìå i = j. Ïîëó÷èâøàÿñÿ êðèâàÿ êîðî÷å, ÷åì γ
ïî ìåíüøåé ìåðå íà (N − 1)dj . Íàêîíåö, çàìåíèì ñåãìåíò ajbjaj+1 íà
ajzjaj+1. Ýòî óäëèíèò ïóòü íà Dj ≤ C1dj . Ïîýòîìó N ≤ C1 + 1, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû èìåëè êðèâóþ ñ òåìè æå êîíöàìè, ÷òî
è γ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç zj ∈ B1 ∩ B2, êîòîðàÿ áûëà áû êîðî÷å, ÷åì γ.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëà
ñòîëêíîâåíèé. ¤

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óíèâåðñàëüíîé îöåíêè, ãäå ãåîìåòðè÷åñêèå
ñîîáðàæåíèÿ ðàáîòàþò â ïîëíóþ ñèëó. Çäåñü ìû ñíîâà, âî èçáåæàíèå
êîìáèíàòîðíûõ òðóäíîñòåé, îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì äâóõ ñòåíîê W1 è
W2.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.4.5 äëÿ äâóõ ñòåíîê. Ðàññìîòðèì
òðàåêòîðèþ γ, èìåþùóþ N ñòîëêíîâåíèé ñ (åäèíñòâåííî âîçìîæíîé)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåíîê K = {1, 2, 1, . . . , 2, 1}. Äîêàçûâàÿ îò ïðîòèâíîãî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî N > 3P + 1, ãäå P � ëîêàëüíàÿ ãðàíèöà ÷èñëà
ñòîëêíîâåíèé (åå ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé 9.4.4). Ñíîâà
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî MK , îäíàêî òåïåðü ìû åãî �çàìêíåì�, ñêëåèâ
M0 ∈ MK è MN ∈ MK âäîëü êîïèé B1. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñò-
âî îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃ . Ôîðìàëüíî ìû åùå íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé Ðåøåòíÿêà 9.1.21, ÷òîáû ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î íåïîëîæèòåëüíîñòè
êðèâèçíû M̃ . Äåéñòâèòåëüíî, ìû îòîæäåñòâèëè òî÷êè îäíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà, à íå ñêëåèâàëè äâà ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâà âäîëü âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èìååò íåïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ òî÷êà èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî óãëû
ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, â íåé ñîäåðæàùåãîñÿ, íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ
óãëîâ åãî åâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè è áèëüÿðäíûìè òðàåêòîðèÿìè, ìîæíî çàêëþ÷èòü
(ðàññóæäàÿ â òî÷íîñòè êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëîêàëüíîé îöåíêè ÷èñëà
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ñòîëêíîâåíèé), ÷òî íèêàêàÿ ñòîðîíà ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà íå ìîæåò
ïåðåñåêàòü âíóòðåííîñòè áîëåå ÷åì P êîïèé áèëüÿðäà. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ ñðàâíåíèÿ óãëîâ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà.
Òàê êàê N > 3P + 1, ìû ìîæåì �ðàñêëåèòü� íàøå �çàìêíóòîå� ïðî-
ñòðàíñòâî M̃ âäîëü îäíîé èç ñêëååê, íå çàòðàãèâàÿ ñòîðîí äàííîãî
òðåóãîëüíèêà. Òàêîå ðàçðåçàíèå ìîæåò ëèøü óâåëè÷èòü åãî óãëû, è ìû
îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñíîâà íàõîäèìñÿ â ïðîñòðàíñòâå íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû (êîíå÷íî, ýòî MK), ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå òðåáóåìûõ
íåðàâåíñòâ íà óãëû.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàçâåðòêà
òðàåêòîðèè γ â M̃ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè â
îäíîé êîïèè ìíîæåñòâà B1. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ,
òàê êàê ñ îäíîé ñòîðîíû ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðàò÷àéøåé ìåæäó
ñâîèìè êîíöàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû èìååì êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó
äàííûìè òî÷êàìè, öåëèêîì ëåæàùèé â B1. ¤



Ãëàâà 10

Ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åííîé ñíèçó
êðèâèçíû

Ýòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå â òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé
ñíèçó êðèâèçíû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü òîëüêî ïîëíûå ïðîñò-
ðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ k äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ R. Íà
ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ãëàâû ïîä �ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà� âñåãäà
ïîíèìàåòñÿ (ñâÿçíîå) ïðîñòðàíñòâî òàêîãî òèïà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ
âñåõ ëîêàëüíûõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî ëîêàëüíîé ïîëíîòû.

Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî k íàì óäîáíî èñêëþ÷èòü èç êëàññà ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû ≥ k íåñêîëüêî îñîáûõ îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìû íå áóäåì
ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k, ãäå k > 0, ïðÿìóþ
R, ëó÷ R+, îòðåçêè äëèííåå π/

√
k è îêðóæíîñòè äëèííåå 2π/

√
k. Êàê ìû

óâèäèì â ãëàâå 10.4, èñêëþ÷åíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ,
÷òî äèàìåòð ïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò π/

√
k. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé

ãëàâå òåðìèí �ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k� îçíà÷àåò
(ñâÿçíîå) ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ k, â
ñëó÷àå k > 0 íå èçîìåòðè÷íîå íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ èñêëþ÷åíèé.

Ðàçâèòàÿ òåîðèÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ áûëà ñîçäàíà â 1980�90õ ãîäàõ.
Çäåñü ìû ïðåäñòàâèì òîëüêî íà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê
îñíîâàíèÿì ýòîé òåîðèè, è íåñêîëüêî �ãëîáàëüíûõ� ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå
îáîáùàþò êëàññè÷åñêèå òåîðåìû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Áèáëèîãðàôè÷åñêèå
äàííûå ïî ïîâîäó áîëåå ïðîäâèíóòûõ ðåçóëüòàòîâ è òåõíèêè ìîãóò áûòü
íàéäåíû â [BGP], [Pl]; äðóãèå ïðèìåíåíèÿ è ññûëêè ñìîòðèòå â [GP].
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Ñëåäóþùèå äâà îñíîâíûõ ìîìåíòà ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî òåîðèÿ
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Âî-ïåðâûõ, ýòî � òåîðåìà
Òîïîíîãîâà 1 î ãëîáàëèçàöèè (òåîðåìà 10.3.1), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,
÷òî â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k (äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî k è áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé
òèïà îäíîñâÿçíîñòè), óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ �ãëîáàëüíî�.
Èç ýòîãî âûòåêàåò ðÿä ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
(íàïîìíèì, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî î ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà, îáñóæäàâøèõñÿ
â ãëàâå 9, ìîæíî ñêàçàòü ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ïðîñòî î ïðîñòðàíñòâàõ
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû). Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû Òîïîíîãîâà
ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü
âåñü ýòîò êëàññ, êàê �öåëîå� (ñì. îáñóæäåíèå â íà÷àëå ãëàâû 7).

Âî-âòîðûõ, (êîíå÷íîìåðíûå) ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà èìåþò çàìå÷àòåëüíóþ
ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó. Ïîä ðàçìåðíîñòüþ ìû ïîíèìàåì õàóñäîðôîâó
ðàçìåðíîñòü (ñì. ïóíêò 1.7.4), íî â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå èçâåñòíûå
ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ðàâíîñèëüíû (â
÷àñòíîñòè, õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ðàâíà òîïîëîãè÷åñêîé). Î íåêîòîðûõ
ëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ñòîèò
óïîìÿíóòü ïðÿìî ñåé÷àñ. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
âñåãäà öåëîå ÷èñëî; òàêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ïî÷òè
âñþäó, êðîìå íåáîëüøîãî ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê (â äåéñòâèòåëüíîñòè,
�ïî÷òè ðèìàíîâûìè�); ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñò-
âà Àëåêñàíäðîâà ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà
êðèâèçíû ≥ 1 è â äåéñòâèòåëüíîñòè ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ èçîìåòðè÷íî
Sn−1.

Õîòÿ ýòè óòâåðæäåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ïðîñòî è åñòåñòâåííî, èçâåñòíûå
èõ äîêàçàòåëüñòâà � äëèííûå è òåõíè÷åñêèå. Âñå æå ìû ïîñòàðàåìñÿ íå
êàñàòüñÿ òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé íèãäå, êðîìå êîíöà ýòîé ãëàâû (ïàðàãðàôû
10.8 è 10.9). Íåêîòîðîå çíàíèå î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå, îäíàêî, íåîáõîäèìî
óæå â ïåðâûõ ïàðàãðàôàõ; â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû îòñûëàåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì
ðåçóëüòàòàì ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôîâ.

10.1. Óñëîâèå ÷åòûðåõ òî÷åê
Â ãëàâå 4 ìû äàëè íåñêîëüêî ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâà
íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Çàìåíÿÿ â íèõ R2 íà k-ïëîñêîñòü, ïîëó÷àåì
îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû ≥ k, ãäå k � ëþáîå âåùåñòâåííîå

1Òî÷íåå áûëî áû íàçûâàòü åå òåîðåìîé Àëåêñàíäðîâà�Òîïîíîãîâà�Ïåðåëüìàíà, íî ìû
ñîõðàíèì íàøå êîðîòêîå è ÷àñòî èñïîëüçóåìîå íàçâàíèå; ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà äîêàçàíà
Àëåêñàíäðîâûì â ðàçìåðíîñòè 2, çàòåì Òîïîíîãîâûì äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ëþáîé
ðàçìåðíîñòè è, íàêîíåö, Ïåðåëüìàíîì â ïîëíîé îáùíîñòè
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÷èñëî (ñì. ïàðàãðàô 4.6). Ïîëó÷åííûå îïðåäåëåíèÿ òàêæå ðàâíîñèëüíûõ
ìåæäó ñîáîé, à äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ðàâíîñèëüíîñòè ïî÷òè òàêîå æå, êàê
è â ñëó÷àå k = 0.

Çäåñü ìû äàäèì åùå îäíó ôîðìóëèðîâêó, äëÿ êîòîðîé íåò àíàëîãà
â ñëó÷àå êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Ãëàâíîå åå äîñòîèíñòâî â
ëîãè÷åñêîé ïðîñòîòå � îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: �äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
÷åòûðåõ òî÷åê (â ìàëîé îêðåñòíîñòè) ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè óäîâëåòâîðÿþò
îïðåäåëåííûì íåðàâåíñòâàì�. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùèå îïðåäåëåíèÿ
çàòðàãèâàëè íàáîðû òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì
(íàïðèìåð, îäíà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè), èëè ïðèâëåêàëèñü
äàæå óãëû.

Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ïðåäëîæåíèÿ 10.1.1. Äëÿ
óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óãëîâ ñðàâíåíèÿ, îáîáùàþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èç ãëàâû 3.
Îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü a, b, c � òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ]̃abc è íàçîâåì óãëîì ñðàâíåíèÿ
óãîë â âåðøèíå b òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ abc íà k-ïëîñêîñòè (åñòåñòâåííî,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k ôèêñèðîâàíî). Â ñëó÷àå íåÿñíîñòè ìû äîáàâëÿåì
k â êà÷åñòâå èíäåêñà: ]̃kabc.

Çàìåòèì, ÷òî óãîë ñðàâíåíèÿ ]̃kabc ÿâëÿåòñÿ (íåïðåðûâíîé) ôóíêöèåé
ðàññòîÿíèé |ab|, |ac| è |bc|. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, åñëè |ab|+|ac|+|bc| <
2Rk, ãäå Rk � äèàìåòð k-ïëîñêîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 10.1.1. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû, íå áîëüøåé k, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü
U , ÷òî ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b, c, d ∈ U
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
(10.1) ]̃kbac + ]̃kcad + ]̃kdab ≤ 2π.

Ìû áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâî (10.1) óñëîâèåì ÷åòûðåõ òî÷åê
(a; b, c, d). Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷åê
b, c, d, íî a èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Ïðåäëîæåíèå 10.1.1 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
óñëîâèå ÷åòûðåõ òî÷åê â êà÷åñòâå åùå îäíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû ≥ k. Ýòî íîâîå îïðåäåëåíèå íå ïðèâëåêàåò êðàò÷àéøèå, à
çíà÷èò, áåç èçìåíåíèé ïðèìåíèìî ê ïðîñòðàíñòâàì, ìåòðèêè êîòîðûõ
íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âíóòðåííèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 10.1.1. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(10.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷åòâåðîê òî÷åê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü
óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (îïðåäåëåíèå 4.1.9) äëÿ òðåóãîëüíèêà
4abc è òî÷êè d ∈ [ac], ïðèìåíèì óñëîâèå ÷åòûðåõ òî÷åê ê íàáîðó
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(d; a, b, c). Òàê êàê ]̃adc = π, òî ]̃bdc + ]̃bda ≤ π. Îòñþäà ïî ëåììå
4.3.3 ñëåäóåò æåëàåìîå íåðàâåíñòâî |db| ≥ |db|.

Ïóñòü òåïåðü X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó
(a; b, c, d) è òî÷êó a′ íà êðàò÷àéøåé [ab]. Òîãäà

]̃ba′d + ]̃da′c + ]̃ca′b ≤ ]ba′d + ]da′c + ]ca′b

≤ (]ba′d + ]da′a) + (]aa′c + ]ca′b) = 2π.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì ñðàâíåíèÿ óãëîâ (îïðåäåëåíèå 4.1.15),
íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ è òåì, ÷òî ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ
ðàâíà π (ëåììà 4.3.7). Ïóñòü òåïåðü a′ ñòðåìèòñÿ ê a. Òîãäà (10.1)
âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè óãëîâ ñðàâíåíèÿ. ¤

Ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé íåñêîëüêî ïðîñòûõ ôàêòîâ î
ïðîñòðàíñòâàõ êðèâèçíû ≥ k.

Óïðàæíåíèå 10.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâå
êðèâèçíû≥ k íå ðàçâåòâëÿþòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äâå ãåîäåçè÷åñêèå
èìåþò îáùèé èíòåðâàë, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäèíòåðâàëàìè îäíîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Óïðàæíåíèå 10.1.3. Ïîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèÿ íà ÷åòâåðêè òî÷åê
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òðåõ ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé
òî÷êè, ñóììà òðåõ óãëîâ ìåæäó ïàðàìè ýòèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íå ïðåâîñõîäèò
2π.

Óïðàæíåíèå 10.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå ãåîäåçè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâå
êðèâèçíû ≥ k íà÷èíàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è îáðàçóþò â íåé íóëåâîé óãîë,
òî îíè îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîäèíòåðâàëîì äðóãîé.

Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíèâ óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ, ïîëó÷èòå ëîêàëüíîå
óòâåðæäåíèå, à çàòåì èñïîëüçóéòå óïðàæíåíèå 10.1.2.

Óïðàæíåíèå 10.1.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâå
êðèâèçíû ≥ k èìåþò äâå îáùèå òî÷êè, òî ëèáî êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê
ÿâëÿþòñÿ èõ îáùèì êîíöîì, ëèáî îáå êðàò÷àéøèå ÿâëÿþòñÿ ïîäèíòåðâàëàìè
íåêîòîðîé êðàò÷àéøåé.

10.2. Êîíñòðóêöèè è ïðèìåðû
Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé
ñíèçó êðèâèçíû. Íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ óæå ïðèâîäèëèñü â
ãëàâå 4. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì äâà íîâûõ ïðèìåðà: ôàêòîðïðîñòðàíñòâà
ïî ãðóïïàì èçîìåòðèé è âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè. Âî âòîðîì ïðèìåðå
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà èìåþò íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó, íåòðèâèàëüíî è îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû äîêàæåì
ïîçæå.
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10.2.1. Ïðîèçâåäåíèÿ è êîíóñû.

Ïðèìåð 10.2.1 (Ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà
êðèâèçíû ≥ k, ãäå k ≤ 0. Òîãäà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå X × Y ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, íàïðèìåð, íà îñ-
íîâå óñëîâèÿ ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ. Ñì. ïîäñêàçêó ê óïðàæíåíèþ
4.1.13.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > 0 ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≥ k
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà îäíî èç
ïðîñòðàíñòâ îäíîòî÷å÷íî. Ñì. êîììåíòàðèè ñðàçó ïîñëå 9.1.5.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå êðàò÷àéøèå â ïðîñòðàíñòâàõ
X è Y . Ýòè êðàò÷àéøèå (êàê ïîäïðîñòðàíñòâà â X è Y ) èçîìåòðè÷íû
èíòåðâàëàì ïðÿìîé; ñëåäîâàòåëüíî èõ ïðîèçâåäåíèå â X × X âûïóêëî
è èçîìåòðè÷íî îáëàñòè â R2. Ïîýòîìó X × Y íå ìîæåò èìåòü ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïðèìåð 10.2.2 (Êîíóñû). Åâêëèäîâû è ñôåðè÷åñêèå êîíóñû áûëè óæå
ðàññìîòðåíû â ïóíêòàõ 3.6.2, 3.6.3. Çäåñü ìû äàäèì åäèíîå îïèñàíèå ýòèõ
êîíñòðóêöèé è îïðåäåëèì ïîõîæåå ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîíóñà.
Îòìåòèì, ÷òî, èìåÿ â âèäó ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû,
íå èìååò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü êîíóñû íàä ïðîñòðàíñòâàìè äèàìåòðà
áîëüøåãî, ÷åì π.

Ïóñòü k ∈ R, à X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ diam(X) ≤ π. Ïî
îïðåäåëåíèþ, k-êîíóñ íàä X, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Conk(X), ñîñòîèò
èç âåðøèíû o è âñåõ òåõ ïàð (x, r), äëÿ êîòîðûõ x ∈ X, r > 0 è, êðîìå
òîãî, r ≤ π/

√
k, åñëè k > 0. Ðàññòîÿíèå îò (x, r) äî âåðøèíû ïîëàãàåì

ðàâíûì r, à ðàññòîÿíèå ìåæäó a1 = (x1, r1) è a2 = (x2, r2) îïðåäåëÿåì
ðàâåíñòâîì

]̃ka1oa2 = |x1x2|.
Äðóãèìè ñëîâàìè, |a1a2| ðàâíÿåòñÿ äëèíå ñòîðîíû |a1a2| òàêîãî òðåóãîëüíèêà
a1oa2 íà k-ïëîñêîñòè, ÷òî |oai| = ri äëÿ i = 1, 2 è ]a1oa2 = |x1x2|.

Åñëè k > 0, òî íóæíî îòîæäåñòâèòü ìåæäó ñîáîé âñå ïàðû (x, π/
√

k)
(òàê êàê âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ðàâíû íóëþ). Ýòè ïàðû ïðåäñòàâëÿþò
òî÷êó o′ ∈ Conk(X), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå âåðøèíû
âìåñòî o (îòîáðàæåíèå (x, r) 7→ (x, π/

√
k − r) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé

Conk(X)). Â ýòîì ñëó÷àå k-êîíóñ òàêæå íàçûâàåòñÿ k-ñôåðè÷åñêèì
êîíóñîì èëè k-íàäñòðîéêîé. Âåðøèíû o è o′ íàçûâàþòñÿ ïîëþñàìè
k-íàäñòðîéêè. Ñòàíäàðòíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ íàäñòðîéêà, îïðåäåëåííàÿ â
ïóíêòå 3.6.3, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ k = 1.
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Åñëè k < 0, òî k-êîíóñû òàêæå íàçûâàþòñÿ (−k)-ãèïåðáîëè÷åñêèìè
êîíóñàìè. Ãèïåðáîëè÷åñêèì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ k-êîíóñ äëÿ k = −1.
Åñëè k = 0, òî k-êîíóñ � ýòî îáû÷íûé (�åâêëèäîâ�) êîíóñ.

Ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ Conk(S1) èçîìåòðè÷åí k-ïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íî,
Conk(Sn) ÿâëÿåòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò k, ñòàíäàðòíûì (n + 1)-ìåðíûì
ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k, òî åñòü (n + 1)-ìåðíîé ñôåðîé
ðàäèóñà 1/

√
k, ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (êðèâèçíû k) èëè Rn+1,

â çàâèñèìîñòè îò k.

Â ýòîé ãëàâå êîíóñû âîçíèêàþò â ïåðâóþ î÷åðåäü êàê êîíóñû
íàä ïðîñòðàíñòâàìè íàïðàâëåíèé è èãðàþò ñòîëü æå ïåðâîñòåïåííóþ
ðîëü, êàê êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà â òåîðèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïðî-
ñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé êîíóñà Conk(X) â åãî âåðøèíå.

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.7 îá îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû êîíóñîâ
ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ïðîùå
áëàãîäàðÿ òåîðåìå Òîïîíîãîâà 10.3.1 (óòâåðæäàþùåé, ÷òî óñëîâèå ñðàâíåíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ãëîáàëüíî) è ñëåäñòâèþ 10.4.2 (óòâåðæäàþùåìó,
÷òî ïåðèìåòð ëþáîãî òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå êðèâèçíû ≥ 1 íå
ïðåâîñõîäèò 2π). Èìåííî:

Òåîðåìà 10.2.3. Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à
k ∈ R.

1. Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1, òî Conk(X)
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k.

2. Åñëè Conk(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
≥ 1 è, êðîìå òîãî, |xy| + |yz| + |xz| ≤ 2π äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X, òî
X ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1, ëèáî
ïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ òî÷åê íà ðàññòîÿíèè π äðóã îò
äðóãà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 4.7.1. Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû ìû íå ïðåäïîëàãàåì
äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìåòðèêà â X ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Áëàãîäàðÿ äðóãèì
ïðåäïîëîæåíèÿì, ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìåòðèêà ïðîñòðàí-
ñòâà Conk(X) � âíóòðåííÿÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëó÷àþ êðèâèçíû,
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, ìû çäåñü äàæå íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X ñâÿçíî:
êðèâèçíà êîíóñà íàä X íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà ñíèçó, åñëè X íå
ñâÿçíî (çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ äâóõòî÷å÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà).

10.2.2. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì (ñì. ïàðàãðàô 3.3), ÷òî åñëè
ãðóïïà Γ äåéñòâóåò íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) èçîìåòðèÿìè è



10.2. Êîíñòðóêöèè è ïðèìåðû 409

îðáèòû o(p) = {γp : γ ∈ Γ} � çàìêíóòû, òî ìû ñíàáæàåì ôàêòîð�
ïðîñòðàíñòâî Q = X/Γ ñèëüíåéøåé òîïîëîãèåé, â êîòîðîé êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ π : X → Q, π(p) = o(p) åùå íåïðåðûâíà. Òàêæå ìû ñíàáæàåì
Q ìåòðèêîé ρ òàê, ÷òîáû
(10.2) ρ(o(p), o(q)) = inf{d(p, r)|r ∈ o(q)}.
Ïðåäëîæåíèå 10.2.4. Åñëè (X, d) � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ k, à ãðóïïà Γ äåéñòâóåò íà X èçîìåòðèÿìè ñ
çàìêíóòûìè îðáèòàìè, òî Q = X/Γ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
êðèâèçíû ≥ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû óïðîñòèòü ðàññìîòðåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
X ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü p0 ∈ Q, à p ∈ π−1(p0), ãäå π : X → Q �
ïðîåêöèÿ íà Q. Âûáåðåì r > 0 òàê, ÷òîáû øàð U = Br(p) ÿâëÿëñÿ
íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî óñëîâèå íà ÷åòâåðêè (ñì.
ïðåäëîæåíèå 10.1.1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè òî÷åê, ëåæàùèõ â U .
Ìû ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ â øàðå U0 = Br/2(p0)
ôàêòîðïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü (a0; b0, c0, d0) � ÷åòâåðêà òî÷åê èç U0. Òàê
êàê X ëîêàëüíî êîìïàêòíî, è îðáèòà π−1(a0) çàìêíóòà, òî ñóùåñòâóåò
áëèæàéøàÿ ê p òî÷êà a ∈ π−1(a0), òî åñòü, |pa| = dist(p, π−1(a0)). Èç
îïðåäåëåíèÿ (10.2) ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |pa| = |p0a0|. Çàòåì
àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè òàêèå òî÷êè b, c, d ∈ U , ÷òî |ab| = |a0b0|,
|ac| = |a0c0| è |ad| = |a0d0|. Çàìåòèì, ÷òî a, b, c, d ∈ U . Ïî (10.2) ìû èìååì
|bc| ≥ |b0c0|, |cd| ≥ |c0d0| è |db| ≥ |d0b0|. Ñëåäîâàòåëüíî, ]̃bac ≥ ]̃b0a0c0,
]̃cad ≥ ]̃c0a0d0 è ]̃bad ≥ ]̃b0a0d0. Ïîýòîìó

]̃b0a0c0 + ]̃c0a0d0 + ]̃b0a0d0 ≤ ]̃bac + ]̃cad0 + ]̃bad ≤ 2π,

Îòêóäà ñëåäóåò íàøå ïðåäëîæåíèå. ¤

Ýòî ïðåäëîæåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðîèòü ïðèìåðû
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû. Ñëåäóþùèé ïðèìåð � îäèí
èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ òàêîãî ðîäà. Ïóñòü Z2 = {e, γ} äåéñòâóåò íà R3

ñèììåòðèÿìè: γ(x) = −x äëÿ âñåõ x ∈ R3. Òîãäà Q2 = R3/Z2 ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Óïðàæíåíèå 10.2.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî Q2 íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.
Äîêàæèòå, ÷òî Q2 èçîìåòðè÷íî êîíóñó K(P2) íàä ïðîåêòèâíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì P2, ñíàáæåííûì êàíîíè÷åñêîé ìåòðèêîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
1.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn ⊂
Rn+1 èçîìåòðèÿìè, òî Q = Sn/G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû
≥ 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè G äåéñòâóåò ñâîáîäíî (òî åñòü áåç íåïîäâèæíûõ
òî÷åê), òî Q áóäåò ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì; èíà÷å æå Q ìîæåò
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èìåòü ìåòðè÷åñêèå èëè äàæå òîïîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G = Z2 = {e, γ} íà Sn, îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì

γ(x1, . . . , xn, xn+1) = (−x1, . . . ,−xn, xn+1).

Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì áóäåò ñôåðè÷åñêèé êîíóñ íàä Pn−1.

10.2.3. Âûïóêëûå ïîâåðõíîñòè â R3. Ìåòðèêè îãðàíè÷åííîé ñíèçó
êðèâèçíû èçíà÷àëüíî ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ À. Ä. Àëåêñàíäðîâà êàê
ìåòðèêè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Àëåêñàíäðîâ
äîêàçàë, ÷òî êëàññ (îðèåíòèðóåìûõ) äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
âíóòðåííèõ ìåòðèê âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé â R3. Â ýòîì ïàðàãðàôå
ìû äîêàæåì ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, à èìåííî, ÷òî ëþáàÿ âûïóêëàÿ
ïîâåðõíîñòü â R3 ñ åå èíäóöèðîâàííîé (âíóòðåííåé) ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Äðóãàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ � ýòî çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ëþáîå ãîìåîìîðôíîå äâóìåðíîé ñôåðå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû èçîìåòðè÷íî
ãðàíèöå âûïóêëîãî òåëà â R3 èëè åå âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ � äâàæäû
ïîêðûòîé ïëîñêîé âûïóêëîé îáëàñòè (òî åñòü äâóì ýêçåìïëÿðàì òàêîé
îáëàñòè, ñêëååííûì ïî èõ ãðàíèöàì). Íàïðèìåð, èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé íåîòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû èìååò îêðåñòíîñòü, èçîìåòðè÷íóþ ïîäìíîæåñòâó
ãðàíèöû âûïóêëîãî òåëà â R3.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü äîêàçàíû äëÿ ìåòðèê êðèâèçíû
≥ k è ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k. Òî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî äîëæíî áûòü ìíîãîîáðàçèåì, íå ñóùåñòâåííî, òàê êàê
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííîé ñíèçó
êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, âîçìîæíî ñ êðàåì.
Òåîðåìà 10.2.6. Âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè â R3

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïîä âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ C ìû ïîíèìàåì ãðàíèöó âûïóêëîãî
òåëà X â R3. ×òîáû êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé ñòàë çàìêíóòûì,
èìååò ñìûñë äîáàâèòü �âûðîæäåííûå ïîâåðõíîñòè�. Ýòà òåîðåìà òðèâèàëüíà
äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòåé 0 è 1. Åñëè dimX = 2, ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íå ãðàíèöó ìíîæåñòâà X, à äâàæäû ïîêðûòóþ âûïóêëóþ
çàìêíóòóþ îáëàñòü â R2, òî åñòü äâå êîïèè ìíîæåñòâà X, ñêëååííûå
ïî èõ ãðàíèöàì (âûïóêëûì êðèâûì). Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìó ëåãêî
äîêàçàòü. Ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî X ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ êîìïàêòíîãî X
â ñèëó ëîêàëüíîñòè òåîðåìû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � âûïóêëîå
òåëî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � âûïóêëîå
òåëî, òî åñòü âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Ïóñòü C =
∂X. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ïðîñòà: ìû ïðèáëèæàåì X âûïóêëûìè
ìíîãîãðàííèêàìè è äîêàçûâàåì, ÷òî âíóòðåííèå ìåòðèêè èõ ãðàíèö
ñõîäÿòñÿ ê âíóòðåííåé ìåòðèêå C. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ
ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
êðèâèçíó. Ïîçæå, â ïàðàãðàôå 10.3, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû òîæå ïðîñòðàíñò-
âî íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (ïðåäëîæåíèå 10.7.1). Ïðèìåíåíèå ýòîãî
ïðåäëîæåíèÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì
äåòàëÿì.

Ëåììà 10.2.7. Åñëè âûïóêëûå òåëà Xi ⊂ R3 (i → ∞) ñõîäÿòñÿ
â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ê âûïóêëîìó òåëó X ⊂ R3, òî âíóòðåííèå
ìåòðèêè èõ ïîâåðõíîñòåé Ci = ∂Xi ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ (ñì. îïðå-
äåëåíèå 7.1.5) ê âíóòðåííåé ìåòðèêå C = ∂X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âíóòðåííèå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ C è Ci

÷åðåç d è di, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëî
êîîðäèíàò 0 ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òåëà X; ñëåäîâàòåëüíî X ñîäåðæèò
øàð Br(0) äëÿ íåêîòîðîãî r > 0. Òàê êàê X âûïóêëî, òî ïðîèçâîëüíûé
ëó÷, âûõîäÿùèé èç 0, ïåðåñåêàåò C = ∂X ðîâíî îäèí ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî
îïðåäåëåíî öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå èç R3 \ {0} íà C (êîòîðîå
îòîáðàæàåò êàæäûé ëó÷ ñ íà÷àëîì 0 â òî÷êó åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ
C). Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå, ñóæåííîå íà Ci,
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì èç Ci íà C (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i), à åãî
èñêàæåíèå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè i →∞.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì òàêèå âûïóêëûå òåëà X è X ′ â R3, ÷òî
Br(0) ⊂ X ⊂ X ′. Ïóñòü C = ∂X, C ′ = ∂X ′, à d è d′ � âíóòðåííèå ìåòðèêè
ïðîñòðàíñòâ C è C ′, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü δ áóäåò ìàêñèìàëüíûì
ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êîé èç C ′ è åå öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè â C. Ìû
õîòèì îöåíèòü, ñêîëü ñèëüíî öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå èç C ′ â C
ìîæåò óâåëè÷èâàòü ðàññòîÿíèÿ âî âíóòðåííåé ìåòðèêå. Êëþ÷åâóþ ðîëü
â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò ñëåäóþùàÿ �ëåììà Áóçåìàíà�Ôåëëåðà�:

(i) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a′ ∈ R3 áëèæàéøàÿ ê íåé òî÷êà a ∈ X
(òî åñòü òàêàÿ, ÷òî |a− a′| = dist(a′, X)) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

(ii) Åñëè a, b ∈ X � áëèæàéøèå ê òî÷êàì a′, b′ ∈ R3 òî÷êè òåëà X,
ñîîòâåòñòâåííî, òî |a− b| ≤ |a′ − b′|.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (i) ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 è a2 � áëèæàéøèå ê a′

òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X. Òàê êàê X âûïóêëî, to òî÷êà a, ñåðåäèíà îòðåçêà
[a1a2], ïðèíàäëåæèò X. Íî |a′−a| < 1

2(|a′−a1|+ |a′−a2|). Ñëåäîâàòåëüíî
a1 è a2 � íå áëèæàéøèå ê a′ òî÷êè.
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×òîáû äîêàçàòü (ii), ïîêàæåì, ÷òî óãëû ]abb′ è ]baa′ íå ìåíüøå, ÷åì
π/2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ]abb′ < π/2, òî îòðåçîê [ab] ⊂ X ñîäåðæèò
òî÷êó b1, äëÿ êîòîðîé |b′ − b1| < |b′ − b| (íàïðèìåð, âîçüìèòå b1 áëèçêî
ê b). Òàê êàê ]abb′ ≥ π/2 è ]baa′ ≥ π/2, òî ïðîåêöèÿ îòðåçêà [ab] íà
ïðÿìóþ a′b′ ñîäåðæèò îòðåçîê [a′b′]. Ñëåäîâàòåëüíî, [ab] íå äëèííåå, ÷åì
[a′b′].

Ëåììó Áóçåìàíà�Ôåëëåðà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: îòîáðàæåíèå èç R3 â X, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå
áëèæàéøóþ ê íåé òî÷êó èç X, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è íå óâåëè÷èâàåò
ðàññòîÿíèÿ. Ìû íàçîâåì ýòî îòîáðàæåíèå îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòèðîâàíèåì
íà X. Òàê êàê òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå, òî îíî
íå óâåëè÷èâàåò è äëèíû êðèâûõ. Ïîýòîìó, åñëè a′, b′ ïðèíàäëåæàò C ′,
à a0, b0 � èõ îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè íà X, òî d(a0, b0) ≤ d′(a′, b′).
(Çàìåòèì, ÷òî a0 è b0 ëåæàò íà C, òàê êàê X ⊂ X ′.)

Ïóñòü òåïåðü a è b � öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê a′ è b′ íà C.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê [aa′] è ñïðîåêòèðóåì åãî îðòîãîíàëüíî
íà C. Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ γ ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé a0 ïî ïîâåðõíîñòè C,
ïðè÷åì L(γ) ≤ L([aa′]) ≤ δ. Ïîýòîìó d(a, a0) ≤ δ è, àíàëîãè÷íî,
d(b, b0) ≤ δ. Ñëåäîâàòåëüíî, d(a, b) ≤ d′(a′, b′) + 2δ.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å. Ìû îñòàâèì â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ñëåäóþùèé ôàêò î âûïóêëûõ òåëàõ: ñõîäèìîñòü ïî Õàóñäîðôó
{Xi} ê X âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë εi, ÷òî εi → 0 è (1 − εi)X ⊂ Xi ⊂ (1 + εi)X äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ i. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé è äëÿ òåë Xi.
Ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííûå îöåíêè ê öåíòðàëüíîìó ïðîåêòèðîâàíèþ èç Xi

â (1− εi)X, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(1− εi)d(a, b) ≤ di(ai, bi) + 2εiD,

ãäå D = diam(X), à òî÷êè ai è bi � ýòî öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê a
è b íà Xi. Ïðèìåíÿÿ òå æå îöåíêè ê öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè èç (1 + εi)X
â Xi, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

d(ai, bi) ≤ (1 + εi)d(a, b) + 2εiD.

Èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî èñêàæåíèå ïðè öåíòðàëüíîì
ïðîåêòèðîâàíèè íå ïðåâîñõîäèò εi(diam(C, d) + 2D).

Çàìåòèì, ÷òî diam(C, d) < ∞. Â ñàìîì äåëå, diam(C, d) ≤ πD, òàê
êàê îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå èç ñôåðû ðàäèóñà D íà C ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì è íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ. Èç îãðàíè÷åííîñòè äèàìåòðà
ñëåäóåò, ÷òî èñêàæåíèÿ ïðè öåíòðàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ ïðè i → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî (Ci, di) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê
(C, d). ¤
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî X ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè
Pi. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Pi ìîæíî âçÿòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîé
εi-ñåòè ìíîæåñòâà X, ãäå εi → 0. Êàê ìû óæå âèäåëè â ãëàâå 4 (òåîðåìà
4.2.14), ïîâåðõíîñòü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñò-
âîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåé ëåììå,
C (ñ èíäóöèðîâàííîé âíóòðåííåé ìåòðèêîé) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì
ïðåäåëîì ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Òåïåðü
íàøà òåîðåìà ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 10.7.1, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî
îãðàíè÷åíèå êðèâèçíû ñíèçó ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. ¤

Îáîáùåíèÿ. Òåîðåìà 10.2.6 ñïðàâåäëèâà è äëÿ âûïóêëûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
â Rn äëÿ âñåõ n ≥ 3. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òåì æå
ñàìûì. (Îäíàêî îáðàòíàÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòè,
â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ óæå íå âåðíà.)

Áîëåå òîãî, ìîæíî çàìåíèòü Rn íà ñôåðè÷åñêîå èëè ãèïåðáîëè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû k. Â ýòîì ñëó÷àå âûïóêëûå ãèïåðïîâåðõíîñòè
èìåþò êðèâèçíó ≥ k. Áîëåå îáùèé (è íå òàêîé ïðîñòîé) ðåçóëüòàò,
óòâåðæäàþùèé, ÷òî âûïóêëàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîèçâîëüíîì ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè êðèâèçíû ≥ k òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥
k, äîêàçàí Ñ. Â. Áóÿëî [Buy]. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, âñåãäà ëè ãðàíèöà
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
≥ k òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k.

10.3. Òåîðåìà Òîïîíîãîâà
Òåîðåìà Òîïîíîãîâà ÿâëÿåòñÿ �òåîðåìîé î ãëîáàëèçàöèè�. Ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè, òî
åñòü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðîå óñëîâèå, ñêàæåì, óñëîâèå ñðàâíåíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ, âûïîëíÿëèñü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè.
Òåîðåìà Òîïîíîãîâà óòâåðæäàåò, ÷òî òîãäà òî æå ñàìîå âûïîëíÿþòñÿ
�â öåëîì�, òî åñòü, ñêàæåì, äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì. îïðåäåëåíèå
4.6.6 â ïàðàãðàôå 4.6.2). Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé
ñâåðõó (òåîðåìà 9.2.9), òåîðåìà Òîïîíîãîâà îñòàåòñÿ âåðíîé íåçàâèñèìî
îò çíàêà ïîñòîÿííîé, îãðàíè÷èâàþùåé êðèâèçíó, è, ÷òî äàæå âàæíåå, íå
òðåáóåò íèêàêèõ òîïîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé òèïà îäíîñâÿçíîñòè.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìà áûëà äîêàçàíà À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì.
Â.À. Òîïîíîãîâ äîêàçàë åå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Îáùèé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû ïðèíàäëåæèò Ã.ß. Ïåðåëüìàíó.
Òåîðåìà 10.3.1 (Òåîðåìà Òîïîíîãîâà). Ïóñòü X � ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ k. Òîãäà X � ïðîñòðàíñòâî
êðèâèçíû ≥ k â öåëîì.
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Çàìå÷àíèå 10.3.2. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâà �â öåëîì� îçíà÷àþò, ÷òî
óñëîâèå ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òåõ òðåóãîëüíèêîâ,
äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû. Ïîñëåäíåå
îãðàíè÷åíèå íà òðåóãîëüíèêè íåòðèâèàëüíî òîëüêî ïðè k > 0 è ïî÷òè
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 2π/

√
k.

Â ïóíêòå 4.1.15 ìû ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k âîîáùå íå ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ
ïåðèìåòðàìè, áîëüøèìè, ÷åì 2π/

√
k.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.3.1 äîâîëüíî ñëîæíî è åãî èçó÷åíèå
âðÿä ëè íàäî ñ÷èòàòü îáÿçàòåëüíûì, îñîáåííî ïðè ïåðâîì ÷òåíèè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü ðàññìîòðåíèÿ, äîêàæåì òåîðåìó òîëüêî äëÿ
ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è îñòàâèì ÷èòàòåëÿì áîëüøèíñòâî
òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, âîçíèêàþùèõ äîïîëíèòåëüíî â ñëó÷àå k > 0.
Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [BGP].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.3.1. Ðàâíîñèëüíîñòü ðàçëè÷íûõ îïðåäå-
ëåíèé ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû, îãðàíè÷åííîé ñíèçó â öåëîì, äîêàçûâàåòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå �ëîêàëüíûõ� îïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî �óñëîâèå ñðàâíåíèÿ óãëîâ� 4.1.15 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà. Çàìåòèì, ÷òî óãëû ìåæäó êðàò÷àéøèìè ñóùåñòâóþò, à
ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíÿåòñÿ π, òàê êàê ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ
ëîêàëüíûìè.

Ìû äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ k ≤ 0 è îáúÿñíèì, êàê ñëåäóåò åãî
ìîäèôèöèðîâàòü åãî ïðè k > 0.

Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òðåó-
ãîëüíèê 4pqr, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) óñëîâèå íà óãëû íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ åãî óãëà ïðè âåðøèíå q, òî
åñòü, ]pqr < ]̃pqr.

(ii) Óñëîâèå íà óãëû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà, ïåðèìåòð
êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 0.99R, à âåðøèíû ñîäåðæàòñÿ â øàðå B100R(q),
ãäå R = per(4pqr) = |pq|+ |pr|+ |qr|.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî,
ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ {4piqiri}∞i=1 ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü p1q1r1 � òàêîé òðåóãîëüíèê, ÷òî ]p1q1r1 < ]̃p1q1r1.
Äëÿ i = 1, 2, . . . ïîëîæèì Ri = per(4piqiri), è ïóñòü 4pi+1qi+1ri+1 �
òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì, íå áîëüøèì, ÷åì 0.99Ri, ñ âåðøèíàìè â
B100Ri(qi), è òàêîé, ÷òî

]pi+1qi+1ri+1 < ]̃pi+1qi+1ri+1.

Òîãäà Ri+1 ≤ 0.99Ri ≤
(
0.99

)i
R1. Òàê êàê |qiqi+1| ≤ 100Ri, òî ðÿä∑∞

i=1 |qiqi+1| ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, {qi} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
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Êîøè. Ïóñòü q = limi→∞ qi, à U � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè q.
Òîãäà4piqiri ⊂ U äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè
4piqiri äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íà óãëû. Ïðîòèâîðå÷èå.

Øàã 2. Ïóñòü 4pqr óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i) è (ii) èç øàãà 1.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê4abc ñ âåðøèíàìè â BR(q),
ÿâëÿþùèéñÿ �òîíêèì� â òîì ñìûñëå, ÷òî |ac| < 0.01 R, èìåþùèé
ïåðèìåòð, íå ïðåâîñõîäÿùèé R, è òàêîé, ÷òî äëÿ óãëà ]bac óñëîâèå íà
óãëû íå âûïîëíÿåòñÿ.

×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàçäåëèì ñòîðîíó [qr] òðåóãîëüíèêà 4pqr íà
ìàëåíüêèå ó÷àñòêè òî÷êàìè c0 = q, c1, . . . , cn = r òàê, ÷òîáû êàæäûé
òðåóãîëüíèê4cipci+1 ÿâëÿëñÿ �òîíêèì� (òî åñòü, ÷òîáû |cici+1| < 0.01 R).
Çàìåòèì, ÷òî ïåðèìåòðû òðåóãîëüíèêîâ4cipci+1 íå ïðåâîñõîäÿò per(4pqr) ≤
R. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå íà óãëû íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
îäíîãî èç óãëîâ ]pcici+1 èëè ]pci+1ci â îäíîì èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè,
÷òî óñëîâèå íà óãëû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ óãëîâ â âåðøèíàõ q è ci â
òðåóãîëüíèêàõ 4qpci ïðè i = 1, . . . , n. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî âåðíî äëÿ 4qpci (i < n). Ðàñïîëîæèì òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ
4qpci è 4cipci+1 â k-ïëîñêîñòè â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî
èõ îáùåé ñòîðîíû pci. Òîãäà èç ëåììû 4.3.3 ñëåäóåò, ÷òî

]̃pqci+1 ≤ ]pqci = ]̃pqci ≤ ]pqci = ]pqci+1

è, àíàëîãè÷íî, ]̃pci+1q ≤ ]pci+1q. Ýòî çàâåðøàåò èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.
Ïóñòü òåïåðü i = n. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìû òîëüêî ÷òî
äîêàçàëè, ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íà óãëû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà
]pqr, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Øàã 3. Ïóñòü 4abc � �òîíêèé� òðåóãîëüíèê, ïîñòðîåííûé íà øàãå 2,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî óñëîâèå íà óãëû íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âåðøèíû c.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ñåðåäèíó îòðåçêà [bc]. Òîãäà |bd| = |cd| ≤ 1

4R,
|ad| ≤ 0.26R è per(4adc) ≤ 0.52 R. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå íà óãëû
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà 4adc. Ïîýòîìó èç ëåììû 4.3.3
(ñðàâíèòå ñ øàãîì 2) ñëåäóåò, ÷òî ]adb < ]̃adb. Âûáåðåì òàêîå ε > 0,
÷òî

(10.3) ]adb ≤ ]̃adb− ε = ]adb− ε,

ãäå 4adb � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ.
Âîçüìåì òî÷êó x, áëèçêóþ ê d, è ðàñïîëîæèì òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ

äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 4adb, 4axb, 4axd è 4dxb òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 10.3. Ìû õîòèì âûáðàòü òî÷êó x òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèêè
ñðàâíåíèÿ4abx3,4dbx2 è4adx1 èìåëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ âíóòðåííîñòè
è ]x1dx2 ≥ ε. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òàêóþ òî÷êó x, ñäåëàåì ñëåäóþùåå.
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Âûáåðåì òî÷êè a1 è b1 íà êðàò÷àéøèõ [ad] è [bd] âáëèçè òî÷êè d è
âîçüìåì â êà÷åñòâå x ñåðåäèíó êðàò÷àéøåé [a1b1].

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íà óãëû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ
4aa1x, 4a1dx, 4bb1x, 4b1dx è 4a1db1, òàê êàê èõ ïåðèìåòðû ìåíüøå,
÷åì 0.99R. Èñïîëüçóÿ ýòî è óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óãëîâ, ìû ïîëó÷àåì

]adx1 + ]bdx2 ≤ ]̃a1dx1 + ]̃b1dx2 ≤ ]̃a1db1 ≤ ]adb ≤ ]adb− ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè 4adx1 è 4bdx2 (ñì. ðèñóíîê 10.3 íå
èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è, êðîìå òîãî,

]x1dx2 = ]adb− ]adx1 − ]bdx2 ≥ ε.

Òàê êàê |ax3| = |ax1| è |bx3| = |bx2|, òî òðåóãîëüíèê 4abx3 íå èìååò
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ 4adx1 è 4bdx2.
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a b
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γ γ

Ðèñ. 10.1: Òåîðåìà Òîïîíîãîâà, øàã 3.

Øàã 4. Ïóñòü α = ]ax1x3 = ]ax3x1, β = ]bx2x3 = ]bx3x2 è
γ = ]dx1x2 = ]dx2x1 (ñì. ðèñóíîê 10.3). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãàóññà-
Áîííå ê òðåóãîëüíèêó 4x1x2x3 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2α ≤ π, 2β ≤ π,
2γ + ε ≤ 2γ + ]x1dx2 ≤ π (çäåñü ìû èñïîëüçóåì íàøå ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî k ≤ 0), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

2π = ω(4x1x2x3) + 2(α + β + γ) + (]ax1d + ]dx2b + ]ax3b)− 3π

≤ (3π − ε) + (]axd + ]dxb + ]axb) + (−]axb + ]ax3b)− 3π,

ãäå èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà ω(E) = k ·Area(E) ≤ 0. Èç òîãî, ÷òî ]axd +
]dxb + ]axb ≤ 2π, ñëåäóåò, ÷òî

]̃axb− ]axb = ]ax3b− ]axb > ε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |ax|+ |bx| ≤ |ad|+ |db| − ε
10 |dx|, åñëè |dx| äîñòàòî÷íî

ìàëî.
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Øàã 5. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ òåõ òðåóãîëüíèêîâ 4ayb (ãäå
a è b ôèêñèðîâàíû), ÷òî

(i) ]̃ayb− ]ayb ≥ ε è
(ii) max{|ay|, |by|} ≤ 0.26R.
Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî. Òàê êàê íàøå ïðî-

ñòðàíñòâî ëîêàëüíî êîìïàêòíî, ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê 4abd ∈ S, äëÿ
êîòîðîãî

|ad|+ |bd| = min{|ay|+ |yb| : 4ayb ∈ S}.
Îäíàêî èç øàãà 4 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó x (áëèçêóþ ê
d), ÷òî 4axb ∈ S è |ax|+ |xb| < |ad|+ |db|. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ k ≤ 0.

Øàã 6. Åñëè k > 0, òî ðàáîòàåò òà æå ñõåìà, íî ñ íåêîòîðûìè
èçìåíåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, íóæíî àêêóðàòíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû. Âî-âòîðûõ, â íåðàâåíñòâàõ,
êîòîðûå ñëåäóþò èç ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå íà øàãå 4, òåïåðü íåëüçÿ
îòáðîñèòü èíòåãðàëüíûå êðèâèçíû òðåóãîëüíèêîâ 4x1x2x3 è dx1x2. Â
ðåçóëüòàòå íåëüçÿ ïîëó÷èòü óñëîâèå (i) íà øàãå 5, êîãäà òðåóãîëü-
íèê 4adb çàìåíÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì 4axb. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïàñòè
äîêàçàòåëüñòâî, íàäî çàìåíèòü óñëîâèå (i) íà øàãå 5 íà áîëåå ñëîæíîå
óñëîâèå, òî÷íåå, íà óñëîâèå

(10.4) (]̃ayb− ]ayb)− c(|ay|+ |yb|) ≥ 1
2
ε,

ãäå c � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà óìåíüøåíèå
ïåðâîãî ÷ëåíà â (10.4) êîìïåíñèðóåòñÿ âêëàäîì âòîðîãî ÷ëåíà. Ìû
îñòàâëÿåì äåòàëè ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

×èòàòåëü, êîòîðûé ïðîâåðèë âñå ýòè äåòàëè, íàâåðíîå óæå çàìåòèë,
÷òî íàøè äîâîäû ðàáîòàþò òîëüêî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ñ ïåðèìåòðîì
ñòðîãî ìåíüøèì, ÷åì 2π/

√
k. Ïîýòîìó íàì íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

òðåóãîëüíèêà 4abc ñ ïåðèìåòðîì |ab| + |bc| + |ac| = 2π/
√

k è äîêàçàòü,
÷òî ]abc = π, åñëè max{|ab|, |bc|} < π/

√
k. Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå

ε < k. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k−ε. Ïðèìåíÿÿ óæå äîêàçàííóþ ÷àñòü òåîðåìû ê
ïðîñòðàíñòâó X êàê ê ïðîñòðàíñòâó êðèâèçíû ≥ k−ε, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
]abc ≥ ]̃k−εabc. Ïðè ε → 0 òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ äëÿ 4abc â (k − ε)-
ïëîñêîñòÿõ ñõîäÿòñÿ ê òðåóãîëüíèêó ñðàâíåíèÿ â k-ïëîñêîñòè. Òàê êàê
]̃k−εabc → ]̃kabc = π, åñëè ε → 0, òî ìû ïîëó÷àåì ]abc ≥ π. ¤

10.4. Êðèâèçíà è äèàìåòð
Ýòîò ïàðàãðàô ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíåíèå ê òåîðåìå Òîïîíîãîâà
â ñëó÷àå, åñëè k > 0. Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè òðåóãîëü-
íèê �íå ñëèøêîì áîëüøîé� (òî åñòü òàêîé, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ íà k-
ïëîñêîñòè), òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñðàâíåíèÿ óãëîâ. �Íå ñëèøêîì
áîëüøîé� çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî ïåðèìåòð íå ïðåâîñõîäèò 2π/

√
k. (Ñëåäóåò

òàêæå èñêëþ÷èòü òðåóãîëüíèêè 4abc ñ |ac| = π/
√

k è |ab|+ |bc| = π/
√

k,
äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ íå åäèíñòâåííû. Èëè âìåñòî ýòîãî
âûáèðàòü äëÿ íèõ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ òàê, ÷òîáû ó íèõ ñòîðîíà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ [ac], ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå b.)

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î òðåóãîëüíèêàõ ñ ïåðèìåòðîì
áîëüøèì, ÷åì 2π/

√
k ? Â ýòî ïàðàãðàôå ìû äàäèì ïðîñòîé îòâåò: òàêèõ

òðåóãîëüíèêîâ íå ñóùåñòâóåò. Íàïîìíèì, ÷òî ìû èñêëþ÷èëè èç êëàññà
ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k > 0 íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà.
Èñêëþ÷åíèÿ òàêîâû: îêðóæíîñòè äëèíû áîëüøåé, ÷åì 2π/

√
k, îòðåçêè

äëèíû áîëüøåé, ÷åì π/
√

k, ëó÷ R+ è ïðÿìàÿ R.

Òåîðåìà 10.4.1. Äèàìåòð ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû
≥ k, ãäå k > 0, íå ïðåâîñõîäèò π/

√
k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè
a, b ∈ X, ÷òî |ab| > π/

√
k. Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî |ab| =

(π + ε)/
√

k, ãäå 0 < ε < π/4. Ñåðåäèíó êðàò÷àéøåé [ab] îáîçíà÷èì ÷åðåç
c, è ïóñòü U � ε/(3

√
k)-îêðåñòíîñòü òî÷êè c.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî U ñîäåðæèò òî÷êó, íå ïðèíàäëåæàùóþ [ab].
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X
ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ γ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè c è x. Èç íàøåãî
ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòà êðàò÷àéøàÿ ñîâïàäàåò â îêðåñòíîñòè
òî÷êè c ñ ïîäèíòåðâàëîì êðàò÷àéøåé [ab]. Òàê êàê ãåîäåçè÷åñêèå íå
ðàçâåòâëÿþòñÿ (óïðàæíåíèå 10.1.2), òî x ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîé
ãåîäåçè÷åñêîé, ñîäåðæàùåé [ac]. Ïîýòîìó X ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êðàò÷àéøèìè,
íà÷èíàþùèìèñÿ â òî÷êå c è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðåáèðàÿ âîçìîæíûå ñëó÷àè (ÿâëÿþòñÿ ëè ãåîäåçè÷åñêèå êîíå÷íûìè
èëè áåñêîíå÷íûìè, à òàêæå ñîâïàäàþò ëè èõ êîíöû), ìû ëåãêî ïîëó÷àåì,
÷òî X � îäíî èç îäíîìåðíûõ èñêëþ÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âîçüìåì x ∈ U \ [ab] è îáîçíà÷èì ÷åðåç y áëèæàéøóþ ê òî÷êå x

òî÷êó íà êðàò÷àéøåé [ab]. Òîãäà |ay| > π/2
√

k è |by| > π/2
√

k. Èç
ôîðìóëû ïåðâîé âàðèàöèè ñëåäóåò (ñì. ñëåäñòâèå 4.5.7), ÷òî ]xya =
]xyb = π/2. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4xya íà k-ïëîñêîñòè
äëÿ òðåóãîëüíèêà 4xya. (Íàïîìíèì, ÷òî ýòà k-ïëîñêîñòü � ïðîñòî
ñôåðà ðàäèóñà 1/

√
k.) Ïî òåîðåìå Òîïîíîãîâà ]xya ≤ ]xya = π/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî |ya| > π/2
√

k, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
|xa| < |ya|. (Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óâèäåòü, ïîìåñòèì a â ñåâåðíîì ïîëþñå
ñôåðû. Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà ]xya ≤ π/2 ñëåäóåò, ÷òî x ëåæèò âûøå
áîëüøîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y îðòîãîíàëüíî ìåðèäèàíó [ax].
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Òàê êàê òî÷êà y ëåæèò ñòðîãî íèæå ýêâàòîðà, òî y � ñàìàÿ íèæíÿÿ òî÷êà
ýòîé áîëüøîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî y ëåæèò ñòðîãî íèæå, ÷åì x,
òî åñòü |xa| < |ya|.) Òàêèì îáðàçîì, |xa| < |ya| è, àíàëîãè÷íî, |xb| < |yb|.
Ñëåäîâàòåëüíî |ya|+ |yb| > |xa|+ |xb| ≥ |ab|. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
y ïðèíàäëåæèò êðàò÷àéøåé [ab]. ¤

Ñëåäñòâèå 10.4.2. Ïåðèìåòð ëþáîãî òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå
Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ k, ãäå k > 0, íå ïðåâîñõîäèò 2π/

√
k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì òåîðåìó ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè, ÷òî diam X ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì π/

√
k. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå

è ïóñòü òî÷êè x, y, z ∈ X òàêîâû, ÷òî |xy| + |yz| + |xz| > 2π/
√

k.
Çàôèêñèðóåì êðàò÷àéøèå [xy] è [xz]. Ïî íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóþò
òàêèå òî÷êè y′ ∈ [xy] è z′ ∈ [xz], ÷òî |xy′| + |xz′| + |y′z′| = 2π/

√
k.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4xy′z′. Òàê êàê diam X < π/
√

k, òî äëèíû åãî
ñòîðîí ìåíüøå, ÷åì π/

√
k. Ïîýòîìó äëÿ òðåóãîëüíèêà 4xy′z′ êîððåêòíî

îïðåäåëåí òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ4xy′z′ â k-ïëîñêîñòè. Òàê êàê ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà 4xy′z′ ðàâåí 2π/

√
k, à äëèíû âñåõ åãî ñòîðîí ìåíüøå,

÷åì π/
√

k, òî åãî óãëû ðàâíû π. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû Òîïîíîãîâà,
]xy′z′ = ]xz′y′ = π. Ñëåäîâàòåëüíî ]zz′y′ = ]yy′z′ = 0. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî êðàò÷àéøàÿ [y′z′] ïðîõîäèò ÷åðåç y è z. Òîãäà ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà 4xyz íå ïðåâîñõîäèò ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà 4xy′z′.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå â ñëó÷àå diam X <
π/
√

k.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå

ε < k. Ïî òåîðåìå 10.4.1 diam(X) ≤ π/
√

k < π/
√

k − ε. Áîëåå òîãî, òàê
êàê X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k, îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
êðèâèçíû ≥ k − ε. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííóþ
÷àñòü òåîðåìû ñ çàìåíîé k íà k − ε è ïîëó÷èòü, ÷òî ïåðèìåòð ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 2π/

√
k − ε. Òàê êàê ÷èñëî ε > 0 ìîæíî

áðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ñëåäñòâèå äîêàçàíî. ¤

Óïðàæíåíèå 10.4.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X êðèâèçíû
≥ 1 ñ äèàìåòðîì diamX = π èçîìåòðè÷íî íàäñòðîéêå (òî åñòü ñôåðè÷åñêîìó
êîíóñó, ñì. ïóíêò 10.2.1) íàä êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ 1.

Ïîäñêàçêà. Ïóñòü p, q ∈ X � òàêèå òî÷êè, ÷òî |pq| = π. Ðàññìîòðèòå
ìíîæåñòâî

Y = {x ∈ X : |px| = |qx| = π/2}.
Çàòåì äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáûõ x, y ∈
Y êðàò÷àéøèå [px] è [qx] åäèíñòâåííû è ]pxy = ]qxy = ]pyx = ]qyx =
π/2. Òîãäà òðåóãîëüíèêè 4pxy è 4qxy (êàê îáúåäèíåíèÿ êðàò÷àéøèõ)
èçîìåòðè÷íû èõ òðåóãîëüíèêàì ñðàâíåíèÿ íà ñôåðå. Òåì ñàìûì Y
âûïóêëî â X, à ïîýòîìó Y � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
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êðèâèçíû≥ 1. Îêîí÷àòåëüíî, ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé
êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè p è q, à ñëåäîâàòåëüíî � îáúåäèíåíèþ
[py]∪ [qy] äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè y ∈ Y . Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
X � ñôåðè÷åñêèé êîíóñ íàä Y .

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå î ðàñùåïëåíèè èç
ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà (ñì. çàìå÷àíèå 10.5.8).
Óïðàæíåíèå 10.4.4 (òåîðåìà Áåðæå). Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì
ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì êðèâèçíû ≥ 1 è ñ äèàìåòðîì diam(X) = π.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà X èçîìåòðè÷íî ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn.
Óïðàæíåíèå 10.4.5. Ðàäèóñîì rad(X) êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî r > 0, ÷òî X = Br(p)
äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ X. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå.

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
1
2 diamX ≤ rad(X) ≤ diamX.

2. Ëþáîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ 1 ñ
ðàäèóñîì rad(X) = π èçîìåòðè÷íî Sn.

Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 10.4.3, äîêàæèòå, ÷òî X ñîäåðæèò
ïîäìíîæåñòâà èçîìåòðè÷íûå S1, S2, . . . .

10.5. Òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè
Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : (−∞,∞) → X íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé,
åñëè ëþáîé åå îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ìåæäó åãî êîíöàìè. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 10.5.1 (òåîðåìà î ðàñùåïëåíèè). Åñëè ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà X íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ñîäåðæèò
ïðÿìóþ, òî X èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ R × Y , ãäå Y �
íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ýòà òåîðåìà ñíà÷àëà áûëà äîêàçàíà Â. Òîïîíîãîâûì äëÿ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé; À.Ä. Ìèëêà [Mk] îáîáùèë åå íà ñëó÷àé îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Â ðàçìåðíîñòè 2 ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà
Êîí-Ôîññåíîì çíà÷èòåëüíî ðàíüøå.
Çàìå÷àíèå 10.5.2. Äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñïðàâåäëèâî áîëåå
ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: âìåñòî íåîòðèöàòåëüíîñòè ñåêöèîííûõ êðèâèçí
äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü êðèâèçí Ðè÷÷è, ñì. [CG].

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X ïðî-
ñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Íà÷íåì ñ òîãî,
÷òî äàäèì îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (èñïîëüçóåìîå òîëüêî â
ýòîì ïàðàãðàôå è íå èìåþùåå îòíîøåíèÿ ê ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì,
ðàññìîòðåííûõ â ãëàâå 9).
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Îïðåäåëåíèå 10.5.3. Äâå ïðÿìûå γ, γ1 â X íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,
åñëè íàéäóòñÿ äâå òàêèå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå γ, γ1 íà ïëîñêîñòè R2

è èçîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà γ ∪ γ1 íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî γ ∪ γ1, ãäå ìåòðèêè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî ñóæåíèÿ ìåòðèê
ïðîñòðàíñòâ X è R2, ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïðÿìûå γ è γ1 íà ïëîñêîñòè R2 ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûì γ è
γ1 â ïðîñòðàíñòâå X. Çàôèêñèðóåì èçîìåòðèþ èç γ ∪ γ1 íà γ ∪ γ1 è
áóäåì íàçûâàòü îáðàç òî÷êè a ∈ γ ∪ γ1 ïðè ýòîé èçîìåòðèè òî÷êîé,
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå a.
Ëåììà 10.5.4. Ïóñòü γ � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå X, p ∈ X. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ γ óãëû ïðè âåðøèíàõ x è y òðåóãîëüíèêà
4pxy ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì åãî òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ
4̃pxy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ]̃pxy ≤ ]pxy − ε, ãäå ε > 0.
Ðàññìîòðèì òàêèå äâå òî÷êè zi ∈ γ, ÷òî x ëåæèò ìåæäó z1 è z2,
à y � ìåæäó z1 è x. Ðàñïîëîæèì òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ 4̃pxz1 è
4̃pxz2 â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî èõ îáùåé ñòîðîíû px.
Çàòåì ïîìåñòèì òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4pxy â òó æå ïîëóïëîñêîñòü,
ãäå ëåæèò òðåóãîëüíèê 4̃pxz1. Ïðÿìîóãîëüíèêè pz1xz2 è pyxz2 �
âûïóêëûå. Â ñèëó óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè óãëîâ èìååì ]̃pxz1 ≤ ]̃pxy ≤
]pxy − ε. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ]̃z1xz2 < π − ε. À ýòî íåâîçìîæíî,
åñëè z1 è z2 ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî äàëåêî îò x, òàê êàê |z1p|+ |pz2| ≥
|z1x|+ |xz2|. ¤

Èç ýòîé ëåììû ïî ìîíîòîííîñòè óãëîâ ñðàçó âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 10.5.5. 1. Äëÿ òî÷åê p′ ∈ [px] è y′ ∈ [yx] è òî÷åê p′ ∈ [px] è
y′ ∈ [yx] òàêèõ, ÷òî |p′x| = |p′x|, |y′x| = |y′x|, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|p′y′| = |p′y′|.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìîé γ è òî÷êè p íà γ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
áëèæàéøàÿ ê p òî÷êà.

Ýòà áëèæàéøàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè p íà ïðÿìóþ γ.
(Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî êðàò÷àéøàÿ [pp′] ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííîé.)
Ëåììà 10.5.6. 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìîé γ è òî÷êè p ñóùåñòâóåò
íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé γ1, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé γ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
p.

2. Îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïðÿìûå, γ1 è
γ2, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç p è ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé γ. Ðàññìîòðèì òðè
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå γ1, γ è γ2 íà ïëîñêîñòè R2.
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè ïðÿìûìè. Ïóñòü
òî÷êè a ∈ γ1, b ∈ γ2 ñîîòâåòñòâóþò òàêèì òî÷êàì a ∈ γ1, b ∈ γ2, ÷òî
|pa| = |pb|, è ïóñòü îòðåçîê [ab] ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ γ â òî÷êå c. Òîãäà
|ab| ≤ |ac| + cb| = |ac| + |cb| = |ab|. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 10.5.4 ê òî÷êå a
è ïðÿìîé γ2, ìû âèäèì, ÷òî |ab| → ∞ ïðè |pa| = |pb| → ∞. Îäíàêî
ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê ðàññòîÿíèå |ab| ïîñòîÿííî.

Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íóæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Øàã 1. Çàôèêñèðóåì ïðÿìóþ γ. Ñíà÷àëà
äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X \ γ ïîñòðîèì ïðÿìóþ γp, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç p
è ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé γ. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ci = γ(ti) è ðàññìîòðèì
êðàò÷àéøèå [pci], ãäå ti →∞ ïðè i →∞. Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýòèõ ïóòåé, ñõîäÿùàÿñÿ ê ãåîäåçè÷åñêîìó ëó÷ó γ+

p : [0,∞) → X.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ òî÷êè di = γ(−ti), ti →∞, ìîæíî ïîñòðîèòü
ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ γ−p : [0,−∞)) → X. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ëó÷è âìåñòå
îáðàçóþò ïðÿìóþ γp, ïàðàëëåëüíóþ γ.

Óãëû ñðàâíåíèÿ ]̃cipdi î÷åâèäíî ñòðåìÿòñÿ ê π, êîãäà i → ∞. Èç
òîãî, ÷òî ]cipdi ≥ ]̃cipdi, ñëåäóåò, ÷òî óãëû ]cipdi òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê π.
Ñëåäîâàòåëüíî óãîë ìåæäó γ+

p è γ−p â òî÷êå p ðàâåí π.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî γp � ïðÿìàÿ. Çàôèêñèðóåì t > 0, è ïóñòü

b+
i è b−i � òî÷êè íà êðàò÷àéøèõ [pci] è [pdi] íà ðàññòîÿíèè t îò
òî÷êè p. Ïðè i → ∞ ýòè òî÷êè ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì b+ = γp(t) è
b− = γp(−t). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4ciadi è òî÷êè b

+
i ,

b
−
i íà åãî ñòîðîíàõ íà ðàññòîÿíèè t îò òî÷êè a. Î÷åâèäíî, ÷òî |b+b−| =

limi→∞ |b+
i b−i | ≥ limi→∞ |b+

i b
−
i | = 2t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé îòðåçîê

γp ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Ñëåäîâàòåëüíî γp ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå γ è γp ïàðàëëåëüíû. Ðàññìîòðèì äâå

ïðÿìûå γ, γp â ïëîñêîñòè R2 íà ðàññòîÿíèè |pp′| äðóã îò äðóãà, ãäå p′ �
ïðîåêöèÿ òî÷êè p íà γ. Ïóñòü p ∈ γp, à p′ � ïðîåêöèÿ òî÷êè p íà γ. Òîãäà,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
âûøå) è èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 10.5.5, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
a ∈ γ, b ∈ γa è òî÷åê a ∈ γ, b ∈ γa, ëåæàùèõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëó÷àõ
è òàêèõ, ÷òî |pa| = |pa|, |p′b| = |p′b|, âåðíî ðàâåíñòâî |ab| = |ab|. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå γ è γp ïàðàëëåëüíû.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êðàò÷àéøèõ [pγ(ti)] ñõîäèòñÿ ïðè ti → +∞ ê ëó÷ó, ëåæàùåìó íà
ãåîäåçè÷åñêîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé γ (åñëè îíà âîîáùå ñõîäèòñÿ). Èç
òîãî, ÷òî òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ åäèíñòâåííà (ëåììà 10.5.6), ñëåäóåò, ÷òî
ýòè êðàò÷àéøèå ñõîäÿòñÿ ê ëó÷ó γ+

p äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti},
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ti → +∞. Áîëåå òîãî, óãëû ìåæäó ýòèìè êðàò÷àéøèìè è γ+
p ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ.
Øàã 2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 10.5.6, ìû âèäèì, ÷òî X ðàñùåïëÿåòñÿ íà

ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, è îïðåäåëåíî îòíîøåíèå �îäíà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêöèåé äðóãîé òî÷êè�. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî
è òðàíçèòèâíî.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî, âîçüìåì äâå ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå γ1 è γ2 è äâå òàêèå òî÷êè a1 ∈ γ1, a2 ∈ γ2, ÷òî a2 � ïðîåêöèÿ
òî÷êè a1 íà ïðÿìóþ γ2. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè a1a2γ(t) ïðè |t| → ∞.
Òàê êàê ]a1a2γ(t) = ]̃a1a2γ2(t) = π/2 è |a2γ2(t)| → ∞, òî ]a2a1γ2(t) =
]̃a2a1γ2(t) → π/2. Ïîýòîìó êðàò÷àéøàÿ [a1a2] îðòîãîíàëüíà ïðÿìîé γ1,
òî åñòü a1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè a2 íà ïðÿìóþ γ1.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî, ðàññìîòðèì òðè
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå γ1, γ2, γ3 è ïóñòü a2 è a3 � ïðîåêöèè òî÷êè a1 ∈ γ1

íà ïðÿìûå γ2 è γ3, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
|a2γ1(t)| − |a3γ1(t)| → 0, t → +∞,

òàê êàê |a2γ1(t)|−|a1γ1(t)| → 0 è |a3γ1(t)|−|a1γ1(t)| → 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ]̃a2a3γ(t) → π/2, à ïîýòîìó êðàò÷àéøàÿ [a2a3] îðòîãîíàëüíà ïðÿìîé
γ+
3 = lim[a3, γ1(t)]. Çíà÷èò a3 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè a2 íà ïðÿìóþ

γ3.
Øàã 3. Òåïåðü óæå íåòðóäíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äëÿ òî÷êè p ∈ γ îáîçíà÷èì ÷åðåç N(p) ìíîæåñòâî åå ïðîåêöèé íà
âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé γ. Ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî â X,
à ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
Ëþáûå äâà òàêèõ ìíîæåñòâà N(p) è N(q) êàíîíè÷åñêè èçîìåòðè÷íû
äðóã äðóãó. Èçîìåòðèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè òî÷êà x ∈
N(p), òî åå îáðàç � ýòî N(q) ∩ γx, ãäå γx � ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ γ è
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x.

Çàôèêñèðîâàâ p = γ(0), ìû ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
N(p) × R1 è òàêîå îòîáðàæåíèå f : N(p) × R1 → M , ÷òî f(x, t) � ýòî
òî÷êà èç N(γ(t)), ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå x ïðè êàíîíè÷åñêîé èçîìåòðèè
ìåæäó N(p) è N(γ(t)). Î÷åâèäíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. ¤

Çàìå÷àíèå 10.5.7. Åñòü äðóãîå (èäåîëîãè÷åñêè äàæå íåñêîëüêî ëó÷øåå)
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, îñíîâàííîå íà âûïóêëîñòè ôóíêöèè Áóçåìàíà
è äîïîëíåíèé ê îðèøàðàì (ñì. 5.3.3). Ìû äàäèì íàáðîñîê ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà
(ñì. [CG]), êîòîðîå, âïðî÷åì, íå âñòðå÷àåò äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ
òðóäíîñòåé ëèøü â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàïîìíèì, ÷òî â
ïðîñòðàíñòâàõ Àäàìàðà (âíåøíèå) ýêâèäèñòàíòû (r-îêðåñòíîñòè) âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, à ñëåäîâàòåëüíî îðèøàðû âûïóêëû. Â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ïðîñòðàíñòâàõ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
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âûïóêëû �âíóòðåííèå� ýêâèäèñòàíòû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
÷èòàòåëü ìîæåò â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëû äîïîëíåíèÿ
îðèøàðîâ. Ýòî ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ïîêðûâàþùåå X. Ðàçáèâ ïðÿìóþ (èç óñëîâèÿ
òåîðåìû) íà äâà ëó÷à è èçó÷àÿ èõ ôóíêöèè Áóçåìàíà è ñîîòâåòñòâóþùèå
ñåìåéñòâà îðèøàðîâ, íå ñëèøêîì òðóäíî äîêàçàòü òåîðåìó â ðèìàíîâîì
ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëèëè òàêæå äîêàçàòü òåîðåìó
×èãåðà�Ãðîìîëëà î äóøå (ñì. [CG1]). Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
ýòîò ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí â [Per], íî, ê ñîæàëåíèþ, òàê è íå áûë
îïóáëèêîâàí. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà äàæå
îïðåäåëåíèå ãðàíèöû âûïóêëîãî ìíîæåñòâà òðåáóåò âåñüìà òðóäíîé
òåîðåìû î ñòðàòèôèêàöèè (òàêæå [Per]). Òåì ñàìûì â ñëó÷àå îáùèõ
ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ýòîò ïîäõîä âñòðå÷àåò ñóùåñòâåííûå òåõíè÷åñêèå
òðóäíîñòè. Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ìû èñïîëüçîâàëè ìîäèôèêàöèþ äîêàçàòåëüñòâà
Ìèëêè, èçáåãàþùóþ òàêèõ òðóäíîñòåé.
Çàìå÷àíèå 10.5.8. Èç òåîðåìû î ðàñùåïëåíèè ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñò-
âî Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ 1 ñ äèàìåòðîì π ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì
êîíóñîì (ñì. óïðàæíåíèå 10.4.3). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Y � åâêëèäîâ
êîíóñ íàä X. Òîãäà Y ñîäåðæèò ïðÿìóþ (ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðå òî÷åê
â ïðîñòðàíñòâå X íà ðàññòîÿíèè π äðóã îò äðóãà). Òîãäà Y � ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå R íà íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî Z íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé ïðîñòðàíñòâà Y (X =
Σo(Y ), ãäå o � âåðøèíà), òî X ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì êîíóñîì íàä ïðî-
ñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé Σo(Z).

10.6. Ðàçìåðíîñòü è îáúåì
10.6.1. Îäíîðîäíîñòü ðàçìåðíîñòè.
Òåîðåìà 10.6.1. Âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïîëíîãî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû èìåþò îäíó è òó æå
õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ïðîñò-
ðàíñòâà X, òî åñòü dimH(U) = dimH(V ) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî
ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X.

Ñôîðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå ñâîéñòâî ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîñòüþ
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà X. Ìû íå èñêëþ÷àåì çàðàíåå íå öåëûå è
áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ñîäåðæèò øàð Br(p)
äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ X è r > 0. Òîãäà dimH(Br(p)) ≤ dimH(U) ≤ dimH(X),
òàê êàê Br(p) ⊂ U ⊂ X. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî dimH(Br(p)) =
dimH(X), à äëÿ ýòîãî � ÷òî dimH(Br(p)) = dimH(BR(p)) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
R > r > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X îãðàíè÷åíî, òî X = BR(p), ãäå
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R = diamX. Åñëè æå X íå îãðàíè÷åíî, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà øàðîâ âèäà BR(p) (íàïðèìåð, ìîæíî
âçÿòü R = r + 1, r + 2, . . . ). Åñëè ðàçìåðíîñòè ýòèõ øàðîâ ðàâíÿþòñÿ
dimH(Br(p)), òî dimH(X) = dimH(Br(p)) (ñð. ïðåäëîæåíèå 1.7.19).

Îáîçíà÷èì A = Br(p) è B = BR(p). Íåðàâåíñòâî dimH(A) ≤
dimH(B) î÷åâèäíî, òàê êàê A ⊂ B. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî dimH(B) ≤
dimH(A), ìû ïîñòðîèì òàêîå îòîáðàæåíèå f : B → A, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c > 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ |f(x)f(y)| ≥ c|xy| äëÿ âñåõ x, y ∈ A.
Åñëè òàêîå f ñóùåñòâóåò, òî îáðàòíîå åìó îòîáðàæåíèå f−1 : f(B) → B
ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì; òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.7.19,

dimH(B) ≤ dimH(f(B)) ≤ dimH(A).

Ýòî îòîáðàæåíèå f áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòîëü ÷àñòî â ýòîé ãëàâå, ÷òî
îíî çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî îïèñàíèÿ.

Ëåììà 10.6.2. Ïóñòü X � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
êðèâèçíû ≥ k, p ∈ X è 0 < λ < 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈
X âîçüìåì â êà÷åñòâå f(x) òàêóþ òî÷êó íà ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé
êðàò÷àéøåé [px], ÷òî |pf(x)| = λ|px|. Òîãäà

(1) åñëè k = 0, òî |f(x)f(y)| ≥ λ · |xy| äëÿ âñåõ x, y ∈ X.
(2) Åñëè k < 0, òî äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî c(k, λ, R), ÷òî |f(x)f(y)| ≥ c(k, λ, R) · |xy| äëÿ âñåõ x, y ∈
BR(p).

Ôàêòè÷åñêè ìîæíî âçÿòü c(k, λ, R) = sinh(−kλR)
sinh(−kR) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè
óãëîâ. ×èñëî c(k, λ,R) � ýòî êîýôôèöèåíò, äëÿ êîòîðîãî òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå àíàëîãè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ íà k-
ïëîñêîñòè. (Íàøå îòîáðàæåíèå íà k-ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì,
òàê ÷òî îíî áèëèïøèöåâî â ëþáîì øàðå, ïîýòîìó êàêàÿ-íèáóäü êîíñòàíòà
âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ k-ïëîñêîñòè
ìîæíî âçÿòü c(k, λ,R) = sinh(−kλR)

sinh(−kR) .) ¤

Ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå f èç ëåììû λ-ãîìîòåòèåé ñ
öåíòðîì â p.

×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, îáîçíà÷èì λ = r/R è â
êà÷åñòâå f âîçüìåì λ-ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â p. Òîãäà f(B) = f(BR(p)) ⊂
Br(p) = p è

|f(x)f(y)| ≥ c(k, λ, R) · |xy|
äëÿ âñåõ x, y ∈ BR(p). Êàê áûëî îáúÿñíåíî âûøå, èç ýòîãî ñëåäóåò íàøà
òåîðåìà. ¤
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Óïðàæíåíèå 10.6.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X ëîêàëüíî êîìïàêòíîå (íî
íå îáÿçàòåëüíî ïîëíîå) ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû,
òî âñå ïðåäêîìïàêòíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà â X èìåþò îäèíàêîâóþ
õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü.

Çàìå÷àíèå 10.6.4. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 10.8, ñì. óïðàæíåíèå 10.8.22.

10.6.2. Íåðàâåíñòâî Ãðîìîâà�Áèøîïà. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé
òåîðåìû ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìåðó Õàóñäîðôà áîëüøåãî øàðà BR(p) ìîæíî
îöåíèòü ñíèçó ÷åðåç ìåðó Õàóñäîðôà ìåíüøåãî øàðà Br(p). Äðóãèìè
ñëîâàìè, îãðàíè÷åííîñòü êðèâèçíû ñíèçó âëå÷åò îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó
ñêîðîñòè ðîñòà îáúåìà øàðîâ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îáúåìû øàðîâ â
ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà ðàñòóò íå áûñòðåå, ÷åì îáúåìû øàðîâ â
ïðîñòðàíñòâå ñðàâíåíèÿ òîé æå ðàçìåðíîñòè. Ýòîò ôàêò è ñîñòàâëÿåò
íåðàâåíñòâî Ãðîìîâà�Áèøîïà.
Îáîçíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà � ýòî ïîëíîå
ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Òàêèì îáðàçîì, îäíîñâÿçíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì (ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè). Äëÿ öåëîãî n ≥ 2, îáîçíà÷èì
÷åðåç Mn

k îäíîñâÿçíóþ n-ìåðíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó êðèâèçíû k.
Îòäåëüíî îïðåäåëèì M1

k = R, åñëè k ≤ 0, è M1
k = 1√

k
S1 (òî åñòü îêðóæ-

íîñòü äëèíû 2π/
√

k), åñëè k > 0. Çàôèêñèðóåì n ≥ 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç
V k

r è Sk
r îáúåì øàðà ðàäèóñà r è (n−1)-ìåðíóþ ïëîùàäü ñôåðû ðàäèóñà

r â Mn
k .

Òåîðåìà 10.6.5 (Íåðàâåíñòâî Ãðîìîâà�Áèøîïà). Ïóñòü X � ëîêàëüíî
êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k, à n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ X îòíîøåíèå

µn(Br(p))
V k

r

ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò r. Çäåñü µn(Br(p)) � n-ìåðíàÿ
ìåðà Õàóñäîðôà øàðà ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â p. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè R ≥ r > 0, òî

µn(BR(p))
V k

R

≤ µn(Br(p))
V k

r

.

Ðàçóìååòñÿ, òåîðåìà ñîäåðæàòåëüíà òîëüêî åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñò-
ðàíñòâà ðàâíà n.

Ìû äàäèì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ k = 0 (ýòî äîêàçàòåëüñòâî
ïî ñóùåñòâó òàêîå æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî îäíîðîäíîñòè ðàçìåðíîñòè).
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Â îáùåì ñëó÷àå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ôîðìóëå

(10.5) µn(Br(p)) =
∫ r

0
µn−1(St(p)) dt,

ãäå St(p) � ñôåðà ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â p. Åñëè X � ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå, òî (10.5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìîé
ôîðìóëû êîïëîùàäè (òåîðåìà 3.2.11 â [Fe]). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáùèõ
ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû ôîðìóëà (10.5)
òàêæå âåðíà, íî åå äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæíî.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íàäî èçìåíèòü
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå áóäåò ïðèâåäåíî íèæå, òàê, ÷òîáû îíî èñïîëüçîâàëî
êîíå÷íûå ñóììû âìåñòî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû (10.5). À èìåííî, ìîæíî
ðàçáèòü Br(p) íàáîðîì ñôåð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàäèóñîâ íà òîíêèå ñëîè
è çàìåíèòü íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå (n − 1)-ìåðíûé îáúåì ñôåð, íà
àíàëîãè÷íûå n-ìåðíûå îáúåìû ñëîåâ. Çàòåì, çàìåíÿÿ èíòåãðàë â ôîðìóëå
(10.5) íà ñóììû îáúåìîâ ñëîåâ, ìîæíî ïîëó÷èòü æåëàåìîå íåðàâåíñòâî ñ
ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ èäåéíî ïðîñòà
è ïðÿìîëèíåéíà, îäíàêî åå äåòàëüíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
íåñóùåñòâåííûõ òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì ðàäèóñîâ,
ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíîâ è ò.ä. Ïîýòîìó ìû äàåì áîëåå ïðîçðà÷íîå äîêàçàòåëüñòâî,
èñïîëüçóþùåå ôîðìóëó (10.5), îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ èäåéíî áîëåå ïðîñòîé
(íî òåõíè÷åñêè áîëåå ãðîìîçäêèé) ïîäõîä â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àÿ k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.6.5 äëÿ k = 0. Ðàññìîòðèì (r/R)-ãîìîòåòèþ
f : X → X ñ öåíòðîì â p (ñì. ëåììó 10.6.2). Î÷åâèäíî, ÷òî f îòîáðàæàåò
BR(p) â Br(p). Èç ëåììû 10.6.2 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî,
à îáðàòíîå åìó îòîáðàæåíèå f−1 ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà R/r.
Ïîýòîìó

µn(BR(p)) ≤ (R/r)nµn(Br(p)) =
V 0

R

V 0
r

µn(Br(p)).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k 6= 0 òå æå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò íåðàâåíñòâî
âèäà µn(BR(p)) ≤ C(r,R, k)µn(Br(p)) äëÿ íåêîòîðîé (íå îïòèìàëüíîé)
êîíñòàíòû C(r,R, k). Ýòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ìíîãèõ öåëåé.

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó â îáùåì ñëó÷àå, íàì íóæíà ñëåäóþùàÿ
ëåììà, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà íåðàâåíñòâó Ãðîìîâà�Áèøîïà, íî â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñôåðû âìåñòî øàðîâ.
Ëåììà 10.6.6. Ïóñòü St(p) � ñôåðà ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â p ∈ X. Òîãäà
ïðè R ≥ r > 0

(10.6) µn−1(Sr(p))
µn−1(SR(p))

≥ Sk
r

Sk
R

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî äëÿ k = 1. Èçìåíÿÿ ìàñøòàá,
ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå æå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k > 0. ×òîáû
ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ k < 0, íóæíî ïðîñòî çàìåíèòü â ôîðìóëàõ
âñå ñèíóñû íà ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñû.

Ðàññìîòðèì (r/R)-ãîìîòåòèþ f (ñì. ëåììó 10.6.2), ñóæåííóþ íà
ñôåðó SR(p) è îáîçíà÷èì ÷åðåç f0 àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå íà 1-
ïëîñêîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì f0 êàê îòîáðàæåíèå èç ñôåðû ðàäèóñà R
â ñôåðó ðàäèóñà r íà 1-ïëîñêîñòè. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f0 óìíîæàåò
äëèíû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ íà sin r/ sinR. Ñëåäîâàòåëüíî f0 ëîêàëüíî
ëèïøèöåâî ñ ëîêàëüíîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà sin r/ sinR,à f−1

0 ëîêàëüíî
ëèïøèöåâî ñ ëîêàëüíîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà sinR/ sin r. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

|f0(x)f0(y)|
|xy| ≥ (1− ε)

sin r

sinR
,

åñëè òîëüêî |xy| < δ. Èñïîëüçóÿ òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü
òàêîå æå íåðàâåíñòâî äëÿ f .

Ðàçäåëèì SR(p) íà êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Di

äèàìåòðîâ ìåíüøèõ, ÷åì δ. Èç âûøåïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî

µn−1(f(Di)) ≥ (1− ε)
(

sin r

sinR

)n−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µn−1(Sr(p)) ≥
∑

µn−1(f(Di)) ≥ (1− ε)
(

sin r

sinR

)n−1

µn−1(SR(p))

= (1− ε)
Sk

r

Sk
R

µn−1(SR(p)).

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî ýòèì ëåììà äîêàçàíà. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.6.5. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò
âûâåñòè íåðàâåíñòâî Ãðîìîâà�Áèøîïà èç (10.6) è (10.5). Ïîëîæèì
V (t) = µn(Bt(p)) è S(t) = µn−1(St(p)). Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (10.6)
ïî r íà ïðîìåæóòêå [0, R], ïîëó÷àåì

V (R)
S(R)

≥ V k
R

Sk
R

,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî (ñ çàìåíîé R íà t),
d

dt
log V (t) =

S(t)
V (t)

≤ Sk
t

V k
t

=
d

dt
log V k

t .

Èíòåãðèðóÿ ýòî ïî t íà ïðîìåæóòêå [r,R], ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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×òîáû îáîñíîâàòü ïðèâåäåííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè,
çàìåòèì, ÷òî èç (10.6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ S(t) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ t 7→ Sk

t è ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âñåõ t, èñêëþ÷àÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, S(t)
íåïðåðûâíî ïî t è ðàâíÿåòñÿ dV/dt. ¤

10.6.3. Íåðàâåíñòâî Áèøîïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � n-ìåðíîå ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå êðèâèçíû ≥ k. Çàôèêñèðóåì p ∈ X. Òîãäà îáúåìû ìàëûõ
øàðîâ â X ñ öåíòðîì â p ïî÷òè åâêëèäîâû. Ñëåäîâàòåëüíî

µn(Br(p))
V k

r

→ 1, r → 0.

Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà Ãðîìîâà�Áèøîïà ñëåäóåò, ÷òî µn(BR(p)) ≤ V k
R

äëÿ ëþáîãî R > 0. Ýòîò ôàêò (èçâåñòíûé êàê íåðàâåíñòâî Áèøîïà)
ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà.

Òåîðåìà 10.6.7 (Íåðàâåíñòâî Áèøîïà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâà Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ k èìååò êîíå÷íóþ öåëî÷èñëåííóþ
ðàçìåðíîñòü n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ X è ëþáîãî r > 0

µn(Br(p)) ≤ V k
r ,

ãäå V k
r � îáúåì øàðà ðàäèóñà r â ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå Mn

k (ñì.
îáîçíà÷åíèÿ â ïóíêòå 10.6.2).

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì (ñì. 10.8.2) áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà êîíå÷íà, òî îíà âñåãäà � öåëîå
÷èñëî.

Åñëè k > 0, òî èç íåðàâåíñòâà Áèøîïà è îöåíêè ñâåðõó íà äèàìåòð
ïðîñòðàíñòâà (òåîðåìà 10.4.1) ñëåäóåò, ÷òî îáúåì ïðîñòðàíñòâà X íå
áîëüøå, ÷åì îáúåì n-ìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà 1/

√
k. Äðóãèìè ñëîâàìè,

âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.6.8. Äëÿ îáúåìà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
X êðèâèçíû ≥ k, ãäå k > 0, âåðíà îöåíêà

µn(X) ≤ µn(Sn)
kn/2

.

Òåîðåìà 10.6.7 ñðàçó âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðîå
óòâåðæäàåò, ÷òî øàð Br(p) �íå áîëüøå�, ÷åì øàð ðàäèóñà r â Mn

k â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå îäíîãî â äðóãîé.

Ïðåäëîæåíèå 10.6.9. Äëÿ ëþáîé òî÷êè p n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ k ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå f : X →
Mn

k , ÷òî |f(x)f(y)| ≥ |xy| äëÿ âñåõ x, y ∈ X (ò.å., f íåñæèìàþùåå) è
|f(p)f(x)| = |px| äëÿ âñåõ x ∈ X.



430 10. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n. Ìû èñïîëüçóåì
ñëåäóþùèé ôàêò, êîòîðûé äîêàæåì íèæå (ñëåäñòâèå 10.9.6): åñëè n ≥ 2,
òî ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) â ëþáîé òî÷êå p n-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì
Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1; åñëè æå X îäíîìåðíî, òî Σp(X) ñîñòîèò èç
îäíîé èëè äâóõ òî÷åê. Èç ýòîãî ôàêòà è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èç Σp(X) â Mn−1

1 =
Sn−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kk
p (X) k-êîíóñ (ñì. ïóíêò 10.2.1) íàä Σp(X).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåìåäëåííî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ íà óãëû.
Ëåììà 10.6.10. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
≥ k, p ∈ X. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå logp : X → Kk

p (X), êîòîðîå
îòîáðàæàåò p â âåðøèíó êîíóñà, à ëþáóþ òî÷êó x ∈ X \ {p} â
ïàðó (ξ, |px|), ãäå ξ � íàïðàâëåíèå íåêîòîðîé (ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé)
êðàò÷àéøåé [px]. Ýòî îòîáðàæåíèå logp ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàþùèì.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû èìååì íåñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå
èç Σp(X) â Sn−1. Îíî åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ äî íåñæèìàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ F : Kk

p (X) → Mn
k , ñîõðàíÿþùåãî ðàññòîÿíèÿ äî âåðøèíû

(çàìåòèì, ÷òî Mn
k � ýòî k-êîíóñ íàä Sn−1). Òîãäà îòîáðàæåíèå F ◦logp �

èñêîìîå íåñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èç X â Mn
k .

Îòìåòèì, ÷òî áàçà èíäóêöèè ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëà òî, ÷òî ìû
èñêëþ÷èëè íåêîòîðûå îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. ¤

Óïðàæíåíèå 10.6.11. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 10.6.7
ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Br(p) èçîìåòðè÷íî
øàðó ðàäèóñà r â Mk

n . Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøèõ r, òîãäà X èçîìåòðè÷íî Mn

k .
Çàìå÷àíèå 10.6.12. Â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
íåðàâåíñòâ Ãðîìîâà�Áèøîïà è Áèøîïà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ñíèçó
êðèâèçíû Ðè÷÷è.

10.6.4. Äîïîëíåíèå: ãðóáàÿ ðàçìåðíîñòü. Çäåñü ìû ââåäåì åùå
îäíî ïîíÿòèå, êîòîðîå óïðîùàåò ðàññìîòðåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ. Îíî
îñîáåííî ïîëåçíî, åñëè ïðîñòðàíñòâî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì
è êîíå÷íîìåðíûì. Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç βX(ε) ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ε-ðàçäåëåííîãî
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X, òî åñòü, òàêîãî íàáîðà òî÷åê pi ∈ X, ÷òî
|pipj | ≥ ε äëÿ âñåõ i 6= j. Ñëó÷àé βX(ε) = ∞ íå èñêëþ÷àåòñÿ.
Îïðåäåëåíèå 10.6.13. Ãðóáûì d-ìåðíûì îáúåìîì Vold X íàçûâàåòñÿ

lim sup
ε→0

εdβX(ε).
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Ãðóáàÿ ðàçìåðíîñòü dimr îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

dimr(X) = sup{d : Vold X = ∞}.
Óïðàæíåíèå 10.6.14. Äîêàæèòå, ÷òî

1. dimH X ≤ dimr X, ãäå dimH îáîçíà÷àåò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü.
Ïîäñêàçêà. Ýòî î÷åâèäíî.
2. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y òàêîãî, ÷òî |f(x)f(y)| ≥ c|xy|

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, âåðíî íåðàâåíñòâî dimr f(X) ≥ dimr X.
3. dimr(X) = inf{d : Vold(X) = 0}.
4. Åñëè f : X → Y � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, òî dimr f(X) ≤

dimr X. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f áèëèïøèöåâî, òî dimr f(X) = dimr X.

10.7. Ïðåäåëû ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êëàññ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êàê
ïîäìíîæåñòâî �ïðîñòðàíñòâà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ�.
Ïðåæäå âñåãî, òåîðåìà Òîïîíîãîâà ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà îáðàçóþò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (çàìåòèì, ÷òî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î ïðîñòðàíñòâàõ êðèâèçíû ≤ k íå âåðíî).

Ïðåäëîæåíèå 10.7.1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
êðèâèçíû ≥ k èõ ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñò-
ðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðåäåëîâ ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 8.1.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7.5.1 ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå íà ÷åòâåðêè (ñð. ïðåäëîæåíèå 10.1.1) äëÿ
ïðåäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü {Xn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ
êðèâèçíû ≥ k, Xn GH−→ X. Òîãäà äëÿ ÷åòâåðêè (a; b, c, d) â X ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòâåðîê (an; bn, cn, dn) â Xn, ÷òî |anbn| → |ab|,
|ancn| → |ac|, è òàê äàëåå. Òåïåðü óñëîâèå íà ÷åòâåðêó (a; b, c, d) ñëåäóåò
èç ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ (an; bn, cn, dn) ïî íåïðåðûâíîñòè. ¤

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿ ÷óòü
íèæå òåîðåìà êîìïàêòíîñòè Ãðîìîâà. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì äâà êëàññà
îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà; èìåííî, äëÿ ëþáûõ k ∈ R,
D > 0 è íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì

M(n, k) = {X : X � ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû ≥ k, dimH(X) ≤ n},
M(n, k, D) = {X ∈ M(n, k) : diam(X) ≤ D}.
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Òåîðåìà 10.7.2 (Òåîðåìà Ãðîìîâà î êîìïàêòíîñòè). Êëàññ M(n, k, D)
êîìïàêòåí â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè k > 0,
òî ìíîæåñòâî M(n, k) êîìïàêòíî.

Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ôîðìóëèðîâêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ìíîæåñòâî
M(n, k) îãðàíè÷åííî êîìïàêòíî, ò.å. âñå åãî çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå
ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòíû.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè
ôàêòàìè, êîòîðûå áóäóò óñòàíîâëåíû ïîçäíåå, â ïàðàãðàôå 10.8. Èìåííî,
òàì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî

• âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíû
(ñì. ñëåäñòâèå 10.8.20). Ïîýòîìó âñå îãðàíè÷åííûå ïðîñòðàíñò-
âà Àëåêñàíäðîâà êîìïàêòíû, òàê ÷òî M(n, k, D) äåéñòâèòåëüíî
ïîäìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

• Ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì (ñì. ñëåäñòâèå 10.8.21).

• Ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
≥ k è ðàçìåðíîñòè ≤ n òàêæå èìååò ðàçìåðíîñòü ≤ n (ñëåäñòâèå
10.8.25). Òàê êàê äèàìåòð ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé,
òî M(n, k) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà.

Åñëè ó÷åñòü âñå ýòî, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå.
Ïðåäëîæåíèå 10.7.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n, k, D, ìíîæåñòâî âñåõ
(îãðàíè÷åííûõ) ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ k, äëÿ êîòîðûõ
dimH(X) = n è diam(X) ≤ D, ïðåäêîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7.4.15 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N = N(ε, n, k, D) > 0, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà íå ìîæåò ñîäåðæàòü ε-ðàçäåëåííîãî ìíîæåñòâà
èç áîëåå, ÷åì N òî÷åê.

Ïóñòü X � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k ñ
äèàìåòðîì diam(X) ≤ D. Ïî ïðåäëîæåíèþ 10.6.9, ñóùåñòâóåò íåñæèìàþùåå
îòîáðàæåíèå èç X â øàð ðàäèóñà D â ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå Mn

k .
Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ε-ðàçäåëåííîãî
ïîäìíîæåñòâà øàðà ðàäèóñà D â Mn

k . Òîãäà ε-ðàçäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî
X ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì N òî÷åê, òàê êàê îáðàç ε-ðàçäåëåííîãî
ìíîæåñòâà ïðè íåñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ îïÿòü ε-ðàçäåëåííûì
ìíîæåñòâîì. ¤
Óïðàæíåíèå 10.7.4. ×òî ìîæíî ñêàçàòü â ñëó÷àå íå îáÿçàòåëüíî
îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ? (Èìåÿ â âèäó ñõîäèìîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ
îòìå÷åííîé òî÷êîé).
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Çàìå÷àíèå 10.7.5. Ñóùåñòâóåò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå äàæå
ïðîùå, åñëè èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà.
Âìåñòî ïðåäëîæåíèÿ 10.6.9, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ãðîìîâà�
Áèøîïà (äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âåðñèè ñ ãðóáîé êîíñòàíòîé), è ñëåäóþùèì
óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ãðîìîâà�Áèøîïà è ñëåäñòâèÿ
10.8.23): îáúåì µn n-ìåðíîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
ïîëîæèòåëåí è êîíå÷åí.

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.
Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ãðîìîâà�Áèøîïà

µn(Bε(p)) ≥ c(n, k, D)µn(BD(p)) = µn(X)

äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X (çàìåòèì, ÷òî BD(p) = X, òàê êàê diam(X) ≤
D). Ïîýòîìó X íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå, ÷åì N = c(n, k, D)−1

íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà ε, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, íå ìîæåò
ñîäåðæàòü (2ε)-ðàçäåëåííûõ ìíîæåñòâ èç áîëåå, ÷åì N òî÷åê. Îòñþäà
ñëåäóåò íàøå ïðåäëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 10.7.6. Îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè ìåòîä ïîçâîëÿåò
òàêæå äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êëàññ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè n, êðèâèçíû Ðè÷÷è ≥ k è äèàìåòðà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî D,
ïðåäêîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà (òàê êàê íåðàâåíñòâî
Ãðîìîâà�Áèøîïà ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû
Ðè÷÷è). Îäíàêî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ çàìûêàíèÿ ýòîãî
êëàññà (â ïðîñòðàíñòâå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà) ïîêà íå èçâåñòíî.

Çàìå÷àíèå 10.7.7. Ïðåäåë n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü
ñòðîãî ìåíüøóþ, ÷åì n. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ïåðåíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
{λX} èìåþò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó è ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå, êîãäà
λ → 0. Ðàçìåðíîñòü ìîæåò óïàñòü ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå è â ñëó÷àå,
êîãäà êðèâèçíà îãðàíè÷åíà ñ äâóõ ñòîðîí. Íàïðèìåð, �òîíêèå� ïëîñêèå
òîðû S1 × (λS1) ñòðåìÿòñÿ ê îêðóæíîñòè, êîãäà λ → 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà, ïðåäåë êîòîðîé èìååò
ðàçìåðíîñòü ìåíüøóþ, ÷åì ðàçìåðíîñòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íàçûâàåòñÿ êîëëàïñèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñì. òàêæå ïóíêò
10.10.4.

10.8. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
Ïåðåéäåì ê ëîêàëüíûì ñâîéñòâàì êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
(íàïîìíèì, ÷òî ïîä ðàçìåðíîñòüþ ìû ïîíèìàåì õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü).
Ýòîò ïàðàãðàô ñîäåðæèò ìíîãî òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé. Ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåì
ïðîïóñòèòü ïðè ïåðâîì ÷òåíèè äëèííûå äîêàçàòåëüñòâà â ïóíêòå 10.8.2.
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10.8.1. Ôîðìóëèðîâêè. Íèæå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî òåîðåì, êîòîðûå
ìû äîêàæåì (èëè îáúÿñíèì êàê äîêàçàòü) â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå � ýòî ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü (ñâîéñòâî, êîòîðîå
ìû ìíîãî ãäå ïðåäïîëàãàëè, ÷òîáû óïðîñòèòü òåõíè÷åñêèå äåòàëè äîêàçàòåëüñòâ).

Òåîðåìà 10.8.1. Âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà ëîêàëüíî
êîìïàêòíû.

Òåîðåìà 10.8.2. Åñëè õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
êîíå÷íà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Òåîðåìà 10.8.3. n-Ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà ñîäåðæèò îòêðûòîå
âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.
Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî,
÷òî ëþáàÿ åãî òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíóþ
îòêðûòîé îáëàñòè â Rn.

Ýòè òðè òåîðåìû äîêàçàíû â êîíöå ïàðàãðàôà 10.8.2; ñì. ñëåäñòâèÿ
10.8.20, 10.8.21 è 10.8.23.

Òåîðåìà 10.8.3 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â èçó÷åíèè ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòîé òåîðåìîé ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâî
òîïîëîãè÷åñêè ðåãóëÿðíûõ òî÷åê (èìåþùèõ åâêëèäîâû îêðåñòíîñòè) è
íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. ×òîáû
ïîëó÷èòü áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ, íàäî èçó÷èòü ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ
òî÷åê. Íåêîòîðûé ðåçóëüòàòû îá ýòîì îáñóæäàþòñÿ íèæå â ïàðàãðàôå
10.10.

Äðóãîé ñïîñîá êëàññèôèêàöèè òî÷åê íà ïëîõèå è õîðîøèå îñíîâàí
íà êàñàòåëüíûõ êîíóñàõ. À èìåííî, òî÷êà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè
êàñàòåëüíûé êîíóñ â íåé èçîìåòðè÷åí Rn èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ïðîñò-
ðàíñòâî íàïðàâëåíèé èçîìåòðè÷íî ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn−1.

Òåîðåìà 10.8.4. Ïóñòü X � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà,
p ∈ X. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

(1) Òî÷êà p ðåãóëÿðíà.
(2) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè p,

êîòîðàÿ â ìåòðèêå Ëèïøèöà îòëè÷àåòñÿ ìåíüøå, ÷åì íà
ε, îò íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â Rn. (Îïðåäåëåíèå
ìåòðèêè Ëèïøèöà ñì. â ïàðàãðàôå 7.2.)

(3) Êàñàòåëüíûé êîíóñ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâà X â
òî÷êå p èçîìåòðè÷åí Rn. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñòÿíóòûå øàðû
1
εBε(p) ñõîäÿòñÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ê åäèíè÷íîìó øàðó
â Rn ïðè ε → 0.
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Ýòà òåîðåìà ñîñòàâëåíà èç òåîðåì 10.9.3 è 10.9.16. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé
Σp(X) áëèçêî ê Sn−1 â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, òî îêðåñòíîñòü
òî÷êè p áëèçêà ê îòðûòîìó ìíîæåñòâó â Rn â ìåòðèêå Ëèïøèöà.

Òåîðåìà 10.8.5. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Àëåêñàíäðîâà X âñþäó ïëîòíî â íåì è, êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà êàê ñëåäñòâèå 10.9.13. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ìíîæåñòâî íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü íå âûøå
n−1, íî ìû ýòîãî íå áóäåì äîêàçûâàòü. Áîëåå äåòàëüíûå ôîðìóëèðîâêè
è îáñóæäåíèå ñì. â ïàðàãðàôå 10.10

Ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé è êàñàòåëüíûå êîíóñû ðàññìàòðèâàþòñÿ
â ïàðàãðàôå 10.9. Ñðåäè ïðî÷åãî, ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì.
ñëåäñòâèå 10.9.6).

Òåîðåìà 10.8.6. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà X èìååò ðàçìåðíîñòü
n ≥ 2. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) â ëþáîé òî÷êå p ∈ X
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1 è ðàçìåðíîñòè
n−1. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ òî÷åê.

Ýòà òåîðåìà âûãëÿäèò ïîõîæåé íà ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò èç òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû (ñì. òåîðåìó 9.1.44 è ñëåäñòâèå
9.1.45) Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû
íå òàê ïðîñòî. Äàæå òî, ÷òî ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà Σp(X) ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî âíóòðåííåé (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíà ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòî âíóòðåííåé), îêàçûâàåòñÿ òðóäíî äîêàçàòü. Ìû äîêàæåì òåîðåìó
10.8.6 èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Îñíîâíûå ôàêòû �
ñëåäóþùèå: Σp(X) êîìïàêòíî, êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp(X) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíûì êîíóñîì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå p.
Òîãäà íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé Σp(X) ñëåäóþò
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ êàñàòåëüíîãî êîíóñà Kp(X), êîòîðûå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóþò èç îáùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó.

Çàìå÷àíèå 10.8.7. Îáû÷íûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðî-
ñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè.
Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü â ýòîì ïàðàãðàôå,
íàøó îáû÷íóþ èäåîëîãèþ: �äîêàçûâàòü òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ
ïðîñòðàíñòâ�. Äàæå åñëè áû ìû ýòî äåëàëè, íå ëîêàëüíî êîìïàêòíûå
ïðîñòðàíñòâà ìîãëè áû âîçíèêàòü ïðè ïåðåõîäå ê ïðîñòðàíñòâó íàïðàâëåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé íå ñëåäóåò èç
(ëîêàëüíîé) êîìïàêòíîñòè ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè íå ïðåäïîëîæèòü,
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÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íà. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïðîñòðàíñòâ Xi, ãäå Xi � ñôåðà
ðàäèóñà 1/i, à i ïðîáåãàåò ïî âñåì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì. Ýòî ïðîèçâåäåíèå
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Îäíàêî
åãî ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â ëþáîé òî÷êå íåêîìïàêòíî (îíî ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå (π/2)-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî è, â äåéñòâèòåëüíîñòè, èçîìåòðè÷íî
ñôåðå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå).

Óïðàæíåíèå 10.8.8. Äàéòå (äîñòàòî÷íî õîðîøåå) îïðåäåëåíèå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñ÷åòíîãî íàáîðà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è äîêàæèòå
óòâåðæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ.

Ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà
X êðèâèçíû ≥ k çíà÷åíèå ÷èñëà k îáû÷íî íåñóùåñòâåííî, òàê êàê
áîëüøèíñòâî ëîêàëüíûõ óòâåðæäåíèé íå çàâèñèò îò k. Ïîýòîìó ìû
áóäåì îáû÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k ≤ 0 ( ÷òîáû òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ
âñåãäà ñóùåñòâîâàëè). Áîëåå òîãî, òàê êàê íàøè ðàññìîòðåíèÿ ëîêàëüíû,
çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k áëèçêî ê
0. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìû ïðåäïîëîæèì, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ÷òî
k = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àäàïòèðîâàòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
k, äîñòàòî÷íî ââåñòè ïîïðàâêè â ôîðìóëû (åñëè k áëèçêî ê íóëþ, òî
ýòî � ìàëûå ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû).

10.8.2. Ðàñïîðû. Ðàñïîð � ýòî ïîëåçíîå òåõíè÷åñêîå ïîíÿòèå, êîòîðîå
íåìíîãî íàïîìèíàåò ïîíÿòèå îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà âRn è èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ òîé æå öåëè � äëÿ ââåäåíèÿ (ëîêàëüíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×òîáû
ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå îïðåäåëåíèÿ ðàñïîðà, ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó
p ∈ X, â êîòîðîé Σp(X) èçîìåòðè÷íî Sn−1. Ñôåðà ñîäåðæèò n òàêèõ ïàð
òî÷åê, ÷òî ðàññòîÿíèå (óãîë) ìåæäó òî÷êàìè â êàæäîé ïàðå ðàâíÿåòñÿ
π, à âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èç ðàçíûõ ïàð ðàâíÿþòñÿ π/2. Ýòè
òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò n êðèâûì γ1, . . . , γn â X, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç p è
èìåþùèå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèÿ â òî÷êå p, òàêæå êàê è
êîîðäèíàòíûå îñè â Rn.

Çàòåì ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñëåäóþùèì
îáðàçîì: êîîðäèíàòû òî÷êè q ðàâíû ðàññòîÿíèþ |pq|, óìíîæåííîìó
íà êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó êðàò÷àéøåé [pq] è �êîîðäèíàòíûìè îñÿìè�.
Ýòî äàåò ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû, åñëè X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñò-
âî, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòè �êîîðäèíàòû� ìîãóò áûòü íå íåïðåðûâíûìè
(íàïðèìåð, åñëè êðàò÷àéøàÿ [pq] íå åäèíñòâåííà). ßñíî, êàê ìîæíî
èçáàâèòüñÿ îò ýòîé ïðîáëåìû ðàç è íàâñåãäà: çàôèêñèðîâàòü òî÷êè
ai íà êàæäîé êðàò÷àéøåé γi è èñïîëüçîâàòü óãëû ñðàâíåíèÿ (]̃qpai)
âìåñòî îáû÷íûõ óãëîâ. (Íà ñàìîì äåëå ýòî ðåøàåò íå âñå âîçíèêàþùèå
ïðîáëåìû. Êîîðäèíàòû, êîòîðûå ìû ââåäåì íèæå, íåìíîãî èíûå.) Ïîñëå
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ýòîãî �êîîðäèíàòíûå îñè� è äàæå èõ íàïðàâëåíèÿ áîëüøå íå íóæíû è
ìû ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 10.8.9. Òî÷êà p ∈ X íàçûâàåòñÿ (m, ε)-ðàñïåðòîé òî÷êîé,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå m ïàð òî÷åê (ai, bi) â X, ÷òî

]̃aipbi > π − ε,

]̃aipaj > π
2 − 10ε,

]̃aipbj > π
2 − 10ε,

]̃bipbj > π
2 − 10ε

äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , m}, i 6= j. Íàáîð òî÷åê {(ai, bi)} íàçûâàåòñÿ (m, ε)-
ðàñïîðîì äëÿ p.

Ïîñòîÿííàÿ 10 â îïðåäåëåíèè íå î÷åíü âàæíà. Îíà ââåäåíà òîëüêî
äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü ôîðìóëèðîâêó îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ëåìì.

Çàìå÷àíèå 10.8.10. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ íà ÷åòâåðêè, ìû
èìååì ]̃aipbi+]̃aipaj+]̃ajpbi ≤ 2π. Ñëåäîâàòåëüíî óãëû ]̃aipaj è ]̃ajpbi

(è àíàëîãè÷íî ]̃bipbj) íå òîëüêî áîëüøå, ÷åì π
2−10ε, íî òàêæå è ìåíüøå,

÷åì π
2 + 11ε; ò.å. îíè íà ñàìîì äåëå áëèçêè ê π

2 .

Íå îáÿçàòåëüíî óñòðåìëÿòü ε ê íóëþ. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî
çàôèêñèðîâàòü ðàç è íàâñåãäà ìàëîå ε, ñêàæåì, ε < ε0 = 1

100m . Åñëè
ε óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, ìû áóäåì ïðîñòî ïèñàòü �m-ðàñïîð� è
�m-ðàñïåðòàÿ òî÷êà�. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî (m, ε)-ðàñïåðòûõ òî÷åê
îòêðûòî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ m è ε.

Îïðåäåëåíèå 10.8.11. Ïîêàçàòåëåì ðàñïåðòîñòè ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
X íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóì òàêèõ ÷èñåë m, ÷òî ñóùåñòâóåò m-ðàñïîð â X.

Ïîêàçàòåëåì ðàñïåðòîñòè â òî÷êå x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóì
òàêèõ ÷èñåë m, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ñóùåñòâóåò m-ðàñïåðòàÿ
òî÷êà.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû óâèäèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ðàñïåðòîñòè ðàâåí
õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè, ýòî äîêàçûâàåò,
÷òî ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì èëè áåñêîíå÷íîñòüþ). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â X åñòü (1, ε)-ðàñïîð äëÿ ëþáîãî ε > 0, åñëè X íå
îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì äâå òî÷êè
a, b ∈ X è èõ ïî÷òè-ñåðåäèíó p (òî÷íåå, δ-ñåðåäèíó, ãäå δ çàâèñèò îò |ab|
è ε). Òîãäà ïàðà (a, b) ÿâëÿåòñÿ (1, ε)-ðàñïîðîì â òî÷êå p.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèå ðàñïåðòîé òî÷êè �
ëîêàëüíîå, áîëåå òîãî, ÷òî åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðî-
ñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé.
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Ïðåäëîæåíèå 10.8.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð {(ai, bi)} ÿâëÿåòñÿ
(m, ε)-ðàñïîðîì â òî÷êå p ∈ X.

1. Åñëè êðàò÷àéøèå [aip], [bip] ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ i è a′i ∈ [aip],
b′i ∈ [bip] äëÿ i = 1, . . . ,m, òî íàáîð {(a′i, b′i)} òàêæå ÿâëÿåòñÿ (m, ε)-
ðàñïîðîì â òî÷êå p. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò (m, ε)-ðàñïîð {(a′i, b′i)}
ñ ïðîèçâîëüíî ìàëûìè ðàññòîÿíèÿìè |pa′i| è |pb′i|.

Äàæå åñëè êðàò÷àéøèå íå ñóùåñòâóþò, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ
òî÷åê a′i è b′i, âçÿòûõ íà ïîäõîäÿùèõ �ïî÷òè êðàò÷àéøèõ� (ñì. íèæå
çàìå÷àíèå).

2. Åñëè êðàò÷àéøèå [aip], [bip] ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ i, òî óãëû
ìåæäó ýòèìè êðàò÷àéøèìè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

]aipbi > π − ε,
]aipaj > π

2 − 10ε,
]aipbj > π

2 − 10ε,
]bipbj > π

2 − 10ε

äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j.
3. Îáðàòíî, åñëè íåðàâåíñòâà èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ âûïîëíåíû

äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê p, {ai} è {bi}, i = 1, . . . , m, òî p ÿâëÿåòñÿ (m, ε)-
ðàñïåðòîé òî÷êîé.

Çàìå÷àíèå.Ïîä ñëîâàìè �ïî÷òè êðàò÷àéøèå� ìîæíî ïðîñòî ïîíèìàòü
ñëåäóþùåå: òî÷êè ai âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû |pa′i| + |a′iai| − |pai| ≤
δ min{||pa′i|, |a′iai|}, ãäå δ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ε, è àíàëîãè÷íî âûáèðàþòñÿ
òî÷êè bi. Ìîæíî ïîñòðîèòü è êðèâóþ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè (ñðàâíèòå
ñ ïîíÿòèåì êâàçèãåîäåçè÷åñêîé èç ãëàâû 5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè
óãëîâ. Âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, êîãäà a′i è b′i
ñòðåìÿòñÿ ê p ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êðàò÷àéøèì. ×òîáû äîêàçàòü òðåòüå
óòâåðæäåíèå, çàìåòèì, ÷òî íàáîð {(a′i, b′i)} ÿâëÿåòñÿ (m, ε)-ðàñïîðîì,
åñëè a′i è b′i ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàò÷àéøèõ [pai] è [pbi] äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê p. ¤

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðîñòû, íî ñîäåðæàò âàæíûå òåõíè÷åñêèå
ôàêòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà. Ïåðâàÿ
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òîãî, ÷òî ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíÿåòñÿ π,
íî ñ ðàñïîðàìè è óãëàìè ñðàâíåíèÿ âìåñòî ãåîäåçè÷åñêèõ è óãëîâ ìåæäó
íèìè.

Ëåììà 10.8.13. Ïóñòü òî÷êè a, b îáðàçóþò (1, ε)-ðàñïîð â òî÷êå p, à
òî÷êà q ∈ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|pq| < ε

4
min{|pa|, |pb|}.
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Òîãäà
|]̃apq + ]̃bpq − π| < ε.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðàò÷àéøèå [pa], [pb] è [pq] ñóùåñòâóþò, òî
óãëû ìåæäó íèìè áëèçêè ê óãëàì ñðàâíåíèÿ:

0 < ]apq − ]̃apq < 2ε,

0 < ]bpq − ]̃bpq < 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíèå ê íàáîðó (p; a, b, q) óñëîâèÿ íà ÷åòâåðêè
äàåò

]̃apq + ]̃bpq ≤ 2π − ]̃apb < π + ε.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ]̃apq + ]̃bpq > π − ε. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå
è ðàñïîëîæèì òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèÿ 4apq è 4bpq â ðàçëè÷íûõ
ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî [pq]. Òîãäà

]apb = ]apq + ]bpq < π − ε < ]̃apb,

ñëåäîâàòåëüíî |ab| > |ab|. Èç íåðàâåíñòâà |pq| < ε
4 |pa| ñëåäóåò, ÷òî

]̃paq < arcsin ε
4 < ε

2 . Ïîýòîìó

]aqp = π − ]̃paq − ]̃apq > π − ε

2
− ]̃apq

è, àíàëîãè÷íî, ]bqp > π − ε/2− ]̃bpq. Òàêèì îáðàçîì,
]aqp + ]bqp > 2π − ε− (]̃apq + ]̃bpq) > π

(ò.å., óãîë ïðè âåðøèíå q ÷åòûðåõóãîëüíèêà apbq áîëüøå, ÷åì π). Òàê
êàê |ab| > |ab|, òî îòñþäà ñëåäóåò

]̃aqb > ]aqb = 2π − ]aqp− ]bqp,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ]̃aqb+]̃aqp+]̃bqp > 2π. Ïîñëåäíåå ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ íà ÷åòâåðêè äëÿ íàáîðà (q; a, b, p).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû (îá óãëàõ ìåæäó êðàò÷àéøèìè) ñëåäóåò
èç ïåðâîãî. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèÿ íà ÷åòâåðêè ñëåäóåò, ÷òî ]apq +
]bpq ≤ 2π − ]apb < π + ε. Ïîýòîìó

(]apq − ]̃apq) + (]bpq − ]̃bpq) < (π + ε)− (π − ε) = 2ε.

Òàê êàê îáå ðàçíîñòè ]apq − ]̃apq è ]bpq − ]̃bpq ïîëîæèòåëüíû, òî îáå
îíè ìåíüøå 2ε. ¤

Ëåììà 10.8.14. Åñëè (a1, b1) è (a2, b2) äâà òàêèõ (1, ε)-ðàñïîðà â òî÷êå
p, ÷òî

|a2b2| < ε

4
min{|pa1|, |pb1|}

è ∣∣|a1a2| − |a1b2|
∣∣ < ε|a2b2|,

òî (a1, b1) è (a2, b2) îáðàçóþò (2, ε)-ðàñïîð â òî÷êå p.
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b1
a2

b2

a1
p

PSfrag replacements
a1

a2

b1

b2

p

Ðèñ. 10.2: Lemma 10.8.14.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáà óãëà ñðàâíåíèÿ, ]̃a1pa2

è ]̃a1pb2, áîëüøå, ÷åì π
2 − 8ε. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî òàê, òî èç óñëîâèÿ

íà ÷åòâåðêó (p; a1, a2, b2) ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâà óãëà ìåíüøå, ÷åì π
2 + 9ε

(ñðàâíèòå ñ çàìå÷àíèåì 10.8.10 ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ðàñïîðà). Çàìåòèì,
÷òî |pa2| < |a2b2|, |pb2| < |a2b2|. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 10.8.13
ê 1-ðàñïîðó (a1, b1) â òî÷êå p è ëþáîé èç òî÷åê q = a2, q = b2. Èç ëåììû
10.8.13 ñëåäóåò, ÷òî óãëû ]̃a2pb1 è ]̃b1pb2 áîëüøå, ÷åì π

2 − 10ε.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, íàïðèìåð ïóñòü ]̃a1pa2 < π

2 − 8ε. Òîãäà ïî
ëåììå 10.8.13,

]̃a2pb1 > π − ε− ]̃a1pa2 >
π

2
+ 7ε,

à â ñèëó óñëîâèÿ íà ÷åòâåðêè, ïðèìåíåííîãî ê (p; a2, b1, b2), èìååì

]̃b1pb2 < 2π − ]̃a2pb2 − ]̃b1pa2 <
π

2
− 6ε.

Íàêîíåö, â ñèëó ëåììû 10.8.13,
]̃a1pb2 > π − ε− ]̃b1pb2 >

π

2
+ 5ε.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü |a1b2| − |a1a2| ñëèøêîì âåëèêà, ÷òîáû
óäîâëåòâîðÿòü ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ëåììû.

Äëÿ ýòîãî (à òàêæå íèæå â ýòîì ïàðàãðàôå) íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùèé ýëåìåíòàðíûé ôàêò: äëÿ òðåóãîëüíèêà4xyz â R2 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî
(10.7) |xz| > |xy|+ |yz| · sin(]xyz − π

2 ).

×òîáû åãî äîêàçàòü, çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíÿåòñÿ
ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè x äî ïðîåêöèè òî÷êè z íà ïðÿìóþ xy.

Òàê êàê |pa2| < |a2b2| < ε
4 |pa1|, òî ]̃pa1a2 < ε

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

]̃a1a2p > π − ]̃a1pa2 − ε

2
>

π

2
+ 7ε.

Ïðèìåíÿÿ (10.7) ê òðåóãîëüíèêó ñðàâíåíèÿ äëÿ 4a1a2p, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî |a1p| > |a1a2| + sin(7ε)|a2p|. Àíàëîãè÷íî, èç íåðàâåíñòâî ]̃a1pb2 >
π
2 + 5ε ñëåäóåò, ÷òî |a1b2| > |a1p|+ sin(5ε)|pb2|. Òàêèì îáðàçîì,

|a1b2| > |a1a2|+ sin(5ε)(|a2p|+ |pb2|) > |a1a2|+ ε|a2b2|,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ëåììû. ¤

Òåïåðü ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè ðàñïåðòîé òî÷êè.
Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàññòîÿíèÿ äî
òî÷åê ai. Áîëåå ôîðìàëüíî, èìåÿ m-ðàñïîð {(ai, bi)} â òî÷êå p, ìû
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : U → Rm, ãäå U îêðåñòíîñòü òî÷êè p,
ðàâåíñòâîì

f(x) = (|xa1|, . . . , |xam|).
Ôóíêöèè x 7→ |xai| (êàê è ñàìî îòîáðàæåíèå f) ìû áóäåì íàçûâàòü
äèñòàíöèîííûìè êîîðäèíàòàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ ðàñïîðîì {(ai, bi)}.
Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f ëèïøèöåâî, òàê êàê êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè
ëèïøèöåâû.

Ìû ïðåäïîëàãàåì îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëîé. Âî-ïåðâûõ,
ìíîæåñòâî òåõ x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ íàáîð {(ai, bi)} ÿâëÿåòñÿ m-ðàñïîðîì
â òî÷êå x, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì (íàïîìíèì, ÷òî m-ðàñïîðîì íàçûâàåòñÿ
(m, ε)-ðàñïîð, äëÿ êîòîðîãî ε = 1

100m). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî U
ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå. Âî-âòîðûõ, ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû äèàìåòð
ìíîæåñòâà U áûë çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì min{|pai|, |pbi|}.

Åñëè X = Rn è m = n, òî ìíîæåñòâà óðîâíåé äëÿ ôóíêöèé x 7→
|xai| ÿâëÿþòñÿ ñôåðàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî÷òè îðòîãîíàëüíî âáëèçè
òî÷êè p. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî íàáîðà ðàäèóñîâ (r1, . . . , rn), áëèçêîãî
ê (|px1|, . . . , |pxn|), ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñôåð îäíîòî÷å÷íî è
ýòà òî÷êà ëåæèò âáëèçè p. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ìàêñèìàëüíîãî ðàñïîðà â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà. Ýòî óòâåðæäåíèå
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: òî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì (ò.å.,
îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò), è òî, ÷òî f èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì åãî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì.
Ìû íà÷íåì ñ ïåðâîé ÷àñòè (êîòîðàÿ âåðíà äëÿ ëþáîãî ðàñïîðà, íå òîëüêî
äëÿ ìàêñèìàëüíîãî).

Ïðåäëîæåíèå 10.8.15. Ëþáàÿ (m, ε)-ðàñïåðòàÿ òî÷êà p ∈ X (ãäå ε =
1

100m) èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü U , ÷òî äèñòàíöèîííûå êîîðäèíàòû
îïðåäåëÿþò îòêðûòîå îòîáðàæåíèå èç U â Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (m, ε)-ðàñïîð {(ai, bi)} â òî÷êå p. Ïóñòü
f : U → Rm � àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèì ðàñïîðîì äèñòàíöèîííûå
êîîðäèíàòû. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |qai| > 1 è |qbi| > 1 äëÿ âñåõ
q ∈ U , i = 1, . . . ,m. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà è
âûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U . Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî U íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî {(ai, bi)} ÿâëÿåòñÿ (m, ε)-ðàñïîðîì â ëþáîé
òî÷êå q ∈ U . Ìû ïîêàæåì, ÷òî f(U) ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü òî÷êè f(p)
â Rm. Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûå âìåñòî p ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
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q ∈ U , äîêàçûâàþò, ÷òî f(U) ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü òî÷êè f(q). Ïîýòîìó
f � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü òî÷êà y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
f(p). Íàéäåì òàêóþ òî÷êó x ∈ U , ÷òî f(x) = y. Ìû ñäåëàåì ýòî ñ
ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èäåÿ â ñëåäóþùåì. Âîçüìåì
x = p, êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Çàòåì, íà êàæäîì øàãå, áåðåì
i0 ∈ {1, . . . , m} è ñäâèãàåì x âäîëü îäíîé èç êðàò÷àéøèõ [xai0 ] èëè [xbi0 ]
ïîêà ðàññòîÿíèå |xai0 | íå ïðèìåò íóæíîå çíà÷åíèå (ò.å., íå ñòàíåò ðàâíûì
yi0). Òàê êàê ìû äâèãàåì x ïî÷òè îðòîãîíàëüíî äðóãèì êðàò÷àéøèì
[xai], òî ðàññòîÿíèÿ |xai| (i 6= i0) ïî÷òè íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó òî÷êà
f(x) ñòàíîâèòñÿ âñå áëèæå è áëèæå ê y. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñòàðûì è íîâûì ïîëîæåíèÿìè íàøåé òî÷êè x ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíî èçìåíåíèþ i0-é êîîðäèíàòû òî÷êè f(x) èëè, ÷òî ïî÷òè òî æå ñàìîå,
ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñòàðûì è íîâûì ïîëîæåíèÿìè òî÷êè f(x). Òàê êàê
f(x) ïðèáëèæàåòñÿ ê y äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ïóòü, ïî êîòîðîìó èäåò
ýòà òî÷êà, íå ìîæåò áûòü äëèííûì. Ïîýòîìó x òàêæå íå ìîæåò äàëåêî
óéòè è ïðîöåññ ñõîäèòñÿ. Íèæå ïðèâåäåíû ôîðìàëüíûå äåòàëè.

Ïîëîæèì x0 = p è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . . òî÷åê,
ãäå xn+1 âûáèðàåòñÿ ðåêóðñèâíî çàâèñÿùèì îò xn ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì δi = δi,n =

∣∣yi − |xnai|
∣∣ äëÿ i = 1, . . . ,m è ∆n = ‖y −

f(xn)‖1 =
∑m

i=1 |δi,n|. Ìû ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ∆n < ∆0. Ïðè
ýòîì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆0 < ε/10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn ∈
U (ýòî òîæå íóæíî áóäåò ïðîâåðèòü ïî èíäóêöèè). Ïîëîæèì δ =
maxi |δi| è âûáåðåì i0 òàê, ÷òîáû |δi0 | = δ. Î÷åâèäíî, ÷òî 1

m∆n ≤
δ ≤ ∆n. Òåïåðü âûáåðåì òî÷êó xn+1 íà îáúåäèíåíèè êðàò÷àéøèõ
[xnai0 ] ∪ [xnbi0 ] òàê, ÷òî |xn+1ai0 | = yi0 . (Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè
î÷åâèäíî ââèäó ìàëîñòè âñåõ ïîïðàâîê ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïîðîì). Òåì
ñàìûì i0-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè f(xn+1) ïðèíèìàåò íóæíîå çíà÷åíèå. (Åñëè
êðàò÷àéøèå íå ñóùåñòâóþò, íóæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ýòîãî �ïî÷òè
êðàò÷àéøèå�.) Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèå êîîðäèíàòû òî÷êè f(xn+1) ëèøü
íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò òî÷êè f(xn).

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî |xnxn+1| < 2δ. Åñëè |xnai0 | > |xn+1ai0 |, òî
xn+1 ∈ [xnai0 ], è ìû èìååì |xnxn+1| = |xnai0 |−|xn+1ai0 | = δ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå xn+1 ∈ [xnbi0 ]. Òîãäà ïî ìîíîòîííîñòè óãëîâ ]̃ai0xnxn+1 ≥
]̃ai0xnbi0 > π−ε, à èç (10.7) è ñîîòíîøåíèÿ |xn+1ai0 | = |xnai0 |+δ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî |xnxn+1| < 2δ.

Íàïîìíèì, ÷òî {(ai, bi)} îñòàþòñÿ (m, ε)-ðàñïîðîì â òî÷êàõ xn äî
òåõ ïîð, ïîêà xn ∈ U , à ïî ïðåäëîæåíèþ 10.8.12 ýòîò íàáîð îñòàåòñÿ
(m, ε)-ðàñïîðîì, åñëè çàìåíèòü ai0 èëè bi0 (â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêîìó èç îòðåçêîâ [xnai0 ] èëè [xnbi0 ] ïðèíàäëåæèò òî÷êà xn) íà xn+1.
Ñëåäîâàòåëüíî, |]̃aixnxn+1 − π

2 | < 11ε äëÿ ëþáûõ i 6= i0 (ñð. çàìå÷àíèå
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10.8.10). Èç òîãî, ÷òî |aixn| > 1 è |xnxn+1| < 2δ, ñëåäóåò, ÷òî ]̃xnaixn+1 <

4δ < ε. Ïîýòîìó ïðè i 6= i0 èìååì. |]̃aixn+1xn − π
2 | < 12ε Òåì ñàìûì èç

(10.7) ñëåäóåò, ÷òî
∣∣|aixn| − |aixn+1|

∣∣ < |xnxn+1| · sin(12ε) < 24δε,

à ïîýòîìó |δi,n+1| < |δi,n|+ 24εδ for all i 6= i0. Òàêèì îáðàçîì,
∆n+1 < ∆n − δ + 24(m− 1)εδ < ∆n − 1

2δ < (1− 1
2m)∆n

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ε ≤ 1
100m). Çàìåòèì, ÷òî ìû

ïðîâåðèëè îäíî èç íàøèõ èíäóêòèâíûõ ïðåäïîëîæåíèé: ∆n+1 < ∆n <
∆0. Áîëåå òîãî, ∆n < (1 − 1

2m)n∆0, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∆n}
ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à çíà÷èò f(xn) → y ïðè n → ∞, åñëè òîëüêî xn ∈ U
äëÿ âñåõ n.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ïîêèäàåò U è
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Íàïîìíèì, ÷òî

|xnxn+1| < 2∆n < 2∆0(1− 1
2m)n,

ïîêà xn ∈ U . Ïîýòîìó

|pxn+1| = |x0xn+1| ≤
n∑

j=0

|xjxj+1| < ∆0 · C(m),

ãäå C(m) =
∑∞

j=0(1 − 1
2m)j < ∞. Ìû ìîæåì âûáðàòü íàøå y ∈ Rm

íàñòîëüêî áëèçêî ê f(p), ÷òî ∆0 = ‖y − f(p)‖1 < diam(U)/C(m).
Òîãäà |pxn+1| < diam(U) è, ïî èíäóêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â U . Òàê êàê

∑∞
n=1 |xnxn+1| < diam(U) < ∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, à åå
ïðåäåë ïðèíàäëåæèò U . Ýòîò ïðåäåë è åñòü íóæíàÿ íàì òî (åñòü òàêàÿ,
÷òî f(x) = y) òî÷êà x. ¤

Ñëåäñòâèå 10.8.16. Ïîêàçàòåëü ðàñïåðòîñòè ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
íå ïðåâîñõîäèò åå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò m-ðàñïîð â X, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ
10.8.15, ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå èç ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà X â îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rm. Ñëåäîâàòåëüíî, dimH(X) ≥
dimH(V ) = m, òàê êàê ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ íå óâåëè÷èâàþò õàóñäîðôîâó
ðàçìåðíîñòü (ïðåäëîæåíèå 1.7.19). ¤

Íàïîìíèì, ÷òî m-ðàñïîð îïðåäåëåí êàê (m, ε)-ðàñïîð ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε > 0, òî÷íåå, ε = 1

100m . Âîçìîæíî, åñòåñòâåííåå áûëî áû
ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå (m, ε)-ðàñïîðà äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëûõ ε. Ê
ñ÷àñòüþ, ýòî áîëåå ñèëüíîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè: êàê
òîëüêî íàéäåí m-ðàñïîð, åãî �êà÷åñòâî� ìîæíî óëó÷øèòü íåîãðàíè÷åííî.
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Ïðåäëîæåíèå 10.8.17 (Óëó÷øåíèå ðàñïîðà). Äëÿ ëþáîé (m, ε)-ðàñïåðòîé
òî÷êè p, ãäå ε ≤ 1

100m , è ëþáîãî ε′ > 0 â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p
ñóùåñòâóåò (m, ε′)-ðàñïåðòûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íà÷íåì ñ (m, ε)-ðàñïîðà {(ai, bi)} â òî÷êå p è
ïåðåäâèíåì âñå ýòè òî÷êè (âêëþ÷àÿ òî÷êó p) òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü
(m, ε′)-ðàñïîð. Áóäåì îáîçíà÷àòü íîâûå òî÷êè òåìè æå áóêâàìè p, ai,
bi, Óëó÷øåíèå ðàñïîðà áóäåò ñäåëàíî â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ìû ñäåëàåì
óãëû ]̃aipbi î÷åíü áëèçêèìè ê π. Çàòåì äåëàþòñÿ î÷åíü áëèçêèìè ê π

2
îñòàëüíûå óãëû.

×òîáû îáåñïå÷èòü áëèçîñòü óãëîâ ]̃ai0pbi0 ê π, ñäåëàåì ñëåäóþùåå.
Ðàññìîòðèì äèñòàíöèîííûå êîîðäèíàòû f : U → Rm, àññîöèèðîâàííûå
ñ {(ai, bi)}, ãäå U � î÷åíü ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p. Òàê êàê f(U)
îòêðûòî â Rm, ìîæíî íàéòè äâå òàêèå òî÷êè x = (x1, . . . , xm) è y =
(y1, . . . , ym) â f(U), ÷òî xi = yi ïðè âñåõ i 6= i0, è xi0 6= yi0 . Âûáåðåì òàêèå
a è b â U , ÷òî x = f(a) è y = f(b). Òîãäà |aia| = |aib| äëÿ âñåõ i 6= i0.
Çàìåíèì ai0 íà a, bi0 � íà b, à p � íà ñåðåäèíó p′ ìåæäó òî÷êàìè a è b

(èëè íà òàêóþ ïî÷òè-ñåðåäèíó p′, ÷òî ]̃ap′b > π− ε′). Èç ëåììû 10.8.14,
ïðèìåíåííîé ê òî÷êàì p′, ai, bi, a, b, ñëåäóåò, ÷òî íîâûé íàáîð òî÷åê
ÿâëÿåòñÿ (m, ε)-ðàñïîðîì äëÿ íîâîé òî÷êè p = p′.

Ïðèìåíÿÿ ýòó êîíñòðóêöèþ ïî î÷åðåäè ïðè i0 = 1, . . . , m, ìîæíî
ïîëó÷èòü (m, ε)-ðàñïîð, â êîòîðîì ]̃aipbi > π − ε′ ïðè âñåõ i. (×èòàòåëü
ìîæåò óäèâèòüñÿ, ïî÷åìó ñîîòíîøåíèÿ (íàïðèìåð ]̃a1pb1 > π − ε′)
ñîõðàíÿþòñÿ, êîãäà ìû èçìåíÿåì äðóãèå óãëû. Îòâåò ïðîñò: îêðåñòíîñòè,
â êîòîðûõ ìû âûáèðàåì òî÷êè, êàæäûé ðàç áåðóòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè,
÷òîáû ýòè íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿëèñü.)

Òåïåðü ïðèìåíèì íàøó ïðîöåäóðó åùå îäèí ðàç. Òàê êàê âñå (ai, bi)
òåïåðü ÿâëÿþòñÿ (1, ε′)-ðàñïîðàìè, òî èç ëåììû 10.8.14 ñëåäóåò, ÷òî
ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð òî÷åê ÿâëÿåòñÿ (m, ε′)-ðàñïîðîì. ¤

Òåîðåìà 10.8.18. Åñëè òî÷êà p ∈ X ÿâëÿåòñÿ m-ðàñïåðòîé è ÷èñëî
m ðàâíÿåòñÿ ïîêàçàòåëþ ðàñïåðòîñòè â òî÷êå p, òî ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü òî÷êè p áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîé îáëàñòè
â Rn.

Â êà÷åñòâå òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà ìîæíî âçÿòü äèñòàíöèîííûå
êîîðäèíàòû àññîöèèðîâàííûå ñ ëþáûì m-ðàñïîðîì. Áîëåå òîãî, êîíñòàíòû
Ëèïøèöà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ è åìó îáðàòíîãî íå ïðåâîñõîäÿò 500m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì m-ðàñïîð {(ai, bi)} â òî÷êå p ∈ X è
ñîîòâåòñòâóþùèå äèñòàíöèîííûå êîîðäèíàòû f : U → Rm. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íåò (m + 1)-ðàñïåðòûõ òî÷åê. Ìû
óæå çíàåì, ÷òî f îòêðûòî (ïðåäëîæåíèå 10.8.15).
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×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà, ïîêàæåì, ñíà÷àëà,
÷òî f èíúåêòèâíî (à ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè a, b ∈ U ,
÷òî |aia| = |aib| äëÿ i = 1, . . . , m. Òîãäà ïî ëåììå 10.8.14 ïî÷òè-
ñåðåäèíà ìåæäó òî÷êàìè a è b ÿâëÿåòñÿ (m + 1)-ðàñïåðòîé òî÷êîé,
ïðè÷åì ðàñïîðîì ìîæåò ñëóæèòü íàáîð èç èñõîäíûõ òî÷åê {ai}, {bi}
è ïàðû (a, b), âçÿòîé â êà÷åñòâå (am+1, bm+1).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî f áèëèïøèöåâî, ìû ïðèìåíèì òàêèå æå äîâîäû
äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñíèçó |f(a)f(b)| ÷åðåç |ab|. Ïî ëåììå 10.8.14 ïî
êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî i

∣∣|aia| − |aib|
∣∣ ≥ ε

4
|ab|,

ãäå ε = 1
100m . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàë áû

(m + 1)-ðàñïîð äëÿ ïî÷òè-ñåðåäèíû ìåæäó a è b. Òåïåðü |f(a)f(b)| ≥
||aia| − |aib|

∣∣ ≥ 1
500m |ab|. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f−1 ëèïøèöåâî ñ

êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 500m.
Òàê êàê êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ, òî

ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà äëÿ f ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëî m. ¤

Çàìå÷àíèå 10.8.19. Êîíñòàíòà Ëèïøèöà 500m â òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ñëàáûì äîñòèæåíèåì. Áîëåå òîíêèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ f è f−1 (ñêîëü óãîäíî) áëèçêà ê 1, åñëè òîëüêî
òî÷êà p èìååò (m, ε)-ðàñïîð ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ε.

Òåïåðü ìû ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñôîðìóëèðîâàííûõ â íà÷àëå
ïàðàãðàôà òåîðåì.

Ñëåäñòâèå 10.8.20. Âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
ëîêàëüíî êîìïàêòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà ñ ïîêàçàòåëåì
ðàñïåðòîñòè m. Ìû çíàåì, ÷òî m ≤ dimH(X) < ∞. Â X ñóùåñòâóåò m-
ðàñïåðòàÿ òî÷êà p. Òîãäà, ïî òåîðåìå 10.8.18, íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè p ãîìåîìîðôíà Rm. Â ÷àñòíîñòè, U ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî øàð Br(p) ïðåäêîìïàêòåí.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 øàð BR(p) òàêæå ïðåäêîìïàêòåí.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî BR(p)
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî S. Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ
èç ëåììû 10.6.2: åñëè ìåòðèêà ñòðîãî âíóòðåííÿÿ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü
�ãîìîòåòèþ� f : BR(p) → Br(p), äëÿ êîòîðîé |f(x)f(y)| ≥ r

R |xy|. Ïî
îïðåäåëåíèþ ãîìîòåòèè, îáðàçîì f(x) òî÷êè x ∈ BR(p)ñëóæèò òàêàÿ
òî÷êà êðàò÷àéøåé [px], ÷òî |pf(x)| = r

R |px|. Õîòÿ â íàøåì ñëó÷àå
ìåòðèêà X íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî âíóòðåííÿÿ, íî ìîæíî èçìåíèòü



446 10. Ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû

ýòó êîíñòðóêöèþ, èñïîëüçóÿ �ïî÷òè êðàò÷àéøèå� âìåñòî êðàò÷àéøèõ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü íåðàâåíñòâî |f(x)f(y)| > r

2R |xy|
äëÿ òî÷åê x, y èç ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè, ëþáîãî
êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà S′ ⊂ S. Òàêèì îáðàçîì, øàð Br(p) ñîäåðæèò
r

2R -ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî f(S′) ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê, à ïîýòîìó
îí íå ïðåäêîìïàêòåí. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé
øàð ñ öåíòðîì â p (à ñëåäîâàòåëüíî è âîîáùå ëþáîé øàð â X) ïðåäêîìïàêòåí,
à çíà÷èò X ëîêàëüíî êîìïàêòíî. ¤

Ñëåäñòâèå 10.8.21. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà (â ÷àñòíîñòè êîíå÷íîìåðíîãî) ðàâíÿåòñÿ
ïîêàçàòåëþ ðàñïåðòîñòè.

Ïîýòîìó õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
ëèáî ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ëèáî áåñêîíå÷íîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ïîêàçàòåëü ðàñïåðòîñòè ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà X. Ìû óæå çíàåì (ñëåäñòâèå 10.8.16), ÷òî m ≤ dimH(X).
Åñëè m = ∞, òî áîëüøå íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íàäî. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ðàññìîòðèì òàêóþ îêðåñòíîñòü U m-ðàñïåðòîé òî÷êè, êîòîðàÿ
áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíà Rm. Òàê êàê áèëèïøèöåâ ãîìåîìîðôèçì
ñîõðàíÿåò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü, òî dimH(U) = m. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè
ðàçìåðíîñòè (òåîðåìà 10.6.1) ïîëó÷àåì, ÷òî dimH(X) = dimH(U) =
m. ¤

Óïðàæíåíèå 10.8.22. Äîêàæèòå ýòî ñëåäñòâèå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î
ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè.

Ïîäñêàçêà. Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîòîðûé åùå íå ðàçîáðàí � ýòî
êîãäà dimH(X) = ∞, íî m < ∞. Òàê êàê m < ∞, òî ñóùåñòâóåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ïðåäêîìïàêòíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð,
îêðåñòíîñòü m-ðàñïåðòîé òî÷êè). Ïîêàæèòå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îäíîðîäíîñòè
ðàçìåðíîñòè (òî÷íåå êîíñòðóêöèÿ ãîìîòåòèè) ðàáîòàåò è â ýòîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå 10.8.23. Ìíîæåñòâî n-ðàñïåðòûõ òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â X. Êðîìå òîãî,
ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ìíîæåñòâî n-ðàñïåðòûõ òî÷åê îáðàçóåò n-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.8.18. Ïåðâîå
óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîêàçàòåëü ðàñïåðòîñòè
â êàæäîé òî÷êå p ∈ X ðàâåí n. Ïóñòü m � ïîêàçàòåëü ðàñïåðòîñòè â
òî÷êå p. Òîãäà íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè p áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíî
Rm, à ñëåäîâàòåëüíî dimH(U) = m. Òîãäà m = dimH(X) = n ïî
îäíîðîäíîñòè ðàçìåðíîñòè. ¤
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Êîìáèíèðóÿ ñëåäñòâèå 10.8.23 è ïðåäëîæåíèå 10.8.17 îá óëó÷øåíèè
ðàñïîðà, ìû ïîëó÷àåì òàêîå

Ñëåäñòâèå 10.8.24. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà X äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî (n, ε)-ðàñïåðòûõ òî÷åê îòêðûòî è âñþäó
ïëîòíî â X.

Â çàêëþ÷åíèå ìû ïîëó÷èì òó îöåíêó íà ðàçìåðíîñòü ïðåäåëà ïî
Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
Ãðîìîâà î êîìïàêòíîñòè 10.7.2. Ýòà îöåíêà èìååò ìíîæåñòâî äðóãèõ
ïðèëîæåíèé.

Ñëåäñòâèå 10.8.25. Ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k è ðàçìåðíîñòè
≤ n òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k è
ðàçìåðíîñòè ≤ n.

Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðåäåëîâ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó (âîçìîæíî
íåîãðàíè÷åííûõ) ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîñòðàíñòâ
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè àíàëîãè÷íû. Ïóñòü {Xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû≥ k, ïðè÷åì dimH(Xi) ≤
n äëÿ âñåõ i è Xi GH−→ X ïðè i → ∞. Ïî ïðåäëîæåíèþ 10.7.1 ïðî-
ñòðàíñòâî X êîìïàêòíî è èìååò êðèâèçíó ≥ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
dimH(X) > n. Òàê êàê dimH(X) ðàâíÿåòñÿ ïîêàçàòåëþ ðàñïåðòîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà X (ñëåäñòâèå 10.8.21), òî ñóùåñòâóåò (n + 1)-ðàñïåðòàÿ òî÷êà
p ∈ X. Çàôèêñèðóåì (n + 1)-ðàñïîð {(aj , bj)}n+1

j=1 äëÿ p. Êàê òîëüêî Xi

ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê X, â íèõ ìîæíî íàéòè òàêèå òî÷êè
p′, a′j , b′j , ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ïî÷òè ðàâíû ðàññòîÿíèÿì ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè p, aj , bj â X. Òîãäà óãëû ñðàâíåíèÿ (]̃) äëÿ
òðîåê ýòèõ òî÷åê â Xi ïî÷òè ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì ñðàâíåíèÿ
â X, èáî óãëû ]̃ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèé. Â ÷àñòíîñòè,
íåðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ðàñïåðòîé òî÷êè áóäóò âûïîëíåíû äëÿ
íàáîðà p′, a′j , b′j . Òàêèì îáðàçîì, Xi ñîäåðæèò (n + 1)-ðàñïîð, à ïîýòîìó
dimH(Xi) ≥ n + 1 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. ¤

10.9. Ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé è
êàñàòåëüíûå êîíóñû

10.9.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Ïðåäëîæåíèå 10.9.1. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé â ëþáîé òî÷êå êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ëåììå.
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Ëåììà 10.9.2. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(n, k) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè. Â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû
≥ k íèêàêîé øàð Br(p), ãäå p ∈ X, 0 < r < 1, íè ïðè êàêîì 0 < ε < 1
íå ìîæåò ñîäåðæàòü (εr)-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áîëåå,
÷åì C/εn òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ýòà ëåììà � ïðîñòî óòî÷íåíèå ñëåäñòâèÿ
10.8.20 î ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè. Âñå, ÷òî íàì íóæíî � ýòî äàòü
òî÷íóþ îöåíêó íà ÷èñëî òî÷åê â ε-ðàçäåëåííîì ìíîæåñòâå.

Íàìåòèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî äëÿ
øàðîâ â Rn. Òåì ñàìûì îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ îêðåñòíîñòåé n-ðàñïåðòûõ
òî÷åê p ñ ïîñòîÿííîé C, âûðàæåííîé ÷åðåç òó êîíñòàíòó Ëèïøèöà,
êîòîðàÿ óêàçàíà âî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 10.8.18. Ïîñëå ýòîãî ìû
ðàñïðîñòðàíèì óòâåðæäåíèå ëåììû íà âñå øàðû, èñïîëüçóÿ ãîìîòåòèþ
èç ëåììû 10.6.2. (Îäíàêî, ÷òîáû äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàëî è â ñëó÷àå k <
0, òðåáóåòñÿ îãðàíè÷èòü ðàäèóñû øàðîâ ñâåðõó.) Ïåðåéäåì ê äåòàëÿì
äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàññìîòðèì n-ðàñïåðòóþ òî÷êó p è ïóñòü r íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî U =
Br(p) äîïóñêàåò áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå f : U → Rn, ñ ðàñòÿæåíèåì
dil f ≤ c1 è dil f−1 ≤ c1, ãäå c1 = 500n (ñì. òåîðåìó 10.8.18). Òîãäà
ëþáîìó (εr)-ðàçäåëåííîìó ìíîæåñòâó â Br(p) ñîîòâåòñòâóåò (εr/c1)-
ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî â øàðå ðàäèóñà c1r ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîñëåäíåå
ìíîæåñòâî íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå, ÷åì C/εn òî÷åê, ãäå C = c2 · c2

1,
à c2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòàíòà äëÿ Rn.

Ïî÷òè òà æå ñàìàÿ ïîñòîÿííàÿ C ãîäèòñÿ è äëÿ øàðîâ ñ öåíòðîì
â ëþáîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì (εr)-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî
S ⊂ Br(p) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈ X, ãäå 0 < r < 1. Íàéäåì
î÷åíü áëèçêî ê p n-ðàñïåðòóþ òî÷êó q è ìàëûé øàð U = Bδ(q),
óäîâëåòâîðÿþùèé òåîðåìå 10.8.18. Ðàññìîòðèì (δ/2r)-ãîìîòåòèþ f :
B2r(q) → Bδ(q). Ìû çíàåì, ÷òî |f(x)f(y)| ≥ (δ/2r) · |xy| äëÿ âñåõ x, y.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(S) ÿâëÿåòñÿ (εδ/2)-ðàçäåëåííûì ìíîæåñòâîì â Bδ(q).
Ïîýòîìó ÷èñëî òî÷åê â f(S), à çíà÷èò è â S, íå ïðåâîñõîäèò C(ε/2)n.

Åñëè k < 0, òî ýòè ôîðìóëû íóæíî íåìíîãî èçìåíèòü. Äîñòàòî÷íî
óìíîæèòü íàøó êîíñòàíòó íà ÷èñëî sinhm(−k), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
ïîïðàâî÷íîìó êîýôôèöèåíòó sinh(−k), âîçíèêàþùåìó â îöåíêå ñíèçó
äëÿ |f(x)f(y)| â åäèíè÷íîì øàðå íà k-ïëîñêîñòè. ¤

Òåïåðü ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé íå ìîæåò ñîäåðæàòü ε-
ðàçäåëåííîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç áîëåå, ÷åì C/εn òî÷åê, ãäå C �
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ïî÷òè òà æå, ÷òî è â ëåììå). Ïóñòü S = {xi}N

i=1 �
ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî â Σp(X). Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êè
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xi ïðåäñòàâèìû âûõîäÿùèìè èç p (ïàðàìåòðèçîâàííûìè äëèíîé äóãè)
êðàò÷àéøèìè γi.

Ïî îïðåäåëåíèþ óãëà, ]̃γi(t)pγj(t) → ](γi, γj) = |xixj | ïðè t → 0.
Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ñòîëü ìàëîå r > 0, ÷òî êðàò÷àéøèå γi îïðåäåëåíû
íà ïðîìåæóòêå [0, r] è ]̃γi(r)pγj(r) > 1

2 |xixj | > ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
|γi(r)γj(r)| > 2r sin(ε/4) > rε/4, äëÿ âñåõ i, j (i 6= j). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû ïîëó÷àåì (rε/4)-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî â øàðå ðàäèóñà r.
Ïðèìåíåíèå ëåììû 10.9.2 äàåò æåëàåìóþ îöåíêó ñâåðõó íà êîëè÷åñòâî
òî÷åê â ýòîì ìíîæåñòâå. Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî Σp(X) êîìïàêòíî. ¤

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíûì êîíóñîì Kp(X) â òî÷êå p ∈ X íàçûâàåòñÿ
êîíóñ íàä ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé Σp(X); îí ñîñòîèò èç âåðøèíû o è
òî÷åê âèäà (ξ, r), ãäå x ∈ Σp(X) è r > 0. Ðàññòîÿíèå îò (ξ, r) äî âåðøèíû
ðàâíî r, à ðàññòîÿíèå ìåæäó a1 = (ξ1, r1) è a2 = (ξ2, r2) îïðåäåëÿåòñÿ
òàê, ÷òî óãîë ](ξ1, ξ2) ðàâåí åâêëèäîâó óãëó ñðàâíåíèÿ ]̃0a1oa2.

Òåîðåìà 10.9.3. Â êàæäîé òî÷êå p ∈ X êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Àëåêñàíäðîâà X ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíûé êîíóñ (ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó), ïðè÷åì îí èçîìåòðè÷åí êîíóñó Kp(X) íàä ïðîñòðàíñòâîì
íàïðàâëåíèé â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â
âåðøèíå o â êîíóñå Kp(X). Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî �ðàçäóòûå� øàðû
1
rBr(p) ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ê B ïðè r → 0. Çàôèêñèðóåì
ε > 0. Ïî îäíîìó èç êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó (à
èìåííî, ïî ïðåäëîæåíèþ 7.4.11) äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå êîíå÷íûå ε-
ñåòè, {xi} â B è {yi} â 1

rBr(p), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ r âûïîëíÿåòñÿ

∣∣|xixj | − |yiyj |
∣∣ < ε ïðè âñåõ i, j.

Âûáåðåì â B òàêóþ êîíå÷íóþ ε-ñåòü {xi}, ÷òî âñå åå ýëåìåíòû
ïðåäñòàâèìû êðàò÷àéøèìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi êðàò÷àéøóþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ
xi è èìåþùóþ ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ |oxi|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r
íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî òî÷êà pi = γi(r) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ i è∣∣∣∣

|pipj |
r

− |xixj |
∣∣∣∣ < ε

ïðè âñåõ i, j. (Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r ýòî íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî êîíóñà.) Ïóñòü òåïåðü òî÷êè {yi}
ðàçäóòîãî øàðà 1

rBr(X) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì {pi} Ïðèâåäåííîå âûøå
íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

∣∣|yiyj | − |xixj |
∣∣ < ε äëÿ âñåõ i, j.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî {yi} ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â 1
rBr(X), èëè, ÷òî

ðàâíîñèëüíî, â åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà X ′ = 1
rX. Äëÿ ýòîãî,

íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ X íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû �ëîãàðèôìè÷åñêîå�
îòîáðàæåíèå logp : X ′ → Kp(X ′) = Kp(X) èç ëåììû 10.6.10 ÿâëÿåòñÿ
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íåñæèìàþùèì. Òàê êàê {xi} ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â åäèíè÷íîì øàðå ïðî-
ñòðàíñòâà Kp(X), òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y â åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàí-
ñòâà X ′ íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà xi, ÷òî | logp(y)xi| < ε. Ïîñêîëüêó ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî xi = logp(yi), à îòîáðàæåíèå logp � íåñæèìàþùåå,
òî |yyi| ≤ ε. Ïîýòîìó {yi} ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ.

Åñëè êðèâèçíà îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì k 6= 0, òî ïðîõîäÿò òå æå
ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè. Òàê êàê ïåðåíîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî X ′ = 1

rX èìååò êðèâèçíó ≥ kr2 (è ýòà îöåíêà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè r → 0), òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r ëîãàðèôìè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò â åäèíè÷íîì øàðå íåðàâåíñòâó | logp(x) logp(y)| ≥
1
2 |xy|. Òåì ñàìûì {yi} ÿâëÿåòñÿ (2ε)-ñåòüþ. ¤

Çàìå÷àíèå 10.9.4. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå òîëüêî
äîêàçûâàþò, ÷òî Kp(X) � ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ðàçäóòûõ
øàðîâ, íî è ïîäñêàçûâàåò, êàê ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ ñ ìàëûì èñêàæåíèåì
èç øàðîâ â êîíóñ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè èñêàæåíèå �ëîãàðèôìè÷åñêîãî�
îòîáðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ðàäèóñû øàðîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Ôîðìóëèðóÿ ýòî â òåðìèíàõ óãëîâ âìåñòî ðàññòîÿíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ôàêò: äëÿ ëþáûõ p ∈ X è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
r > 0, ÷òî |]̃xpy − ]xpy| < ε, åñëè |px| è |py| ìåíüøå, ÷åì r.

Ñëåäñòâèå 10.9.5. Â êàæäîé òî÷êå p ëþáîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà X êàñàòåëüíûé êîíóñ Kp(X) ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíóñ Kp(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé è èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó êàê ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû (ïî ïðåäëîæåíèþ
10.7.1). Ïîäðîáíåå, åñëè X èìååò êðèâèçíó ≥ k, òî êðèâèçíà ïðîñòðàí-
ñòâà λ−1X íå ìåíüøå λ2k, è ýòà îöåíêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ → 0.
Çíà÷èò, ïðåäåë ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó Kp(X) èìååò êðèâèçíó ≥ −ε äëÿ
ëþáîãî ε > 0, ñëåäîâàòåëüíî, îí èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî ðàçìåðíîñòåé dimH Kp(X) = dimH X.
Íåðàâåíñòâî dimH(Kp(X)) ≥ dimH(X) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå èç X â Kp(X), à èìåííî, �ëîãàðèôìè÷åñêîå�
îòîáðàæåíèå (ñì. ëåììó 10.6.10). Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 10.9.3 è ñëåäñòâèÿ 10.8.25 î ðàçìåðíîñòè ïðåäåëà ïî Ãðîìîâó�
Õàóñäîðôó. ¤

Ñëåäñòâèå 10.9.6. Â ëþáîé òî÷êå p n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
X ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) ïðè n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ìåðíûì
ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1, åñëè æå n = 1, òî Σp(X)
ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ òî÷åê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíóñ Kp(X) èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó. Ïîýòîìó
èç òåîðåìû 10.2.3 ñëåäóåò, ÷òî Σp(X) èëè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ 1 èëè (ïðè n = 1) ñîñòîèò ðîâíî
èç äâóõ òî÷åê. (Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ÷òî â Σp(X) íå ñóùåñòâóåò
òðåóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðîì áîëüøèì, ÷åì 2π, ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ
10.1.3.) Òàê êàê dimH Kp(X) = n, òî dimH Σp(X) = n − 1. Ïîñëåäíåå,
î÷åâèäíîå íà âèä, çàêëþ÷åíèå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

¤

10.9.2. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå 10.9.7. Òî÷êà p n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) â ýòîé
òî÷êå èçîìåòðè÷íî ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî p ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàñàòåëüíûé
êîíóñ Kp(X) èçîìåòðè÷åí Rn.
Ïðèìåð 10.9.8. Åñëè X � ïîâåðõíîñòü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â
R3, òî âñå åå òî÷êè, êðîìå âåðøèí, ðåãóëÿðíû. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî
âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà òàêîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêàÿ âñþäó, êðîìå âåðøèí.
Ïðèìåð 10.9.9. Åñëè X � äâàæäû ïîêðûòûé êðóã (òî åñòü, äâå êîïèè
êðóãà, ñêëååííûå ïî ãðàíèöå), òî âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X ðåãóëÿðíû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò èíòåðåñíûé �ãëîáàëüíûé� ôàêò î ïðîñòðàíñòâàõ
Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû≥ 1. Îíà ãîâîðèò î òîì, êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
ñòàíäàðòíóþ ñôåðó çàäàíèåì êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê ñ ïðåäïèñàííûìè
ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè.
Ëåììà 10.9.10. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà Y êðèâèçíû ≥ 1
è ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå, ÷åì n− 1 (n ≥ 2), ñóùåñòâóþò òàêèå n ïàð
òî÷åê {(xi, yi)}n

i=1 â Y , ÷òî |xiyi| = π äëÿ âñåõ i è |xixj | = |xiyj | =
|yiyj | = π

2 , åñëè i 6= j. Òîãäà Y èçîìåòðè÷íî Sn−1.
Ìû áóäåì íàçûâàòü íàáîð {(xi, yi)}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

ëåììû, îðòîãîíàëüíûì íàáîðîì. Òàêèå íàáîðû ó íàñ ïîÿâÿòñÿ â ñèòóàöèÿõ,
êîãäà Y áóäåò ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ëåììà
ãîâîðèò, ÷òî òî÷êà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà ðåãóëÿðíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé íàáîð èç n
ïàð íàïðàâëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó ëåììó èíäóêöèåé ïî n. Òàê êàê
diam(Y ) = π, òî Y � íàäñòðîéêà (ñôåðè÷åñêèé êîíóñ) íàä ïðîñòðàí-
ñòâîì Àëåêñàíäðîâà Z êðèâèçíû ≥ 1 (ñì. óïðàæíåíèå 10.4.3). Êðîìå
òîãî, ìîæíî âçÿòü ïàðó (xn, yn) â êà÷åñòâå ïîëþñîâ íàäñòðîéêè. Òîãäà

Z = {x ∈ Y : |xxn| = |xyn| = π

2
}.
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Â ÷àñòíîñòè, Z ñîäåðæèò òî÷êè xi è yi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n − 1. Òàêèì
îáðàçîì, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, Z èçîìåòðè÷íî Sn−2 , à
ïîýòîìó Y èçîìåòðè÷íî Sn−1. Áàçà (n = 2) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå
(èñïîëüçóÿ òåîðåìó 10.2.3). ¤

Óïðàæíåíèå 10.9.11. Ïðåäïîëîæèì, ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà Y
êðèâèçíû ≥ 1 ñîäåðæèò òàêèå n ïàð òî÷åê {(xi, yi)}, ÷òî |xiyi| =
π ïðè âñåõ i, à îïðåäåëèòåëü n × n ìàòðèöû (cos |xixj |) íå ðàâåí
íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà Y ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå
ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn−1, â ÷àñòíîñòè Y èçîìåòðè÷íî Sn−1, åñëè dimH(Y ) ≤
n− 1.
Ñëåäñòâèå 10.9.12. Òî÷êà p n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà (n, ε)-ðàñïåðòà äëÿ ëþáîãî
ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ðåãóëÿðíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò n
ïàð íàïðàâëåíèé {(ξi, ηi)}∞i=1 â Σp(X), äëÿ êîòîðûõ ](ξi, ηi) = π ïðè
âñåõ i è ](ξi, ξj) = ](ξi, ηj) = ](ηi, ηj) = π/2 ïðè i 6= j. Ðàññìîòðèì
êðàò÷àéøèå, íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ áëèçêè ê ξi è ηi, è âîçüìåì íà ýòèõ
êðàò÷àéøèõ òî÷êè, áëèçêèå ê p. Ýòè òî÷êè îáðàçóþò (n, ε)-ðàñïîð (ñì
òðåòèé ïóíêò ïðåäëîæåíèÿ 10.8.12).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî p (n, ε)-ðàñïåðòà äëÿ ëþáîãî ε > 0. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) ñîäåðæèò n ïàð
òî÷åê (ξi, ηi), äëÿ êîòîðûõ |ξiηi| > π − ε, à äðóãèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ýòèìè òî÷êàìè îòëè÷àþòñÿ îò π

2 íå áîëåå, ÷åì íà (11ε) (ñì. âòîðîé ïóíêò
ïðåäëîæåíèÿ 10.8.12). Òàê êàê Σp(X) êîìïàêòíî, òî ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïàð, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
εi → 0. Â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èì íàáîð òî÷åê â Σp, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì ëåììû 10.9.10. Ñëåäîâàòåëüíî, Σp(X) èçîìåòðè÷íî Sn−1. ¤

Ñëåäñòâèå 10.9.13. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñò-
âà Àëåêñàíäðîâà âñþäó ïëîòíî è, áîëåå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà X êàæäîìó
íàòóðàëüíîìó i ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî Si (n, 1/i)-ðàñïåðòûõ òî÷åê. Ïî
ñëåäñòâèþ 10.8.24 ìíîæåñòâî Si îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî. Ïî ñëåäñòâèþ
10.9.12, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ Si.
Òåïåðü, ïî òåîðåìå Áýðà 1.5.13, ýòî ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî â X. ¤

Ñëåäóþùåé íàøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äîñòàòî÷íî
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ðåãóëÿðíîé òî÷êè áëèçêà â ìåòðèêå Ëèïøèöà ê
åâêëèäîâîé îáëàñòè. Íà÷íåì ñ óòî÷íåíèÿ ëåììû 10.9.10. Îíî ãîâîðèò
î íåêîòîðîé ñòàáèëüíîñòè â ëåììå 10.9.10. À èìåííî, åñëè ïðîñòðàíñòâî
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êðèâèçíû ≥ 1 ñîäåðæèò �ïî÷òè îðòîãîíàëüíûé� íàáîð íàïðàâëåíèé, òî
îíî áëèçêî â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà ê ñôåðå.

Ýòà òåîðåìà èëëþñòðèðóåò âàæíóþ èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû
Ãðîìîâà î êîìïàêòíîñòè. Ýòà èäåÿ ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïî÷òè
àâòîìàòè÷åñêè èçâëå÷ü óòâåðæäåíèÿ î ñòàáèëüíîñòè èç óòâåðæäåíèé î
æåñòêîñòè (ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèå 10.9.15).

Ëåììà 10.9.14. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 2 è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà Y êðèâèçíû ≥ 1 è
ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n − 1, ñîäåðæèò òàêèå n ïàð òî÷åê
{(xi, yi)}n

i=1, ÷òî |xiyi| > π − δ äëÿ âñåõ i, à ðàññòîÿíèÿ |xixj |, |xiyj |
è |yiyj | (i 6= j) âñå îòëè÷àþòñÿ îò π/2 íå áîëüøå, ÷åì íà δ. Òîãäà
dGH(Y, Sn−1) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòðàíñòâ {Ym}∞m=1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû äëÿ δ = δm

(ãäå δm → 0) è òàêàÿ, ÷òî dGH(Ym, Sn−1) ≥ ε. Â ñèëó òåîðåìû
î êîìïàêòíîñòè 10.7.2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ym}
ñõîäèòñÿ ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ê ïðîñòðàíñòâó Àëåêñàíäðîâà Y êðèâèçíû
≥ 1 è ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n − 1. Ìû ïîêàæåì, ÷òî òîãäà Y
èçîìåòðè÷íî Sn−1. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Íàïîìíèì (òåîðåìà 7.3.25), ÷òî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Ym

è Y ñ èñêàæåíèåì, íå áîëüøèì 2dGH(Ym, Y ). Òàêèì îáðàçîì, �ïî÷òè
îðòîãîíàëüíûé� íàáîð òî÷åê â Ym ñîîòâåòñòâóåò �ïî÷òè îðòîãîíàëüíîìó�
íàáîðó òî÷åê â Y (ãäå δm çàìåíÿåòñÿ íà δm + dGH(Ym, Y ), êîòîðîå âñå
ðàâíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Èçâëåêàÿ ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç ýòèõ íàáîðîâ â Y , ìîæíî â ïðåäåëå ïîëó÷èòü îðòîãîíàëüíûé íàáîð.
Èç ýòîãî ïî ëåììå 10.9.10 ñëåäóåò, ÷òî Y ' Sn−1. ¤

Âîò íåñêîëüêî óïðàæíåíèé íà ñõîäíîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î
êîìïàêòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 10.9.15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N è ε >
0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

1. Åñëè diam(X) > π−δ, òî X óäàëåíî â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà
íå áîëüøå, ÷åì íà ε, îò ñôåðè÷åñêîãî êîíóñà íàä íåêîòîðûì ïðîñòðàíñò-
âîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1 è ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé n−1.
(Ñðàâíèòå ñ óïðàæíåíèåì 10.4.3.)

2. Åñëè ðàäèóñ ïðîñòðàíñòâà X (ñì. óïðàæíåíèå 10.4.5) áîëüøå, ÷åì
π − δ, òî X ε-áëèçêî ê Sn, òî åñòü dGH(X,Sn) < ε.

3. Åñëè µn(X) > µn(Sn)− δ, òî dGH(X, Sn) < ε.
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Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áèøîïà, ñâåäèòå ýòî íåðàâåíñòâî
ê ïðåäûäóùåìó.

Òåîðåìà 10.9.16. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå δ > 0, ÷òî êàæäàÿ (n, δ)-ðàñïåðòàÿ òî÷êà ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà èìååò îêðåñòíîñòü, îòëè÷àþùóþñÿ â ìåòðèêå Ëèïøèöà
(ñì. ïàðàãðàô 7.2) îò íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè â Rn íå áîëüøå,
÷åì íà ε.

Ìû äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà, äåìîíñòðèðóþùèå ðàçëè÷íûå ïîäõîäû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U
êîíñòàíòû Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ f : U → Rn, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ
äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò, àññîöèèðîâàííûõ ñ (n, δ)-ðàñïîðîì {(ai, bi)},
è îáðàòíîãî åìó îòîáðàæåíèÿ f−1 îáå íå ïðåâîñõîäÿò 1 + ε. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî {(ai, bi)} ÿâëÿåòñÿ (n, δ)-ðàñïîðîì äëÿ ëþáîé òî÷êè íàøåé
îêðåñòíîñòè U . Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈
U îòíîøåíèå |f(x)f(y)|/|xy| áëèçêî ê 1. Ðàññìàòðèâàÿ òðåóãîëüíèê
ñðàâíåíèÿ äëÿ 4aixy, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

fi(y)− fi(x) = |aiy| − |aix| = |xy| · cos ]̃aixy + o(|xy|).
Òîãäà
|f(y)− f(x)|2 =

∑
|fi(y)− fi(x)|2 = |xy|2 ·

∑
cos2 ]̃aixy + o(|xy|2).

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå |f(x)−f(y)|/|xy| áëèçêî ê 1, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî ñóììà

∑
cos2 ]̃aixy áëèçêà ê 1. Çàôèêñèðóåì êðàò÷àéøèå,

ñîåäèíÿþùèå x ñ y, ai è bi, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ, ξi è ηi ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíèé Σx(X). Â ñèëó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ
ëåììû 10.8.13 óãëû |ξξi| = ]aixy ìåæäó ýòèìè êðàò÷àéøèìè ïî÷òè
ðàâíû óãëàì ñðàâíåíèÿ ]̃aixy. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà∑

cos2 |ξξi| áëèêà ê 1.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σx(X) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé

ñôåðîé Sn−1, à {(ξi, ηi)}� îðòîãîíàëüíûé íàáîð (â ñìûñëå ëåììû 10.9.10),
òî ýòà ñóììà ðàâíÿåòñÿ 1,. Ìû çíàåì, ÷òî {(ξi, ηi)} ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè
îðòîãîíàëüíûì íàáîðîì� (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà δ) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî ëåììå 10.9.14 ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σx(X) áëèçêî ê Sn−1 â
ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà. Òîãäà, ïî òåîðåìå 7.3.25, ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå
ñ ìàëûì èñêàæåíèåì ìåæäó Σx(X) è Sn−1. Ïóñòü ξ, ξi è ηi � òî÷êè íà
ñôåðå, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ξ, ξi è ηi. Òîãäà∑

cos2 |ξξi| ≈
∑

cos2 |ξξi| ≈ 1

(âòîðîå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà ñôåðå åñòü
íàñòîÿùèé îðòîãîíàëüíûé íàáîð, áëèçêèé ê {(ξi, ηi)}. ¤
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Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ýòó òåîðåìó ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ
ðåãóëÿðíûå òî÷êè âìåñòî ëåììû 10.9.14. À èìåííî, ïðèâåäåííûå âûøå
ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

∑
cos2 |ξξi| ≈ 1

âûïîëíåíî, åñëè Σx(X) èçîìåòðè÷íî Sn−1, ò.å. åñëè x � ðåãóëÿðíàÿ
òî÷êà. Çíà÷èò, äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê íåðàâåíñòâî (1 + ε)−1|xy| ≤
|f(x)f(y)| ≤ (1+ ε)|xy| âûïîëíÿåòñÿ. À òàê êàê ðåãóëÿðíûå òî÷êè âñþäó
ïëîòíû, òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ x, y. ¤

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íóþ
îöåíêó δ ÷åðåç ε, â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå òîëüêî äîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå δ
ñóùåñòâóåò (ïîñìîòðèòå, êàê áûëà äîêàçàíà ëåììà 10.9.14).

Èíîãäà ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 10.9.16.

Ñëåäñòâèå 10.9.17. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 è ëþáîãî δ > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Åñëè â òî÷êå p â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà X âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî dGH(Σp(X), Sn−1) < ε, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè
p, óäàëåííàÿ â ìåòðèêå Ëèïøèöà îò íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè
â Rn ìåíüøå, ÷åì íà δ.

Çàìå÷àíèå 10.9.18. Òî÷êè p ∈ X, äëÿ êîòîðûõ dGH(Σp(X), Sn−1) <
ε, íàçûâàþòñÿ ε-ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè. Ìíîæåñòâî Xε ε-ðåãóëÿðíûõ
òî÷åê îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Î÷åâèäíî ëþáàÿ òî÷êà èç
Xε ÿâëÿåòñÿ (n, 2ε)-ðàñïåðòîé è, ñëåäîâàòåëüíî, (ïðè ìàëûõ ε) èìååò
îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ åâêëèäîâîé. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì âíóòðåííîñòü
ìíîæåñòâà Xε âñþäó ïëîòíà â X (ñì. ñëåäñòâèå 10.8.23).

Áîëåå òîãî, õîòÿ ýòî çâó÷èò íåñêîëüêî íåîæèäàííî, ìíîæåñòâî Xε

âûïóêëî â ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè èç
Xε, öåëèêîì ëåæèò â Xε. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ
ïîñòîÿíåí âäîëü ëþáîé êðàò÷àéøåé, çà èñêëþ÷åíèåì åå êîíöîâ (è, êðîìå
òîãî, ñåìåéñòâî êàñàòåëüíûõ êîíóñîâ ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó). Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè x è y ïðèíàäëåæàò âíóòðåííîñòè íåêîòîðîé êðàò÷àéøåé,
òî Kx(X) èçîìåòðè÷íî Ky(X) [Pet].
Ñëåäñòâèå 10.9.19. Ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà X èìååò îêðåñòíîñòü ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ â ìåòðèêå
Ëèïøèöà ê íåêîòîðîé îòêðûòîé îáëàñòè â Rn.

Óïðàæíåíèå 10.9.20. Äëÿ ëþáûõ n ∈ N , k ∈ R è r > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè òî÷êà X ïðèíàäëåæèò
n-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k, è µn(Br(p)) >
V n

k,r − δ, ãäå V n
k,r � îáúåì øàðà ðàäèóñà r â îäíîñâÿçíîé n-ìåðíîé

ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå êðèâèçíû k, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôíàÿ Rn

îêðåñòíîñòü òî÷êè p.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáúåì ëþáîãî øàðà ðàäèóñà r â X íå ìåíüøå, ÷åì
V n

k,r − δ, òî X � ìíîãîîáðàçèå.
Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ðàññóæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà

íåðàâåíñòâà Áèøîïà, ïîêàæèòå, ÷òî (n − 1)-ìåðíàÿ ìåðà ïðîñòðàíñòâà
Σp(X) áëèçêà ê ìåðå ñôåðû Sn−1. Çàòåì ïðèìåíèòå ïîñëåäíþþ ÷àñòü
óïðàæíåíèÿ 10.9.15.

10.10. Äàëüíåéøàÿ èíôîðìàöèÿ
10.10.1. Ñòðàòèôèêàöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð {Xi}N

i=1 ïîäìíîæåñòâ
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îáðàçóåò (êîíå÷íóþ) ñòðàòèôèêàöèþ
ïðîñòðàíñòâà X íà òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè

(1) ìíîæåñòâà Xi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è
⋃N

i=1 Xi = X.
(2) Êàæäîå ìíîæåñòâî Xi ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì

(áåç ãðàíèöû).
(3) dimX1 > dimX2 > · · · > dimXN .
(4) Ìíîæåñòâà X+

k =
⋃N

i=k Xi, k = 1, . . . , N , çàìêíóòû â X. Èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, ïðè âñåõ k çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Xk ñîäåðæèòñÿ â
X+

k .
Ýòè ìíîæåñòâà Xi íàçûâàþòñÿ ñòðàòàìè. Ñòðàòû ìîãóò áûòü íåñâÿçíû.

Òåîðåìà 10.10.1. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà X
äîïóñêàåò ñòðàòèôèêàöèþ íà òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ, ïðè êîòîðîé
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C ëþáîé ñòðàòû òîïîëîãè÷åñêè îäíîðîäíà
â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ëþáûå òî÷êè p, q ∈ C èìåþò â X îêðåñòíîñòè,
ãîìåîìîðôíûå, êàê ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ïåðåâîäèò p â q).

Ýòó ñòðàòèôèêàöèþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòðàòà
X1 ñîñòîèò èç òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îêðåñòíîñòü â X,
ãîìåîìîðôíóþ åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn, ãäå n � ðàçìåðíîñòü X.
Äàëåå, X2 ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê ìíîæåñòâà X \ X1, êîòîðûå èìåþò â
X \X1 îêðåñòíîñòè, ãîìåîìîðôíûå åâêëèäîâûì îáëàñòÿì ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè (ò.å. n − 1), è ò.ä. Ãëàâíîå â òîì, ÷òî ïðè ýòîé
ïðîöåäóðå èñ÷åðïûâàåòñÿ öåëèêîì âñå ïðîñòðàíñòâî.

Íàïðèìåð, äèñê ñòðàòèôèöèðóåòñÿ íà åãî âíóòðåííîñòü è ãðàíèöó,
à êîíóñ íàä RP2 ñòðàòèôèöèðóåòñÿ íà äîïîëíåíèå âåðøèíû (êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì) è ñàìó âåðøèíó.

Ñëåäñòâèå 10.9.6 ïîçâîëÿåò äàòü èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ãðàíèöû
ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà. Âî-ïåðâûõ, ãðàíèöà îäíîìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà � ýòî åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðàíèöà (íàïîìíèì, ÷òî îäíîìåðíûìè
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ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îòðåçêè, ëó÷è, ïðÿìûå è
îêðóæíîñòè). Çàòåì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîíÿòèå ãðàíèöû óæå îïðåäåëåíî
äëÿ ðàçìåðíîñòåé 1, . . . , n − 1, îïðåäåëèì ãðàíèöó n-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Àëåêñàíäðîâà X êàê ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê p ∈ X, äëÿ êîòîðûõ
ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) èìååò íåïóñòóþ ãðàíèöó.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñòðàòèôèêàöèè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöà
ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà îáëàäàåò òåìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå
ó íàñ îáû÷íî àññîöèèðóþòñÿ ñî ñëîâîì ãðàíèöà. Íàïðèìåð ãðàíèöà
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì êîðàçìåðíîñòè îäèí. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñòðàòû êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàò êîðàçìåðíîñòè äâà. Ïîýòîìó
åñëè ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà íå èìååò ãðàíèöû, òî ìíîæåñòâî åãî
òîïîëîãè÷åñêè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê î÷åíü òîíêîå: îíî èìååò êîðàçìåðíîñòü
ïî êðàéíåé ìåðå òðè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëóæèò ëîêàëüíûì óòî÷íåíèåì òåîðåìû 10.10.1.
Òåîðåìà 10.10.2. Ëþáàÿ òî÷êà p êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
èìååò îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíóþ êàñàòåëüíîìó êîíóñó â òî÷êå p (êàê
ïðîñòðàíñòâà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè).

Õîòÿ òåîðåìà 10.10.2 âûãëÿäèò ïðîùå, ÷åì òåîðåìà 10.10.1, íî
�ïðîñòîãî� äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íåå íå èçâåñòíî. Äåëî â òîì, ÷òî îáå
òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè è äîêàçàòåëüñòâî
âòîðîé â ðàçìåðíîñòè n èñïîëüçóåò ïåðâóþ òåîðåìó â ðàçìåðíîñòÿõ
ìåíüøèõ, ÷åì n.

Äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ ýòèõ òåîðåì (à òàêæå ìíîãî äðóãèõ ñèëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ) èìååòñÿ â ïðåïðèíòå (òî÷íåå, ðóêîïèñè) Ã. Ïåðåëüìàíà
�A.D.Alexandrov's spaces with curvatures bounded from below, II�. Ê
ñîæàëåíèþ ýòà ðàáîòà íå îïóáëèêîâàíà.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè òåîðåìà 10.10.1 âåðíà äàæå â áîëåå ñèëüíîé
ôîðìå: ñóùåñòâóåò ñòðàòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà íà òàê
íàçûâàåìûå ïðèìèòèâíûå ýêñòðåìàëüíûå ïîäìíîæåñòâà. Ýòî äîêàçàíî
â [Per1].

Ìû íå áóäåì çäåñü îïðåäåëÿòü, ÷òî òàêîå ýêñòðåìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî.
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ãðàíèöà ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì. Äðóãèì ïðèìåðîì ýêñòðåìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà
ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ó êàæäîé èç êîòîðûõ äèàìåòð ïðîñò-
ðàíñòâà íàïðàâëåíèé ìåíüøå, ÷åì π.

Äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ âûøå òåîðåì ñëîæíû è îïèðàþòñÿ íà èçó÷åíèå
àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ è íåýëåìåíòàðíûå ôàêòû èç
òîïîëîãèè. Íî ýòî ëåæèò çà ðàìêàìè íàøåé êíèãè.

Â ðàçìåðíîñòè 2 ðåçóëüòàòû î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàí-
ñòâà Àëåêñàíäðîâà ïðèíèìàþò î÷åíü ïðîñòîé âèä:
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Ñëåäñòâèå 10.10.3. Ëþáîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, âîçìîæíî ñ ãðàíèöåé.

Óïðàæíåíèå 10.10.4. 1. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå 10.10.3 íàïðÿìóþ (áåç
ññûëêè íà òåîðåìû î ñòðàòèôèêàöèè).

2. Ïóñòü X � òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà áåç ãðàíèöû.
Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X èçîëèðîâàíû
è ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé Σp(X) â ëþáîé òî÷êå p ãîìåîìîðôíî RP2.

×èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
â ðàçìåðíîñòè n, ãðóáî ãîâîðÿ, ðàâíîñèëüíà êëàññèôèêàöèè òîïîëîãè÷åñêèõ
òèïîâ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ 1 â ðàçìåðíîñòè n − 1.
Ïîñëåäíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòà äëÿ n ≤ 3 (ñì. óïðàæíåíèÿ
âûøå), íî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü òàêóþ êëàññèôèêàöèþ êàæåòñÿ
áåçíàäåæíûì.

Â òîì æå ïðåïðèíòå Ã. Ïåðåëüìàíà èìååòñÿ î÷åíü ñèëüíàÿ òåîðåìà
ñòàáèëüíîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äàëåêîå îáîáùåíèå
òåîðåìû 10.10.2

Òåîðåìà 10.10.5 (Òåîðåìà ñòàáèëüíîñòè). Äëÿ ëþáîãî k ∈ R è ëþáîãî
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà Xn êðèâèçíû ≥ k ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òî êàæäîå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà Y n

êðèâèçíû ≥ k, äëÿ êîòîðîãî
dGH(Xn, Y n) < ε,

ãîìåîìîðôíî Xn (çäåñü dGH � ìåòðèêà Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà, à âåðõíèé
èíäåêñ îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü).

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà,
èìåþùåå òîïîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè, íå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî
ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè òîé æå ðàçìåðíîñòè è ñ òîé æå íèæíåé
ãðàíèöåé êðèâèçíû.

10.10.2. Âûïóêëîñòü. Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî
ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f : X →
R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè ñóæåíèå åå íà êàæäóþ ãåîäåçè÷åñêóþ
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 10.10.6. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X
íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, ôóíêöèÿ d(·, ∂X)
(ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû X) âûïóêëà. Áîëåå òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëîé, åñëè êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà X íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî k > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
êðèâèçíû ≥ k òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
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≥ k. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îïðåäåëåíà ãðàíèöà. Âìåñòå
ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé ýòî ïîçâîëèëî ðàñïðîñòðàíèòü äîêàçàòåëüñòâî
çíàìåíèòîé òåîðåìû î äóøå, ïîëó÷åííîé Äæ. ×èãåðîì è Ä. Ãðîìîëëîì
([CG1]), íà ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà.

Òåîðåìà 10.10.7. Â íåîãðàíè÷åííîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Àëåêñàíäðîâà Xn íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå
âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ Xn áåç ãðàíèöû, ÿâëÿþùååñÿ äåôîðìàöèîííûì
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà Xn.

Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî áåç ãðàíèöû ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Çàìå÷àíèå 10.10.8. Â ñëó÷àå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ òåîðåìà î äóøå
âåðíà â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå: ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå X ãîìåîìîðôíî
(íà ñàìîì äåëå, äèôôåîìîðôíî) ïðîñòðàíñòâó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ïîäìíîãîîáðàçèÿ S â X. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîãè÷íîå
óñèëåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 10.10.9. (Ã. Ïåðåëüìàí) Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîãî
ïðîñòðàíñòâà Ck ïî ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ λx, λ ∈ C, |λ| = 1, ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì íàä êîìïëåêñíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîìCPk. Ìû îáîçíà÷èì
åãî K0(CPk).

Êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ (z1, . . . , z3) → (z1, z2) ïðîñòðàíñòâà C3 â
C2 èíäóöèðóåò ïðîåêòèðîâàíèå π : K0(CP2) → K0(CP1). Ðàññìîòðèì
â CPk êàíîíè÷åñêóþ ìåòðèêó; åå ñåêöèîííûå êðèâèçíû çàêëþ÷åíû
ìåæäó 1 è 4. Ñíàáäèì êîíóñ íàä Ck ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêîé êîíóñà.
Ïóñòü B0(1) � åäèíè÷íûé øàð â CP1 ñ öåíòðîì â âåðøèíå. Ïîëîæèì
X5 = π−1(B0(1)). Ìíîæåñòâî X5 âûïóêëî â CP2. Ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ
(ïîëíûì) íåêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà íåîòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óäâîåíèå X

5 ïðî-
ñòðàíñòâà X5 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òîãî æå òèïà, íî áåç ãðàíèöû.
Òàê êàê òî÷êà 0 � òîïîëîãè÷åñêè ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà X5,
òî ïðîñòðàíñòâî X

5 èìååò äâå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
óäâîåíèå S ìíîæåñòâà B0(1) ÿâëÿåòñÿ äóøîé ïðîñòðàíñòâà X

5. Òàê êàê
S ãîìåîìîðôíî ñôåðå S3, òî ðàññëîåíèå íàä S ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì,
à ïîòîìó íå ìîæåò áûòü ãîìåîìîðôíî X

5.

10.10.3. Ìåðà Õàóñäîðôà. Íàïîìíèì, ÷òî m-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà
µm(X) ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ òî÷åê m-ìåðíîãî êîìïàêòíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X âñåãäà êîíå÷íà è ïîëîæèòåëüíà. È ìû óæå
óïîìèíàëè ïîñëå òåîðåìû 10.8.5, ÷òî ìíîæåñòâî íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê
èìååò íóëåâóþ ìåðó. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
èìååò íóëåâóþ ìåðó. Áîëåå òîãî, µm(X \Xε) = 0 äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
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ìàëîãî ε > 0 (íàïðèìåð, ïðè ε < 1
100m), ãäå Xε � ìíîæåñòâî ε-

ðåãóëÿðíûõ òî÷åê.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ {Xi} ñõîäèòñÿ

ê X, ò. å. Xi GH−→ X ïðè i → ∞. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë νi, ÷òî Xi ÿâëÿåòñÿ νi-ïðèáëèæåíèåì äëÿ X,
ïðè÷åì νi → 0 ïðè i → ∞. Ïî ñëåäñòâèþ 7.3.28 ñóùåñòâóåò òàêèå
îòîáðàæåíèÿ fi : X → Xi, ÷òî dis fi < 2νi, à fi(X) ÿâëÿåòñÿ 2νi-ñåòüþ â
Xi. Ãîâîðÿò, ÷òî ìåðû ωi, îïðåäåëåííûå íà Xi, ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå ω
íà X, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ ω(∂E) = 0, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ωi(U2νi(f

−1
i (E))) → ω(E)

ïðè i →∞.
Òåîðåìà 10.10.10. Åñëè m-ìåðíûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
X è Xi, i = 1, 2, . . . , èìåþò îáùóþ íèæíþþ ãðàíèöó êðèâèçíû è
Xi GH−→ X ïðè i → ∞, òî m-ìåðíûå ìåðû Õàóñäîðôà ïðîñòðàíñòâ
Xi ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê m-ìåðíîé ìåðå Õàóñäîðôà ïðîñòðàíñòâà X (ïðè
ëþáîì âûáîðå fi è νi â îïðåäåëåíèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè).

Ýòà òåîðåìà èìååò î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 10.10.11. Ïóñòü m-ìåðíûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà
Àëåêñàíäðîâà Xi êðèâèçíû ≥ k ñõîäÿòñÿ ê êîìïàêòíîìó ïðîñòðàíñòâó X.
Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè µm(Xi) → 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
dimH X < m.

10.10.4. Êîëëàïñ. Ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ñëåäñòâèè, íàçûâàåòñÿ
êîëëàïñ. Áîëåå òî÷íî, ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xi} m-ìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k êîëëàïñèðóåò ê êîìïàêòíîìó
ïðîñòðàíñòâó Y , åñëè Xi GH−→ Y è µmXi → 0 ïðè i → ∞ (èëè, ÷òî
ðàâíîñèëüíî, dimY < m).

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå Y ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì
Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k. Îãðàíè÷èìñÿ íåíàäîëãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì,
êîãäà ïðîñòðàíñòâà Xi ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè ìåæäó ñîáîé ìíîãîîáðàçèÿìè,
èëè, ðàâíîñèëüíî, êîãäà âñå ìåòðèêè çàäàíû íà îäíîì ìíîãîîáðàçèè.)

Òîãäà, åñëè ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì
èëè ïî êðàéíåé ìåðå Y èìååò òîëüêî ñëàáûå îñîáåííîñòè, òî ïðîñòðàíñò-
âà Xi (äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i) äîïóñêàþò ñòðóêòóðó ëîêàëüíî-
òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä (ñì. [Yam]).

Åñëè ó êîëëàïñèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé êðèâèçíà
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íå òîëüêî ñíèçó, íî è ñâåðõó, òî ñëîè ýòîãî
ðàññëîåíèÿ èìåþò î÷åíü ñïåöèàëüíûé âèä; à èìåííî, îíè ÿâëÿþòñÿ òàê
íàçûâàåìûìè íèëü-ìíîãîîáðàçèÿìè (ñì. [CFG]).

Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà
êðèâèçíû ≥ k ïðèáëèçèòü ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñ òîé æå
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íèæíåé ãðàíèöåé êðèâèçíû? Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû î ñòàáèëüíîñòè
10.10.5 ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà X ñ òîïîëîãè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè
íå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè òîé æå
ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ýòî íå èñêëþ÷àåò àïïðîêñèìàöèþ ìíîãîîáðàçèÿìè
áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé, ò.å., ñ êîëëàïñîì. Åñòü ïðèìåð ïðîñòðàíñò-
âà Àëåêñàíäðîâà íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, êîòîðîå íåëüçÿ àïïðîêñèìèðîâàòü
(äàæå ñ êîëëàïñîì) ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
Ýòî, îäíàêî, àïðèîðè íå èñêëþ÷àåò àïïðîêñèìàöèþ ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
èìåþùèìè íåñêîëüêî ìåíüøóþ íèæíþþ ãðàíü êðèâèçíû. Íèêàêèõ
ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ñîðòà íå ïîêà ÷òî èçâåñòíî è âîïðîñ
âûãëÿäèò òðóäíûì.

10.10.5. Êâàçèãåîäåçè÷åñêèå. Ãåîäåçè÷åñêèå íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
èëè ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
êàê ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå è êàê íàèïðÿìåéøèå ïóòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî ãåîäåçè÷åñêèå � ýòî êðèâûå íóëåâîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû. Ãåîäåçè÷åñêèå
â ïðîñòðàíñòâå ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé áûëè îïðåäåëåíû êàê
ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå ïóòè. Ê ñîæàëåíèþ, ãåîäåçè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâàõ
Àëåêñàíäðîâà íå èìåþò íåêîòîðûõ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ãåîäåçè÷åñêèõ â
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òî÷êè, ÷åðåç
êîòîðûå íå ïðîõîäèò íè îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ (íàïðèìåð, âåðøèíà îñòðîãî
äâóìåðíîãî êîíóñà). Äàæå â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êðàò÷àéøèìè âûõîäÿùèìè
èç ýòîé òî÷êè. È íå ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà çà
ñâîþ êîíå÷íóþ òî÷êó, äàæå åñëè ýòà òî÷êà ðåãóëÿðíà. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà
ïîáóæäàþò ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ êðèâûõ, òàê íàçûâàåìûõ
êâàçèãåîäåçè÷åñêèõ. Ãðóáî ãîâîðÿ, êâàçèãåîäåçè÷åñêèå � ýòî ëîêàëüíî
ïðÿìåéøèå ïóòè.

×òîáû äàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå, íàïîìíèì îáñóæäåíèå ñâîéñòâ
äèñòàíöèîííûõ ôóíêöèé, ïðåäïðèíÿòîå â ïóíêòå 4.1.2. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå
X ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé äàíà òî÷êà p è ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
äëèíîé ãåîäåçè÷åñêàÿ γ. Ìû ðàññìàòðèâàëè äèñòàíöèîííûå ôóíêöèè
g(t) = d(γ(t), p) è ñðàâíèâàëè èõ ñ ïîäõîäÿùèìè äèñòàíöèîííûìè
ôóíêöèÿìè gk â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k. Îäíî èç (ðàâíîñèëüíûõ)
îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâà êðèâèçíû≥ k óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî îòðåçêà ãåîäåçè÷åñêîé γ è ëþáîé òî÷êè p, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê
íåé, ôóíêöèÿ g(t) íå ìåíåå âîãíóòà, ÷åì gk.

Îäíàêî òî æå ñàìîå óñëîâèå ñðàâíåíèÿ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ
êðèâûõ γ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Êðèâûå, óäîâëåòâîðÿþùèå
ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàþòñÿ k-êâàçèãåîäåçè÷åñêèìè. Êâàçèãåîäåçè÷åñêîé
íàçûâàåòñÿ k-êâàçèãåîäåçè÷åñêàÿ â ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû
≥ k.
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Êâàçèãåîäåçè÷åñêèå îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
Â ÷àñòíîñòè, âñåìè òåìè óïîìèíàâøèìèñÿ âûøå ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè
íå îáëàäàþò ãåîäåçè÷åñêèå. 2

Êðîìå òîãî, êëàññ êâàçèãåîäåçè÷åñêèõ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè
ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðè îòñóòñòâèè êîëëàïñà.

Îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî. Äâå òî÷êè a, b ∈ X ïðîñò-
ðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X êðèâèçíû ≥ 1 íàçûâàþòñÿ àíòèïîäàìè, åñëè
|ax|+|xb| ≤ π äëÿ âñåõ x ∈ X. Åñëè äâå êâàçèãåîäåçè÷åñêèå èìåþò îáùèé
êîíåö, à èõ íàïðàâëåíèÿ â òî÷êå p ÿâëÿþòñÿ àíòèïîäàìè â ïðîñòðàíñòâå
íàïðàâëåíèé, òî èõ îáúåäèíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçèãåîäåçè÷åñêîé.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êâàçèãåîäåçè÷åñêóþ �èç êóñêîâ�.

Ãåîäåçè÷åñêàÿ â ýêñòðåìàëüíîì ìíîæåñòâå (â ÷àñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêàÿ
â ãðàíèöå ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿåòñÿ êâàçèãåîäåçè÷åñêîé â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà [PP].

Åñòü íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåíåíèé êâàçèãåîäåçè÷åñêèõ. Íàïðèìåð,
äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû î ñêëåèâàíèè (ñì. [Pet1] è óïîìÿíóòûé
âûøå ïðåïðèíò).

Òåîðåìà 10.10.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
X è Y , îáà êðèâèçíû ≥ k îäíîé ðàçìåðíîñòè, èìåþò èçîìåòðè÷íûå
ãðàíèöû. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Z, ïîëó÷åííîå ñêëåèâàíèåì X è Y ïî
èçîìåòðèè èõ ãðàíèö, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðèâèçíû ≥ k.

10.10.6. Àíàëèç íà ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà. Íàïîìíèì, ÷òî
ïî÷òè êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà X èìååò îêðåñòíîñòü,
áèëèïøèöåâî ãîìåîìîðôíóþ åâêëèäîâîé îáëàñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
�àòëàñû� áèëèïøèöåâî ñîãëàñîâàííûõ êàðò, ïîêðûâàþùèõ X ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Â òàêîé êàðòå ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð (ïî÷òè âñþäó); ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèïøèöåâû ôóíêöèè
äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó, êàñàòåëüíûé êîíóñ ïðîñòðàíñòâà X
ïî÷òè âñþäó ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Êîýôôèöèåíòû òàêîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà àïðèîðè òîëüêî èçìåðèìûå ôóíêöèè è îíè íå
ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü òîëüêî ñàìûå íà÷àëüíûå ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâà X. Ìîæíî, îäíàêî, ïûòàòüñÿ âûáðàòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
áîëåå óäà÷íî, òàê, ÷òîáû íà÷àë ðàáîòàòü àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè. Íàïðèìåð, ÷òîáû áûëî ìîæíî îïðåäåëèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
(êàê ôóíêöèè èëè æå êàê ìåðû), èñïîëüçîâàòü ðèìàíîâû ôîðìóëû
ïåðâîé è âòîðîé âàðèàöèè è òàê äàëåå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîñòè÷ü ýòîãî,
íàäî íàéòè êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
èìåëè áû ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ �ãëàäêîñòü� (ïî êðàéíåé ìåðå, áûëè

2Ñì. ïðåïðèíò Ã. Ïåðåëüìàíà è À. Ïåòðóíèíà Quasigeodesics and gradient curves in
Alexandrov spaces.



10.10. Äàëüíåéøàÿ èíôîðìàöèÿ 463

áû äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó), èëè èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå
èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Åñòü íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Èç
óæå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ìû óïîìÿíåì [OS] è [Ot]. Åùå íåêîòîðûå
ðàáîòû äîëæíû âñêîðå ïîÿâèòüñÿ â ïå÷àòè. (Ýòà îáëàñòü äàëåêà îò
çàâåðøåíèÿ è ðàçâèâàåòñÿ äîâîëüíî áûñòðî.)

10.10.7. Ïðîñòðàíñòâà ñ äâóñòîðîííå îãðàíè÷åííîé êðèâèçíîé.
×èòàòåëü ìîæåò çàäàòü âîïðîñ, ÷òî èçâåñòíî î ïðîñòðàíñòâàõ, ó êîòîðûõ
êðèâèçíà îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó. Îòâåò ïðîñò, õîòÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äîâîëüíî òðóäíîå: ãðóáî ãîâîðÿ, òàêîå ïðîñòðàíñò-
âî ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êîòîðîãî
èìååò íåñêîëüêî ìåíüøóþ ãëàäêîñòü, ÷åì ýòî îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ â
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Áîëåå òî÷íî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 10.10.13 (È. Íèêîëàåâ, ñì. [BN]). Ïóñòü (X, d) � (êîíå÷íîìåðíîå)
ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû îäíîâðåìåííî ≥ k
è ≤ K. Åñëè (X, d) íå èìååò ãðàíèöû, òî X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì, ïðè÷åì íà íåì ñóùåñòâóåò òàêîé C3-ãëàäêèé àòëàñ,
÷òî â åãî êàðòàõ ìåòðèêó d ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà, êîýôôèöèåíòû gij êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êëàññó W 2

p äëÿ
ëþáîãî p > 1.

Åñëè ãðàíèöà X íå ïóñòà, òî âíóòðåííîñòü ïðîñòðàíñòâà X
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è
âûøå (îäíàêî ãðàíèöà ìîæåò áûòü íå ãëàäêîé).

Åñëè k = K è X íå èìååò ãðàíèöû, òî (X, d) � îáû÷íîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Íàïîìíèì, ÷òî W 2
p îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, âòîðûå ïðîèçâîäíûå

êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Lp. (Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ, gij ∈
C1,α ïðè âñåõ α < 1.)

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôîðìàëüíûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ
è òåíçîð êðèâèçíû ÷åðåç ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ gij . Ýòè ôîðìàëüíûå
âåëè÷èíû îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó; òåì íå ìåíåå îíè èìåþò ðàçóìíûé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, îïðåäåëåííûé
ãåîìåòðè÷åñêè, ñîâïàäàåò (äëÿ ïî÷òè âñåõ ïóòåé) ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì,
îïðåäåëåííûì ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ. Ôîðìàëüíûå ñåêöèîííûå
êðèâèçíû òàêæå èìåþò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Êðîìå òîãî, È. Íèêîëàåâ äîêàçàë, ÷òî òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò
áûòü (ðàâíîìåðíî) àïïðîêñèìèðîâàíû ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè òîé
æå ðàçìåðíîñòè òàê, ÷òî ãðàíèöû êðèâèçíû ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ñõîäÿòñÿ
ê k è K, ñîîòâåòñòâåííî.
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