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Введение 

Явнополюсным синхронным машинам (ЯСМ) принадлежит 
одно из доминирующих мест как в генерировании, так и в пот­

реблении электрической энергии. 
Современные достижения в области производства и примене­

ния ЯСМ являются следствием гармонического сочетания успе­
хов технологии в электромашиностроении, металлургии, полупро­

водниковой технике и других отраслях промышленности и теории 
как аппарата, позволяющего определять (прогнозировать) пове­
дение ЯСМ в любых условиях работы путем математического мо­
делирования и обеспечивающего возможность физического осмыс­
ления получаемых количественных результатов. 

Теория ЯСМ прошла на протяжении столетия весьма сложный 
путь развития, на котором относительно кратковременные, но су­

щественные по значимости всплески, обусловленные возникнове­
нием фундаментальных идей, чередовались с более длительными 
интервалами кропотливого совершенствования применительно к 

решению конкретных важных для практики проблем и даже с 
неу дачами, связанными с попытками распространения идей фун­
даментального характера на чрезмерно широкие классы задач без 
предварительного математического обоснования. 

Если рассматривать развитие теории ЯСМ под углом зрения 
применяемых математических подходов, то в нем можно выделить 

три стадии, которые частично перекрываются во времени. 

Первоначально теория ЯСМ развивалась на базе аналитиче­
ского описания режимов и процессов в предположении линейно­
сти зависимостей потокосцеплений от токов, т. е. без учета насы­
щения магнитопровода. Фундаментальными идеями, которые при­
вели в конечном итоге к созданию классической теории ненасы­
щенной ЯСМ, были метод двух реакций как физическая основа 
диаграммы Блонделя и преобразования Парка как математиче­
ская основа теории переходных процессов ЯСМ с симметричной 
схемой в статорной цепи [8, 19, 22, 29, 32, 37, 40, 41, 62, 68, 70, 
109,115,116]. 

Принципиально важной особенностью теор'Йи ненасыщен­
ной ЯСМ является тот факт, что она формулируется в виде урав­
нечиЙ. Исходная система алгебро-дифференциальных уравнений 
(САДУ) составляется применительно к реальным (физическим) 
электрическим контурам на основе физических законов с учетом 
Чf>ТКО сформулированных исходных допущений. В дальнейшем вы­
ПОЛ4яется замена переменных (так называемые преобразования 
координат d, q, О), позволяющая упростить решаемую САДУ. Пос­
ле аналитического решения преобразованной системы выполняется 

3 



обратный переход к исходным (физическим) переменным. При 
таком строгом математическом подходе к решению проблемы ко­
эффициенты исходных и преобразованных уравнений и получае­
мых их решений имеют вполне определенное физическое содер­
жание. По преобразованным уравнениям и их решениям могут 
быть составлены схемы замещения и построены векторные диаг­
раммы и геометрические места токов, напряжений, намагничиваю­
щих сил и потокосцеплений, которые в дальнейшем могут быть 
использованы как при выполнении расчетов, так и для интерпре­

таЦl:И (физической либо геометрической) соотношений и связей 
в ЯСМ. 

Следует отметить, что последоваВшие за преоБРl.lзоваuниями 
Парка попытки применения в теории ЯСМ преобразовании дру­
гих видов, например, к двухфазным неподвижным осям (a~ ~, О) 
и к симметричным составляющим для мгновенных значении (1, 2, 
О) не дали весомых результатов. 

В связи с постоянной тенденцией к повышению использования 
активных материалов и, в частности, сталей магнитопроводов, ос­
новное допущение теории ненасыщенной ЯСМ - о линейности за­
висимостей потокосцеплений от токов - уже в 20-е годы обнару­
жило более или менее сильно выраженные несоответствия резуль­

татов расчета данным эксперимента, что неизбежно должно было 
привести к попыткам учета влияния насыщения на режимы, ха­

рактеристики и процессы ЯСМ. Этим началась еще до заверше­
ния первой вторая стадия развития теории, продолжавшаяся до 

60-х годов. 
Отметим что на второй стадии, несмотря на успешное реше­

ние отдельн~IX практических задач, плодотворных идей, способных 
обеспечить построение теории насыщенной ЯСМ на достаточно 
общем уровне, не оказалось. Трудности аналитического решения 
нелинейных уравнений (алгебраических и тем более дифферен­
циальных), с одной стороны, и весьма скромные вычислительные 
средства (почти не отличающиеся от применявшихся в прошлом 
веке) - с другой, вынуждали исследователей искuать выход в 
приспосабливании найденных в теории ненасыщеннои ЯСМ реше­
ний к реальным насыщенным машинам путем соответствующего 
подбора численных значений коэффициентов этих уравнений. При 
этом вследствие настроенности на получение в первую очередь 

утилитарных результатов ,вопросы математической строгаст;! и 
согласованности с физикой явлений зачастую оставались в тени. 

Одним из наибо.лее употребительных приемов, испол,:зуемых при 
таком подходе, было представление потокосцеплении контуров 
насыщенной ЯСМ через токи ее контуров с помощью так назы­
ваемых насыщенных значений статических индуктивностей. Для 
определения последних предложено. множество способов как рас­
четных, так и экспериментальных. Эти способы, однако, как пра­
вило, приводят для одной И той же ЯСМ при вполне одиозначном 
ее MaгтtTHOM состоянии (задаваемом токами К'Qитуров и углом 
поворота Р')ТОIЭа,) к существе-мио ОТJ[ичающимся друг о. друга 
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количественным результатам. Наиболее показательным с этой 
точки зрения является противопоставление предложенных в [42, 
51, 57] способов, в которых насыщенная ЯСМ (по аналогии с не­
насыщенной) описывается в симметричных установившихся ре­
жимах работы двумя параметрuами - собствuенными синхронными 
индуктивностями по продольнои И поперечнои осям, способу, пред: 
ложенному в [114], согласно которому для описания насыщеннои 
ЯСМ в этих режимах требуется четыре пара,метра - две соб­
ственных и две взаимных синхронных индуктивности, причем по­

следние отнюдь не являются малыми. Этот пример наглядно 
показывает, что, следуя концепции насыщенных значений статиче­
ских индуктивностей, можно было бы применять для количествен­
ного описания насыщенной ЯСМ либо два, либо четыре парамет­
ра - в зависимости от субъективного желания пользователя и, 
следовательно, эти индуктивности нельзя рассматривать как объек­
тивные параметры машины. 

Важным достижением теории ЯСМ на второй стадии ее раз­
вития явилось исследование влияния насыщения зубцов ой зоны на 
картину рабочего магнитного поля в воздушном зазоре и создание 
на этой основе весьма точного графоаналитического итерацион­
ного метода расчета установившихся режимов ЯСМ [50, 63]. Ра­
боты этого направления подготовили фундамент к осмыслению фи­
зической реальности индуктивной связи между взаимно ортого­
нальными контурами в насыщенной ЯСМ как явления, аналогич­
ного размагничивающему действию поперечной реакции якоря в 
машинах постоянного тока [9, 11, 27]. 

Объективные предпосылки для интенсивного прогресса, опре­
делившие начало третьей стадии в развитии теории ЯСМ, воз­
никли с появлением ЭВМ. 

Значительно более высокое быстродействие ЭВМ по сравне­
нию с быстродействием ручных вычислительных средств позиоли­
ло решить ряд задач расчета режимов, характеристик и процессов 

ЯСМ с приближенным учетом насыщения магнитопровода при 
сохранении прежнего методологического подхода, в том числе с 

применением насыщенных значений статических индуктивностей 
[4, 1 О). 

Наряду с этим не прекращались попытки поиска новых мето­
дов, нацеленных на описание электромагнитных явлений с более 
высокой точностью. Среди них наибольший резонанс получил ме­
тод ПРОВОдимостей зубцовых контуров [25]. Первоначально он был 
предложен для исследования ненасыщенных электрических машин 
с учетом двусторонней зубчатости. Его распространение на маши­
ны с насыщающимися магнитопроводами сопряжено с примене­
нием переменных магнитных проводимостей, которые по своему 
математическому содержанию аналогичны насыщенным значениям 
статических индуктивностей. 

Кардинальное решение проблемы повышения точности мате­
матического моделирования насыщенных ЯСМ возможно на ос­
нове расчетов электромагнитных полей в двумерной постановке. 
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Однако при современиом уровке 6ыстродейс1'ВШI ЭВМ досаженЮI 
в этом направлеиии ограВRqива~я пока расчетами магнитн~ 
полей при заданиых токах и положении ротора (69, НЗ]. 

, ЦИФРОВЬ1е ЭВМ о(iлад'll1OТ по сравнению с ручными вычисли-
1'efJЬHЫMH средствами uринципиально tIOвым качеством, состояЩИМ 
в том, что решение любой задачи, независимо от уровня СЛОЖНО-­
стн алгоритма, моЖИI быть полностью аВТОМаТИj'Jировано. Это 
позволило еще В 6~,,'roды: поставить вопрос о ПОС1;роении TebtHIM 
ЯСМ без прежних orpаничений, т. е. на методологической осноее, 
восходяш.еil непосредетвенно к клаССН'ltескнм ценностям теорети"iе­
ской элеК'J1Ю'l'ехники и использующей мате:матичеСКIfЙ аппарат 
преимущественно численных методов анализа. Краеуго-льным кам­
нем этой методологической основы был отказ от поНятия насы­
щенных значений статических индуктивностей в пользу диффе­
ренциальных (определяемых в теоретической электротехнике [38) 
как частные производные потокосцеплений электрических конту­
ров по токам контуров), поскольку дифФеренциальные индуктив­
ности для любого магнитного состояния объекта, заданного со­
вокупносгью ТОКОВ контуров этого объекта, единственны (одно­
значны) независимо 8т магнитных свойств среды, в которой эти 
контуры расположены (линейная либо нелинейная, однородная ли-
00 '.неоднородная, изотропная либо анизотропная). Фундаменталь­
ное значение единственности дИфференциальнщ индуктивностеi 
для теорин состоит В том, ЧТО они имеют вполне определенное 
фиаическое содержание, могут быть измерены экспериментально и 
полезны для физического объяснения электромагнитных процес-
сов. ) 

Первоначально концепция дифференциальных ИНДУКТИВiиостей 
как объективных параметров системы ИНдуктивно связанных KOHw 
туров была реализована применительно к неявнополюсным маши­
нам с насыщающейся главной магнитной цепью (84, 85]. Введе­
ние в [85] понятия тензора рабочих ДИфференциальных индуктив­
ностей неявнополюсной машины как производной векторной фуJi:Ка 
ции, отражающей зависимость вектора рабочего потокосцепления 
от вектора намагничивающего тока, не только позволило создать 
удобные алгоритмы расчета режимов и процессов машин этого 
вида, но и теоретичееки укрепило концепцию дифференциальных 
Индуктивностей как непосредственно вытекающую из математи­
ческого аппарата соврем~нной физики -- тензорного анализа 

Дальнейшая реа.тtизаnий этой концепции осуществлял ась по 
нескольким параллеЛЬRЫМ направлениям -- применительно к 
электромеханическим преобразователям различных видов. Однако 
наиболее весомые как теоретические, так и практические резуль­
таты были достигнутw в области ЯСМ. Одновременно Выполнялись 
возможные обобщения Важнейшие из них ...... математическое 
обоснование неединственности HacыrцeHHЫX значений статических 
индуктивностей и единственности дифференциаnьных индуктивно­
стей r 1 (6), теорема взаимности для диФФеренциальных индуктив­
ностей [108], введение ПОнlIтия электромагнитных параметров как 
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матрицы, состоящей из ИНДУК:ТИ,НQCтеА 11 коэффИЩfelt"1'otJ &' IA. с. 
движения 1101), общий алгоритм опредenения электро.ritГИНТН1& 
параметров {tOO, 101] - стали dtноЬОй 'i{лSl "Сt>здаиия теории 0606-
щеltн(jt'о • .DектроиехаНJlчесlЮГО чр~азова'fе.шJ; JЭМП) Ka~ Ytt~ 
ройства с ШИХfО8аННЫJII ферромai'~J{tным Wtамtllf,ЬпроводоМJl \11'0-
изволь~ конструкции И УЛQже1tНЫМИ на нем n электрически).tи 
контурамй и харзктер.rsуеr.tого f перемещенияМJt {пе1'емеиныtl!и 
геометрическими коордиnатами, определяющими пOll1Oжение под· 
вижньtх частеА tфеобразЬвателя) {9б). ' 

COrnaCHO теории обобщеtйюго ЭМП расчету режи'itов, Хl!рак­
тер"е~ик и ~poцeCCOB преобразоватenя любого KOНК~O ви~~ 
должна предшество-13аТЬ работа, tОС1'оящая из следyI()ЩJlХ эt8ТIOВ: 
формулирования (постановки) задачи, создания математической 
модел« и составлении программы решения задачи на ЭВМ. 

I1oCTI!HOBKa задачи содержит характеристику преобразователя 
(коикре1kзацию его конструкции), схему его включения, исходнне 
допУЩения (на физическом уров'Ке в вербальном изложении)' и 
с(Щержание коltечuой цели. 

В понятие математической модели вх()дй'r формироваttие на 
основе законов физики и в соответствии с dРИНЯТЫМiI исхоJt;Rыии 
допущениями системs урав~нJitй, необходимой и доеТА-reчной для 
достижения поставленной цели,' и аналитическое пре6бразов&иие 
этой системы, обеспечивающее оптимальность решения задачи 'на 
ЭВМ. 

Первые два этапа являются стержнем теории ЭМП рассмат­
риваемого вида. Составление пporраммы решения задаqи на ЭВМ 
во созданной 'Математич~ской: моде",и --- рутинная процедура, 
выполнимая специалисtз'Ми в облает" пpoorpаммиров~ния, IЮэтому 
этот этап не следует рассматряв~ как составную часtь теори" 
ЭМП. Степень оСоотвеТСТВИj! результатов расчета данныМ экспери­
мента, НJJИ, иными -словами, ypt)BeHb адекватнОсти матеМВтит.tескоЙ 
модели определяется nР8ктнчески ИС'К.lJlючU:тe1IьнО исходными дfYa 
пущеНИЯМ8. С друroй стороны, повышен~ уровня адекватности 
модели неизбежно связано с ее усложненийми и, в конечн'ом ито­
ге, с увеличениЕ'М стоиМости 'Решений задачи на ЭВМ. Поэтому 
выбор исходных допущений яВЛЯется очень ответственНЫМ моМен­
том в разработке теорttи эмп. 

Анализ литературы и дополнительные экспериментальные ис­
слеДОВ8iIия: показали, что удовлетворительная Дnfl б€>льwинства 
практических задач точность математического моделирования ЯСМ 
достиtается: при исходu~ .ll.опущен"ях, которые в осноВном досtз­

T01lHO полut> -сформулированы в [50, 63] и отражают по существу 
расчет рабочего магнитного поля по уравнениям магнитостатики 
в одномерной/ПОСтановке Вместе с тем пр .. ЭТИХ допущениях ~CT­
родействие матsматическик моделеЙ при их реализации иа ~Bpea 
менных ЭВМ odl3ывается достаточно выооким. Поэтому дальней­
шие усилия былИ направлены на созданltе теории насыщенной 
ЯСМ, ,основанной на расчеtе рабочегО' магнитного ПОЛя в O:/.l:HoMepa 
ной постановке. 
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.) пер~чiJJlыf,.,' ыатеиатиtJt;ЕКце ~9.д~И Я'М раЗРil~атываJlИСъ.. 
IJ'" бjiaе ~"H~ иеТЬД98 tJИСJНЩНРГ9 fПi~рирования неJII{tlейных си­
с1tЩ4 диффереНlUlа,/I.и~х~ураsнеНlЩ. ПЯ~ эт..ом Д.JIЯ '9Пff.C~ния ЭJlеК1:~ 
рсщвгнитных свs{з~й ЦСПОJlь~.а.fIQ(;~ ~",ектроъtагf!итные "лараметры 
(.п.кФ<QeренццаJlЬН~ ~НДУКТИЩfOсти"И КОЭффQц~ен,!ьt, э. д. с. вра­
щ.~~я). Решение отдеJlЬЦЫХ защщmЬk таком цpдxoД~ ИЗfIожено в 
работах авторов {t\ 18. 20, 47, 49" "4-79, ~'" $6, ,89,-93, 95, 97. 
10~-105, lQlJ. Переход к не~щн.ы~ .метода1\( ЧJlCJlе~ого интегри­
рования лотребоваJl даJlьнейпierо р~вития те~DПК''itt~, резу.ць· 
T~~ котqpQr~ЯВИJlОСЬ введеии~ ПQКЯlИЯ маГНИТ~Q~м~анической 
характериCТjJiЮl (ММХ) лре~($разоватe.nя как зави~",,~ти векто­
ра пртокщ:цеU.l!ен~Й и ЭJlеКТРоДИl;lамических СI;IЛ от ~Tppa TO~OB 
1;1 леремещении и лонятия магнитно-механических параметров 

(ММП) 'Как ~роизводной этой заВИQИМОСТИ (.,:атрицы Якоби) [94]. 
В лреДJlагаемой монографии цпервые в систематизированном 

виде ИЗJlожеНhI ОСНОЩi ориентированной н:а лрименение ЭВМ 
теори~ ЯСМ без учета Ц с учетОld Ilасыщения маГНИТОПР9JJода. 
базирующейся на расчете ее рабочего магни:гцого ПОJlЯ в одномер­
ной QQстаиовке и испол.эовации как явных, J'aK и неявных мето­
дов ЧИСJlеннQ.rО интегрирования. ,; 

Монография состоит из ПЯТИ р~~деJlОВ. В лер во м раздеJlе из­
лр~еца математическая теорю,l обобщенного ЭМП, орцентирован­
ная на примеценИе ЧИСJlенных методов анаJlиза и COBpeMeHH~X 

ВЫЧИСJlитеJlЬНЫХ средств. Она ЯВJlяется основой для создания ма­
тематическ:их моделей ЯСМ и электромеханических преобразова­
,-uей других видов. B~_BTOPOM ра:щ~л~,цриведены математические 
модел,и ЯСМ с насыщающнмис.я магниюuроводаJIIИ в фазных кО'­
<>рдинатах, базируК>щиеСА ,на рас.чете рабочего магнитного ЛОJlЯ 
в одномерной пост~новке, а T~цe модели н~насьtщенной ЯСМ в 
этих же Ij;оординатах. В ,третьем I?~зделе изложеliW соответствую­
щ»е им МQдеJlЦ ыасыщенной н неQ8сыщенной ЯСМ в ю;юрдинатах 
lit. q. О. в чеТВf:РТОМ ,разде.ве приведены модели .нем в фазных 
координатах и в КOGpJl,Инат$.Х d. q, О, базирующиеся на опцсании 
не~инеЙны.х маГНЦТН1!IХ свйзей ~ ПОМQЩЬЮ эквивалентной харак­
теристики магнитопровода как заВflСИМО<;1'И изображающего век­
TOPi потока основной Г,армонн;ки ,рабоч~го ПОJlЯ от изображающего 
вектора основной гармоники результирующей намагничивающей 
силы. Такие модели по уровню адекватности неСКОJlЬКО УСТУU8ЮТ 
моделям, изложенным в разделiВ~, 2 и 3, но существенно превосхо­
д.ят их по быстродействию. Об~у~ден,I;IС резУJlьтатов математиче­
ског~модеJlирования и экспериме~альной проверки модеJlей при­
ведено. в пятом разделе. Здесь из-за ограничения объема моногра­
фии изложены только наиболее важные особенности, характери­
ЗУЮSl.ие ВJlИЯНJI,е насыщения ~лементов магнитопровода ЯСМ на 
шtраме.,ры, статические характеристики и переходные процессы. 

Более ,подробно изложение ряда JЩПРОСОВ ВJlИЯfJlffi насыщения на 
IWведеQJ!e ЯСМ, работающих отдел,*ио Jlибо в электромехщшческих 
СИQТема.х, читатеJlЬ .сможет найти в раб.отах [5, 14, 15, 24, 31, 43-
48,59,61,105). 

р ) 
f. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ' 

МАТЕМАТИЧЕСКЬtо МОДЕnИРО8АНИЯ 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРЕО&РА308АТЕJlEЙ 'ЭМПI 

{;' I 

f .1. Объект иссnедоваНИJl 
и постановка задачи 

Под обобщенным электромеханическим преобразователем 
(ЭМП) будем понимать устройство ПРОИЗВОJlЬНОЙ конструкции .. 
содержащее n электрических контуров, взаимное положение ко­
торых и их положение относитеJlЬИО ферромагнитных масс опре­
деляется 1 переменными геометрическими координатами, называе­
мыми в дальнейшем перемещениями. МатериаJlЫ ферромагнитных 
ЭJlементов преобразоватеJlЯ ПОJlагаем безгистерезисными, а маг­
нитопровод - шихтованным. 

В этом разделе будут paccMoTpeHPI основные положения ,тео-
ии матеjатического моделирования переходных электроме:хани­

~еских процессов ЭМП лрименительно к сформули;рованном)" выеe 
объекту ЙССJlедования - обобщенному ЭМП. Материал этой tла­
вы служит математической основой дJlя моделирования переход­
ных процессов явнополюсныx СИ'Rхронных машин (ЯСМ), ИЗJlагае-
мого в разделах 2, 3, 4. 

1.2. Магнитно-механическая характеристика 
060бшеиного ЭМП 

Пусть ДJlЯ обобщенно~о ЭМП заданы значения токов i 1, ••• , i7t­
И перемещений Vl, .•. , Vl. Тогда лри заранее принятых допуще­
ниях вытекающих из требуемого уровня адекватности математи­
ческ~й модеJlИ преобразоватеJlЯ, при известных геометрии tлект­
рических контуров и магнитопровода и характеристиках намаг­
ничивания материаJlОВ маГНИТОlIровода всегда .можно. рассчита~ 
лоле ЭМП. Таким образом, совокупность токов ~1, .•. , t1l. И перем -
щений Vl •.•• , у; ПОЛНОСТЬЮ задает (опредеJlяет) магнитное состо­
яние лреобразоватеJlЯ. По заданным токам и перемещенияМ' И pac~ 
считанному магнитному ПОJlЮ ЭМП нетрудно ВЫЧИСJlИТЬ потоко-
сцеПJlения 'Ф1, ... , 'Ф1I. его контуров и обобщенные электродинамичей-
ские СИJlЫ М1, ... , Ml, действующие в направлениях перемещениг_ 
VJ, .' .. , 'У! соответственно (еСJlИ леремещение У; ЯВJlяется у 



.JIOBblM, то М; предстаuяет собой эдеJCТродинамический момент, а 

.если перемещени.е У; ~~яется линей~, то М; есть электродина-
мическая сила). ' 

Вспомогательные пере~енные ml, ... , mq, Зi13исящне от токов 
и перемещений и необходимые для вычисления потокосцеплений 
я обобщенных сил при заданных токах и перемещениях, будем 
называть внутренними магнитными координатами (ВМК) преоб­
разователя. В качестве ВМК могут использоваться магнитные по­
токи и падения магнитных напряжений элементов магнитной цепи 
преобразователя (если состояние магниrопровода описывается ме­
тодами теории цепей), магнитные потендиалы и векторы магнит­
ной' индукции и' напряженност'и магнитного поля (если для опи­
-сания состояния магнитоuровода применяются дифференциальные 
уравнения магнитостатики) и другие величины. Физическое содер­
жание и количество ВМК всецело определяется требуемым уровнем. 
адекватности разрабатываемой математической модели ЭМП. 

Систему уравнений, содержащую в качестве переменных по-
70косцепления контуров, обобщенные электродинамические силы, 
токи контуров, перемещения и ВМК преобразователя и позволяю­
щую рассчитать ВМК, потокосцепления и электродинамические си­
-лы при любых задаваемых значениях токов и перемещений, будем 
называть неявной магнитно-механической характеристикой (ММХ) 
преобразователя. 

Неявная ММХ любого ММП может быть представлеНf совокуп-
11ОСТЬЮ трех подсистем уравнений, из которых первая состоит из 
q уравнений, необходимых для расчета магнитного поля преоб­
разователя при принятых исходных допущениях и задаваемых то­

ках и перемещеннях (т. е. для вычисления ВМК) , а вторая и третья 
определяют соответственно потокосцепления и электродинамиче­

ские силы через токи, перемещения и вмк. Эти подсистемы имеют 
соответственно вид 

/1 [i1l" ',in,11'" ',11,т 1 ,'" mq ] =0; 

jq [i p •• " ln,"r l' •• " Tl' m 1 , ••• ,mq ] = О; 
~} = 'Р1 [il' ... i n, 11' ... , ТI' т 1 , ••• , mq ]; 

(1.1 ) 

Фn=СРl [i p "',in,Tl' ···,11,m 1 , •• ·,mq ]; (1.2) 

• Mt=E1[il,···,in'"(1'···,Tl,mp.·.mq]: 

( 1.3) 

Объединим однотипные по содержанию переменные в вектор­
столбцы 
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i=(i .. ···.in}*; "(=("(1' ···,iд.; 

Ф = (~1' ''', фn)*; м = (М1 , ... , М,).; 

m=(mt,···.mq)'" ( 1.4) 

и I!азовем. их соответственно вектором токов, вектором перемеще­
нии, вектором потокосцеплений, вектором электродинамических 
сил и вектором Вмк. Здесь и далее символ «*:. обозначает транс­
понирование. 

С учетом обозначений (1.4) подсистемам (1.1)-(1.3) соot­
ветствуют векторные уравнения 

где 

f[i, у. т] =0; 
1jJ=qJ [i, у. т]; 

M=~[i, у. т). 

f=(fl, ... , fq).; 1jJ=(qJl, ... , 'Рn).; 6=(61 •...• 61). 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
- соответственно q-, n- и l-мерная вектор-функции. 

Согласно приведенному выше определению. неявная ММХ обоб­
щенного .ММП математически описывается системой скалярных 
уравнении (1.1) - (1.3) либо равноценной ей системой векторных 
уравнений (1.5)-(1.7). 

Совокупность токов и перемещений (совокупность векторов i 
и у) будем называть аргументом ММХ. 

Система скалярных уравнений (1.1) или равноценное ей век­
торное уравнение (1.5) позволяют рассчитать ВМК при любом 
значении аргумента ММХ, поэтому назовем систему (1.1) (или 
уравнение (1.5» неявной внутренней ММХ преобразователя. 

Если бы удалось решить аналитически систему (1.1) относи­
тельно ВМК ml, ... , mq , то мы получили бы совокупность скаляр­
ных зависимостей (формул) 

~! =т1 [i1J "', i n .Tl "', ТI]; 

(1.9) 

или с учетом обозначений (1.4) одну векторную зависимость 

m=m [i, у}. (1.10) 

Систему (1.9) или равноценное ей векторное уравнение (1.10) бу­
дем называть явной внутренней ММХ преобразователя. 

Получение явной внутренней ММХ из неявной внутренней ММХ 
аналитическим путем возможно только для простейших случаев, 
не представляющих в настоящее время сколь-нибудь серьезного 
практического интереса. Если же такого аналитического решения 
получить не удается, то можно воспользоваться численным спо­
собом, Т,. е. вычислять значения ВМК, соотвеТствующие любой за­
даваемои совокупности токов и перемещений, решая систему (1.1) 
численно. Повторйв эту процедуру на достаточно густой сетке то­
чек в (n+l) -мерном пространстве аргумента ММХ, мы рассчи­
тали бы ЯВJIУЮ внутреннюю ММХ преобразователя, представлен­
ную в табличном виде, и применяя к последней степенную интер­
поляцию, получили бы выражение явной внутренней ММХ в виде 
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совокупности q степенных полиномов от n+! независимых пере­
менных. Отметим, что T~Koe численное преобразование неявной 
внутренней ММХ в явную для всего (n+l) -мерного гиперкуба в 
пространстве аргумента ММХ было бы чрезвычайно громоздким. 
Поэтому оно при математическом моделировании ЭМП не приме­
няется (за исключением тех редких случаев, где оно по сравнению 

с другими методами математического моделирования все же мо­

жет оказаться предпочтительным). Тем не менее, формулирование 
понятия ЯВlюй внутренней ММХ полезно в теории обобщенного 
ЭМП, и практическая ценность этого понятия будет очевидна из 
дальнейшего изложения. 

Подставив (1.9) в (1.2), (1.3), получаем совокупности скаляр­
ных зависимостей (формул) 

'Ф1 ='ФI [i l , •.. , in , VI, .,. , 1'1] ; 

'Ф~='Фn [i 1, ••• , in , Yl, ... , '\'1] ; 

М) =М) [i 1, .,. , in , '\'), ... , VI]; 

M1=M1 [i1, ... , in , Yl, ... , '\'1], 

или, с учетом обозначений (1.4), векторные зависимости 
1jJ='Ф [i, 'У]; 

M=M[i, 'У]. 

(1.l1) 

( 1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

Они позволяют непосредственно вычислять потокосцепления и 
электродинамические силы для любого задаваемого значения ар­
гумента ММХ. Поэтому скалярные зависимости (1.l1), (1.l2) или 
равноценные им векторные зависимости (1.13), (1.14) будем назы­
вать явной внешней ММХ преобразователя. 

Объединив вектор-столбцы 1jJ и М в один вектор-столбец ('Ф, М). 
и вектор-столбцы i и '\' в один вектор-столбец и, 'У) *, пред­
ставим явную внешнюю ММХ одним векторным выражением 

('Ф, M)*=(1jJ, М)*[и, ,,)*]. (1.15) 
Отметим, что при решении практических задач часто удается пред­
ставить неявную ММХ в виде 

f[i, у, т), m2] =0; 
m2=m2 [i, у, т)]; 

'IjJ=<р [i, у, т" m2]; 

M=s[i, у, т" m2], 

( 1.16) 

(1.17) 

( 1.18) 

(1.19) 

где т), m2 - составляющие вектора m= (т), m2) *. Такое представ-
• '1ение неявной ММХ математически отражает то обстоятельство, 
что из общего числа q ВМК оказывается возможным выделить 
совокупность q2 ВМК, объединяемых вектором m2, которая выра­
жается явной формулой (1.17) через токи, перемещения и осталь­
ные q) =q-q2 ВМК, входящих в вектор т), но при этом непосред­
ственная подстановка выражения (1.17) в уравнения (1.16), (1.18), 
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(1.l9) (сводящая их, очевидно, к виду (1.5)-(1.7» нецелесооб­
разна, так как она привела бы к чрезмерно ГРОМQЗДКИМ уравне­
ниям. 

Представление ММХ в виде (1.16)-(1.19) можно рассмат­
ривать как простейший частный случай представления ММХ си­
стемой уравнений: 

f[i, ,\" т), m2, ... , mр] =0; 
m2=m2 [i, '\', ml]; 

mз=mз [i, '\'. ml, m2]; 

mр=mр [i, 'У, ml, ... , mp_I]; 
'Ф=<р [i, у, т, • ... , mр]; 

M=s[i, у, ml"", mр ], 

( 1.20) 
(1.21 ) 
( 1.22) 

в которой внутренняя ММХ (1.20) представлена уравнением и со­
вокупностью рекуррентных отношений. Такую внутреннюю ММХ 
будем называть рекуррентной неявной внутренней ММХ. 

Как известно, коэнергия магнитного поля обобщенного ЭМП 
определяется выражением 

1 4 

И!i,у]=U[i.,у*]= S Ф.[i,I]di= J (di.)IjI[i.I]. (1.23) 

о о 

где 'Ф., i*, У* - вектор-строки, получаемые транспонированием 
вектор-столбцов 'Il', i, У соответственно. Коэнергия является функ­
цией состояния, т. е. она при любом неизменном векторе V опре­
деляется только значением вектора i и не зависит от пути в n­
мерном пространстве вектора токов, по которому произошло из­

менение вектора токов от нуля до его конечного значения. 

Из (1.23) непосредственно следует, что 

Ф = дИ [ i~, 1 *] = (d~ , ... , дИ) ; 
дl. дl 1 ain * 

Iji* = дИ [~, 1) = (д~ , ... , д~) t (1.24) 
д! dl 1 iJln 

Электродинамическая сила M j , действующая в направлении 
перемещения Vj, численно равна частной производной коэнергии 
поля по этому перемещению [70]. Следовательно. 

М= дИР." ... ] =(дИ ... дИ) . 
дт,.. ду\ ' • дТI .. 

М. = ди р, ') = (ди , ... , ди ) , {1..25) 
ду дТl д11 

где М* - вектор-строка, получаемая транспонированием вектор­
столбца М. 
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Таким образом, векторы потокосцеплеиий и электродинамиче­
ских сил определяются как частные производные одной и той же 

функции состояния - коэнергии магнитного поля - соответствен­
но по вектору токов и по вектору перемещениЙ. Это обстоятельст­
во отражает одно из наиболее глубоких свойств магнитно-механи­
ческой характеристики обобщенного ЭМП. 

1.3. Маrннтно-механнческне параметры 
о6о6wеиноrо ЭМN 

Назовем внешними магнитно-механическими параметрамн 
(ммп) обобщенного ЭМП полную произвоДную его явной внеш­
ней магнитно-механической характеристики (1.15) по аргументу 
этой характеристики. Эта производная изображается матрицей 

дф д'~ --
ai дl 

дМ дМ 

di дl 

блоки которой в соответствии с (1.11), (1.12) имеют вид 

д~1 ... д~1 дФ1 a'f' 
дф di1 ain д'~ I ду 1 ••• a'(l 

L=-= К=-= . 
ai д 

к,=дМ = 
ai 

дфn дФII 1 дфn дФII 
di 1 ai" ду! dll 

дМ! ... дМ1 laM1 ••• дМ1 
ai1 oin дМ 

й=-= 
drl дУl 

дМ1 ••• aM1 
01 aMl ••• aMl 

ai1 дin д11 ду! 

(1.26) 

. (1.27) 

и представляют собой матрицы, размерности которых равны соот­
ветственно nхn, nxl, lXn и lxl. 

Легко видеть, что блок L матрицы внешних ммп представля­
ет собой известную в теории эмп матрицу индуктивностей преоб­
разователя, а блок К - матрицу его коэффициентов э. д. с. дви­
жения. 

Назовем внутренними магнитно-механическими параметрами 
обобщенного ЭМП полную iIроизводную его явной внутренней 
магнитно-механической характеристики (1.1 О). Эта производная 
изображается матрицей 

P t = d(~~)* Il д; д;I/=118 Г//' (1.28) 
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блоки которой в соответствии с (1.9) имеют вид 

I дп: 1 ... д":1 дт 1 ... дm l 

8 = дт = \' д.~1 at" Г = дm = дТ 1 д11 ai дт' (1.29} 
I дmq ••• amq amq ••• am ll 

I~ ~" ~1 д~ 
и изображаются матрицами, размерности которых равны соответ­
ственно qXn и qxl. 

Полные дифференциалы векторов потокосцеплений, электроди­
намических сил и внутренних магнитных координат определяются 

соответственно по формулам 

дф = дф di + д~ dr = Ldi + Kdl; (1.30) 
дi д! 

dM = дМ di + дМ d1 = К' di + Gd1; (1.31) 
ai дт 

dm= дт di + дт dl = f1di + rdl, (1.32) 
ai ду 

где di, dV - дифференциалы векторов токов и перемещениЙ. Та­
ким образом, ММП являются коэффициентами линейных одно­
родных зависимостей приращений потокосцеплений, электродина­
мических сил и вмк. от приращений токов и перемещениЙ. Эти 
зависимости являются точными, строго говоря, лИШь для беско­
нечно малых приращений токов и перемещений, но они практи­
чески пригодны при условии, что эти Прllращения достаточно 

малыI. 
При математическом моделировании ЭМП мы располагаем, как 

правило, только его неявной ММХ. Рассмотрим способ вычисле­
ния внутррнних и внешних ммп на основе неявной ММХ преоб­
разователя. 

Дифференuируя уравнение (1.5) по векторам i и V и учитывая, 
что они взаимно независимы и что согласно явной внутренней' 
ММХ (1.1 О) вектор вмк. зависит от векторов i и 'У, имеем 

д! + д! дт =0' д! + д! дт =0. (1.33) 
ai от ai 'дт дm дт 

Частные производные, входящие в (1.33), согласно (1.1) изобра­
жаются матрицами 

д/1 '" д/! ajl .. , д/1 

д! 
-= 
di 

1,5. 



дl 
-= 
дm al. ,,' a/q 

дm 1 amq 

( 1.34) 

размерности кото'рых равны соответственно qXn, qxl и qXq. 
При правильно составленной системе уравнений (1.1), отра­

~ающей неявную внутреннюю ММХ преобразователя, матрица 
Jm является невырожденной для любого значения аргумента и. 
,\,) •. в самом деле, если бы оказалось, что при некотором зна­
чении аргумента ММХ матрица fm вырождена, то это означаЛQ бы, 
что система (1.1) не имеет единственного решения, что противо­
речило бы положению о единственности магнитостатического поля 
ЭМП при заданных возбуждающих этО поле токах и заданном 
взаимном положении элементов преобразователя. 

Из (1.33) непосредственно вытекают следующие выражения 
для внутренних ММП: 

8= д: =_ (jm)-Iji; ( 1.35) 

Дифференцируя уравнения (1.6), (1.7) по векторам i и у' и 
учитывая, что эти векторы взаимно независимы и что согласно 

явной внутренней ММХ (1.1 О) вектор ВМК зависит от векторов i 
и 'У, имеем 

дф = a'f + д<р д m. дф = a'f + aq> ~ т . 
дё ai дm ai 'дl ду дm дт ' 

д М = д~ + iL дm ; дМ = дЕ + ~ дm . 
дё дё дm дё дl дт дm ду 

( 1.36) 

Частные производные, входящие в 
.изображаются матрицами 

(1.36), согласно (1.2), (1.3) 

aq>1 " . aq>, 
aq> 
-= ai 

дт 
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д<р! ••• д<р, 

aq> = дrl ду/ 
дт 

= ЧI'; 

=,m; 
a~/I •• , a<P/l 

(1.37) 

-= 
ai 

дЕ , ... де, 

-= 
дm де/ де/ -, .. -

дm 1 amq 

= Ет; 

д'Е, .... дЕ, 
дтl ~Tl 

, '. 

(1.38) 

с учетом обозначений (1.27), (1.29), (1.37) ~ О .38) выражения 
(1.36) принимают вид 

L=q>i+q>m 8; 

K'=Si+sm8; 

к =q>'I'+q>mr; 

G=s'l'+sтr. 

( 1.39) 

Подставив в (1.39) выражения матриц 8, Г согласно (1.35), име­
ем окончательно 

L = q>i - q>m (frn)-l 11; К = ~1 - <рm иm)-l /1; 

К' = е ; - ет (jт)-I Р; G = ~1 - Еm иm)-\ /1. (1.40) 

Для неявной рекуррентной ММХ формулы для определения 
ММП являются рекуррентными. В этом легко убедиться на при­
мере ММХ вида (1.16) - (1.19). Действительно, продифференци­
ровав ее по вектору i, имеем 

fi + jm, 81 + jm'82 = О; (1.41) 

8\=112\8\; 

L = '{'; + Ч'т, 81 + ,т, 82; 

К' = е ; + е т , 81 + е m, 82' 
где 

ИЗ уравнений (1.41), (1.42) находим 

81:::8:: ...... (1т. + /"'*p.,I)-1/', 

2-:1201 

( 1,42) 

( 1.43) 

(1.44 ) 

,(1.45) 

{1.46) 

(1,47) 
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Таким образом, для вычисления внешних параметров L и К' сле­
дует воспользоваться последовательно рекуррентныии формулами 
(1.47), (1.42)-(1.44). 

Аналогично, продифференцировав ММХ (1.16)-(1.19) по век­
тору 'У, приходим К рекуррентным формулам 

r = дm. = - (1т. + jm .... ,t)-I /t; (1.48) 
• дт 

(1.49) 

(1.50) 

(1.51) 

Сопоставляя выражения (1.27) с (1.24), (1.25). находим, что 
д2 U д2 И 

дф д2 и 
ai t дi• дi t di,. 

L=-=--= . 
д; ai. дi д2 и дlИ 

(1.52) 

дi,. дi! di,. дЁ,. 

д2 И d2 U 

дф д2 и дi 1 дт I дЁ! ОТ, 
К--- -

ду дЁ.дт д2 И д2 И 

(1.53) 

din ду, дin ду, 

д2 и д2 И I 

к,=дМ = д2 И дТ! дi, ду, din 

= 
дё дт. д; д2 И (р И 

(1.54) 

дт, дit ду,ОЁ,. 

д2 И д2 и 

й=дМ = д2 И 
дТI ду. дт\д"{l 

-
ду дт. дт д2 И дl И 

(1.55) 

дуl д11 ду, дl, 

Из (1.52)-(1.55) 
. ') 

видно, что матрицы L и G симметричны и 

К' = дМ = (дФ) == К*. (1.56) 
дЁ ду * 

Учитывая (1.56), мы в дальнеЙшем будем поJiЬзоваться для обоз­
начения производной К' =dМjШ симводом К •. 

Матрица (1.26) внешних ММП принимает с учетом (1.56) вид 
дZU д2 и 

Ре= 
di. д; dl. дт 

=II~. ~II' 
. 

.(1.57). 
дZ'u д2 и 

д1. д; д-r.д1 

Эта матрица симметрична для любого ЭМП. 
При i == О аектор.ы 'ф и т равны нулю при люб~ значениях '\1. 

!IОЭТОМУ блокн К, х., G матрицы Р. ЯВЛЯЮтся нулевыми, т. е. при 
&=0 матрица Ре вырождена. 

1.4. Методы IIИСllенноrо 
интеrрированиSl непннейных систем 

аllrебро·дн~еренцнаIlЬНЫХ уравнений 

в публикацнях по численным методам решения задачи Коши, 
как правило, рассматрнваются алгоритмы, предназначенные для 

систем ДУ в предположении, что последние решены относительно 
производных, т. е. представлены в нормальной форме Коши [3, 
112]. Однако для возникающих в научной и инженерной практике 
задач это условие почти никогда не выполняется. Обычно такие 
задачи приводят к системам алгебро-дифференциальных уравнений 
(САДУ), т. е. содержащим не только дифференциальные, но и 
алгебраические уравнения и имеющим вид 

dx, dx,. l ] о 
CI1-+···+СI.~+'l11 x 1•• .. 'X •• yl'···.yll.t =; 

dt dt· 

dx. + dx. [ ] о С.1 - ••• +C •• -+'l1. Хl' ···.х •. у!' ···.y\l.t = ; 
dt dt 

(1.58) 

W11X1, •••• Ха, У1, •••• Ур, t] =0; 

Wб [XI, ••. , Ха, YI, ••. , Ур, t] =0, (1.59) 

где t - независимая переменная; СзА (j= 1, а; k= 1, а) - постоян­

ные коэффициенты; Х; (j= 1, а) - зависимые переменные, входя­

щие под знаком производной; У! (j= 1, М - зависИМЫе перемен­

ные, не входящие под знаком производной; Vj (j= l,а), Wj(j= 1: 
б) - некоторые (в общем случае - нелинейные) функции неза­
висимой и зависимых переменных. Для разрешимости системы 
(1.58), (1.59) необходимо, чтобы выполнялось условие а+б=а+~. 
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Образовав вектор-столбцы 

Х= (хl, •.. , Ха) *; У= (Yl, ... , У/3) *; (1.60) 

V= (Vl, ... , Va)*; W= (Wl' ... , Wб)* 
и матрицу 

I 
~!1 ••• cl~ 

с= . 
I Са! ••• Са. 

(1.61 ) 

представим подсистемы скалярных уравнении 
ответственно двумя векторными уравнениями 

(1.58), (1.59) со-

dx 
с- + v [х,у, '] =0; 

dt 

W [Х, У, '] =0. 

( 1.62) 

(1.63) 

Система (1.58) содержит только производные первого порядка, и 
эти производные входят в ДУ линейно. В случаях, когда подлежа­
щие решению ДУ содержат производные высших порядков, а 
также, когда производные входят в эти уравнения нелинейно, 
всегда возможно путем введения дополнительных переменных пр е­

образовать исходную систему уравнений к виду (1.58), поэтому 
мы будем рассматривать алгоритм численного интегрирования 
толь!{о применительно к системам вида (1.58). 

Численные методы интегрирования обыкновенных ДУ разде­
ляют на два класса - явные и неявные. Среди явных M~TOДOB 
наибольшее распространение получили методы группы Адамса­
Башфорта и методы группы Рунге-Кутта [3, 112]. 

Все численные методы интегрирования ДУ основаны на приб­
лиженном представлении интегральной кривой на некотором 
интервале изменения независимой переменной в виде ряда Тейло­
ра. При этом если ряд содержит члены до g-й степени включитель­
но, то рассматриваемый метод интегрирования называется мето­
дом g-ro порядка. Интервал изменения независимой переменной, 
на котором интегральная кривая представлена упомянутым усе­

ченным рядом, вместе с указанными на нем g+ 1 точками (узла­
ми), принимаемыми в основу вычисления коэффициентов усечен­
ного ряда, называется шаблоном g-ro порядка. Расстояние между 
предпоследним и последним узлами шаблона называют длиной 
шага интегрирования, или кратко шагом (шагом интегрирования). 

Увеличение порядка метода при неизменном шаблоне приводит 
к повышению точности интегрирования, а при неизменной точности 
имеется возможность увеличить шаг интегрирования и тем самым 

снизить затраты машинного времени на расчет интегральных кри­

вых в пределах заданного отрезка изменения независимой пере­
менной. Прак'Гика применения меtодов различных порядков пока­
зала, что для большинства задач lIаиболее эффектйвными оказы­
ваются методы второго, третьего и четвертого порядков. Метод же 
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первого порядка (называемый обычно методом Эйлера) при про­
чих равных условиях, как правило, характеризуется низкой эф-­
фективностью, за исключением случаев, когда интегральные кри­

вые содержат большое число точек с разрывной первой производ­
ной. Вместе с тем метод Эйлера является наиболее простым как 
по своей сущности, так и по программной реализации, поэтому мы, 
следуя общепринятой традиции, начнем изложение методов с ме­

тода Эйлера. 
Продифференцировав уравнения (1.59) по переменной t, при­

ходим к системе ДУ 

aW1 dX1 + ... + aw, dxa. + aw! dy! + ... + aw! dy~ + aW1 = О; 
дх! dt дx~ dt ду! dt ду, dt д! 

дWбdх! + .,. + дWбdх. + дWбdу! + ... -j дWбdу~ + дWб=О, 
дх! dt дх" dt ду! dt дy~ dt д! 

(1.64) 

в которой частные производные aWj/aXk (j=1, б; k=--т:-a); aWj/aylI. 
(j Т,б; k=U) являются функциями переменных xz(l=[(i), 
yz(l= 1-:/3). Системе (1.64) равносильно одно векторное ДУ: 

w xdx + w ydy + wt=O. (1.65) 
dt dt 

получаемое путем дифференцирования по переменной t векторного 
уравнения (1.63). В (1.65) обозначены 

aw 
wx =-= 

дх 

д;w 1 •• • дw! 
дх! дха. aw 

w y =-= 

дWб ••• дWб 
dX1 дх" 

дw 
w t =-= 

at 

ду 

дw! 
дt 

aW1 ••• aW1 

ду! дy~ 

дWб ••• дWб 
ду! ду, 

(1.66) 

Пусть при t= to зависимые переменные соответственно равны 
хl =Хl.0; ... ; Ха=Ха. о; Уl=Уl. о; ... ; У/3=У/3. о· Вычислим значения 
частных производных aWj/aXk; aWj/aYk при этих значениях пере­
менных, подставим их в систему (1.64) и решим ее численно сов­
местно с системой (1.58) относительно производных dXj/dt, dYj/dt. 
Тогда, согласно методу Эйлера, значения зависимых переменных 
в точке t=io+h вычи.сляются по формулам 
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Х} [/0 + h] = х}, 0+ !J.x} (J = 1,«); У} [/0 + h] = YJ,o + !J.y} (J == 1~, 
где ('1.67) 

dX/! -Ах} = h - (J = 1,(1); 
dt е. {I.68) 

- приращения зависимых переменных На шаге h. СИмвол to спра­ва от вертикали в выражениях (1.68) означает, что производнаи 
ВЫЧислена в ТОчке t=to. 

$-' ···Z ••• 2 f () 

Рис. 1.1. Шаблои е·го порядка (применнтeJlЬИО к методу Адамса­
Башфорта). 

в методе Адамса g-ro 1J0рядка значения зависимых перемен­
ных в точке t=to+h Вычисляют TaK~e по формулам вида (1.67). 
но приращения зависимых переменных на шаге определяют по 
выражениям 

~1 ~1 

\ ,= ~ alx~" (j = т,-(1); !J.YJ = ~ а, Y~,l (j = 1.Ю, (1.69) 
--о ~O 

где 

хе =xtttJ=dX/j' Уе =yt[tJ=dY}! 
}.' J' dt t I • J,l J 1 dt t, (1.70) 

- звачения производных, выЧисляемые в узлах to, t1, •••• t
g

-
1 
ша­

блона (см. рис. 1.1); ai - коэффициенты, определяемые только 
геометрией шаблона. Общий способ вычисления этих коэффици­
ентов Изложеlf в подразделе 1.5. 
Отметим, что формулы вида (1.67), (1.69) ЯВЛяются по своему 

математическому содержанию экстраполяционными. Это означа­
ет, что значение функции в тоЧке t-to+h ВЫчисляется по извест­
ной информации об интегральной кривой в g предшествующих уз­
лах шаблона. Иными словами, точка, в которой ищется значение 
функции, находится вне интервала, на котором задана исходная 
информация о рассматриваемой функции. 

Формулы (1.67) , (1.69) определяют значения искомых функ­
ций 'Непосредственно, т. е. в явной фОР,ме, поэтому метод Адамса 
принадлежит к классу явных. 

Процедуру Вычисления совокупности значений зависимых пе­
ременных в последнем узле шаблона по известной информации 
об интегральных крнвых в остальных узлах этого шаблона назы­
вают шагом интегрирования. Не следует смешивать этого обще-
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принятого термина с сокращенным (и также часто употребл~емым) 
вариантом термина «длина шага интегрирования:.. 

Согласно выражению (1.69), приращени.е любой зависимой 
переменной на шаге h определяется как линеиная комбинация про­
изводных этой переменной, вычисленных в g узлах шаблона, ис­
пользуемого при выполнении рассматриваемого шага интегриро­

вания. В связи с этим процедура интегрирования методом Адамса 
g-ro порядка требует выполнения так называемого «разгона>, со­
стоящего в следующем. 

Q 

h 

't, It 
, 

t[l t, f:q 11 v -L' ____ ~ ______ t~t~ __________ ~ ___ 

Рнс. 1.2. Шаблон 1, 2 и 3-го порядков (прнменн­
те.льно к методу Адамса-БаШфорта). 

Первый шаг интегрирования выполняется на шаблоне первог~ 
порядка (рис. 1.2, а) по методу Адамса первого порядка, которыи 
совпадает с методом Эйлера. При этом производные зависимых 
цеременных рассчитываются путем решения системы уравнений 
(1.58), (1.64) с коэффициентами, вычисляемыми по известным на­
чальным условиям задачи. Второй шаг выполняется на шаблоне 
второго порядка (рис. 1.2, б), в котором принята следующая нуме­
рация узлов: предпоследний узел (как и в общем случае, пока; 
занном на рис. 1.1) отмечается номером «О», а расположенныи 
слева от него узел, который на первом шаге интегрирования от­
мечается номером «О», здесь отмечен номером «1». Значение про­
изводной любой зависимой переменной в первом узле шаблона 
(рис. 1.2, б) принимается равным найденному на первом шаге 
интегрирования значению этой производной в нулевом узле шаб­
JlOHa (рис. 1.2, а), а значение производной в нулевом узле шаблона 
(рис. 1.2, б) рассчитывается путем решения системы (1.58), (1.6~) 
с коэффициентами, вычисленными по величинам, переменных, наи­
денным в результате выполнения первого шага интегрирования. 

Третий шаг выполняется на шаблоне третьего порядка (рис. 1.2,8)о, 
в котором принята следующая нумерация узлов: предпоследнии 

узел отмечен номером «О», расположенный слева от него узел, 
который на шаблоне (рис. 1.2, б) отмечался номером «О», здесь 
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отмечен номером «1., а слеJ.\УЮЩИЙ :38 IiИМ слева узц - номером 
«2». Значения ПРОН3ВОДН1Хх 80 втором и первом узлах шаблона 
(рис. 1.2, в) принимаются Р~8НЫМИ вычнсленным соответственно 
на первом и втором шагах интегрирования, а ПРОИЗ,80дные в ну­

левом узле шаблона (рис. 1.2, В) рассчитываются путем решения 
системы (1.58), (1.64) с коэффициентами, вычисленными по вели­
чинам переменнЪ{х, найденным в результате выполненИ,Я второго 
шага интегриррвания. Указанная процедура повышения порядка 
шаблона продолжается до достижения заданного порядка g. 

Применение стандартной процедуры автоматического выбора 
длины шага интегрирования естественно при водит к тому, что на 

участке разгона длины шагов образуют монотонно возрастающую 
последовательность чисел. 

Среди методов группы Рунге-Кутта наибольшее распростра­
нение получил метод четвертого порядка, предусматривающий вы­

числение приращений векторов зависимых переменных на шаге 
h интегрирования по формулам 

1 
ь.х = - (kX1 + 2kx2 + 2kx1 + kX4 )i 

6 
1 

ь'У = - (kY1 + 2kY2 + 2kуз + k:/,). 
6 

(1.71) 

где векторы kж1 , •••• kxJ., k1/1' ••• , kl/i вычисляются по рекуррент­
ны" фОРМУJlам 

k .. d%1 . хl =,. - , 
dt I •• x",y, 

k == h dY / '. уl , 
dt 1,. х •• у, 

Соrл8СНО (1.71), (1.72), в этом методе необходимо на каждом 
шаге ннтегрнровання четырехкратно ВЫПОJlНЯТ& ОQерации вычи(: .. 
ления коэффициентов системы (1.58), (1.64) и решения этой си .. 
етемы. На первый взгляд это 06стоятeJIЬСТВО ДОJlЖНО знаЧ"fе.льно 
ctиижаТrIi эффективность метода Рунге-Кутта по сравненВ1О С ме­
тодом АД8мса четвертого порядка, в KOTOPOМ~ как было пOttuано 
выше. на Цидом шаге требуется выполнять 'l8КУЮ операцию толь­
ко однн раз. Однако погрешность интегрирования на шаге в мето-

ЬО dxfJ " 
де .рунге-Кутта оценивается Jlеличиной - -.-.-.-,., TOfJt. как в ме-

эо dl5 

14 .. dx" 
тоде Адамса она составляет - h" -, т. е. значительно больше. 

45 dt5 

Поэтому в методе Pyhre-Кутта допустимо применять значительн() 
большую длину шага и тем самым сокращать чис~о требуемыuх 
шагов на заданном интервале изменения независимои переменнои. 

В практике часто отдают предпочтение методу PYHгe-KYTT~ из-за 
того, что он стартует непосредственно С начальных условии, т. е. 

не требует выполнения процедуры разгона. 
Среди неявных методов наиболее эффективны так называемые 

методы ФДН (формул дифференцирования назад) [112}. Изло­
жим их сущность на примере метода ФДН g-ro порядка. 

t.? t:z "е2 ~.,. t"'O 
I I 

R ••• l ... ~ f 
h 

1) 

1- .1 
Рис. 1.3. Шаблон g-ro порядка (применительно к мето­

ду ФДН). 

ПУС:ТI:t на щаблоне g-ro {10рядка, "оказанном на рис. 1.3 (нуме­
рация УЗJlОI,J здесь ОТJlИЧfltlТСЯ от нумера.цtlи ца рис. 1.1), нз~естны 
~начения ~ЩfЩСЮ40Й переl4енной Xj, 090{3t1~чаемые ~(.ютветс:твенн() 
как Xj1, ••• , ~Л •... , Хп. ЕСЮI НlJ'I'~граJI.ЬПУЮ КРНВУIO Xj=Xj [t] пред. 
ставить в пределах этогр щаБJlQна ее прнближенным раЗJlоже~ 
нием в усеченный ряд Тейлора, учитывающий члены до g-й сте­
пени включительно, то значение производной этого представления 
в нулевом узле определяется выражениеl4 

dXJ] -hoxj+ ± b,Xj.l, (1.73) 
а' t .. O 1-1 

где ЬО Ь; (i= l,g) - ко~фф"циеUТbI, опредеJlяеЪ«liе только гео­
метри~й щаБJlона. Общий способ ~Plчи'сщ~ния этих коэффициентов. 
изложен в подраздеЛе }.5. В ОТЛИЧllе от (1.67). (1.69) выражение 
(1.73) является по своему математическому содержанию IIнтер­
поляционным. Действительно, оно связывает между собой искомое 
значение функцип Х; [t] ~ крайнем (нулевом) узле шаблона не­
ТOo!ibKO с известнЪ{ми Н:3 ПРМЬJдущих шагов интегрирования ~наче: 
ниstми функции в предшествующих умах, но и с произроднои этон 
функции В нулевом у.,.пс, ,хоторая зависит (и притом, как правило, 
нелинейно) от искомorо :значения функцин в нулевом узле. Иными 
словаl4И, точка, в котОрой ищется значение функции, находится 
не вне интервала, на котором задана информация о рассматривае­
мой функции, а принадлежит этому интервалу (находится на пра­
вом крае этого интервала). 

Выражение (1.73) не решено относительно переменной Х] и в. 
dx} 

общем случае (ввиду нелинейности зависимостн производной dt 



в нулевом узле от значений зависимых пер-еменных в этом же 
узле) Ье может быть решено аналитически, т. е. оно определяет 
.связь между зависимыми переменными для нулевого узла в неяв­

ной форме, поэтому метод ФДН принадлежит к классу неявных. 
Используем выражение вида (1.73) для алгебраизации ДУ 

(1.58). Так, заменив в этих ДУ производные суммами вида (1.73), 
приходим к системе алгебраических уравнений: 

са (ьо х1 + ±Ь'%1l)+"'+С1.(ЬОХ.+ ±ь,х.,)+ 
'-1 1=1 

+ V 1 [x t • •• " %., Ун' • " y~, О] = О; 

К) ( g \ С81 (ЬО Х1 + ~ Ь'Хtl + ... + Са", ьох. + ~ ЬоХ"" ' 
1-1 1-1 I 

+Va [X1, "',%""Уl' ···,ур,О]=О. (1.74) 

Пусть в уравнениях (1.74) величицы Хн, ••. , Xa.i(i= 1, g) из­
вестны из предыдущих шагов интегрирования. Тогда уравнения 
(1.74) совместно с (1.59) образуют систему алгебраических урав­
нений (в общем случае - нелинейную), состоящую из а+б=а+~ 
уравнений и содержащую такое же количество неизвестных -
значения Хl, ••• , Ха., YI, ••• , у", зависимых переменных в нулевом 

узле шаблона. Система а+б скалярных уравнений (1.74), (1.59) 
равноценна системе двух векторных уравнений 

tr 
Ьосх+ ~ b,cx,+v[x,y,O] =0; (1.75) 

1=1 

w [Х, у, О] =0. (1.76) 
Для решения этой системы воспользуемся итерационным мето­

дом Ньютона [54]. Пусть после выполнения (k-l) -го итерацион­
ного цикла найдено (k-l)-e приближение X(k-t), Y<k-I} векторов 
зависимых переменных. Тогда согласно методу Ньютона k-e приб­
.лижение этих векторов определяется по формулам 

%(11) = %(k-I) - ~x(1I); '1(11) = Y(k-I) - АУ(II), (1.77) 
где ДХ<k), ДУщ - поправки, вычисляемые путем решения линей­
ной системы алгебраических уравнений, порождаемой системой 
(1.75), (1.76) н имеющей вид 

Ьо сАх + ~_I) ~X(k) -+ Vt~_I) ~Y(k) := QI (k-1) ; 

), , W~_l)Ax(k) + wr1l-1)~Y(k) = Q2\II-I) , (1.78) 

aV1 I дv• I 
дХ1 "-I ••• дх .. 11-1 

rде 

'26 

aV1
/ aV11 

у aVI д~1 11-1 дy~ 11-1 
V(1I_1)=- = 

ду 11-1 д [ д 
V. V a r 

дУl 11-1 дy~ 11-1 

дwl z _ _ 
W(1I_I)-- -

дх ._1 
aWI

/ aw t / 

д~! 11-1 дх .. 11-1 

aW6! aW6! 
дХ1 11-1 ••• дх. 11-1 

у _ aW! 
W(II_1j- - -

ду 11_1 
aW6{ дwбl 
ду! 11-1" • дy~ 11-1 (1.79) 

дwt [ дW l ! 
д~l 11-1 aY/l 11-1 . 

- матрицы, вычисляемые по 
переменных; 

(k-l)-MY приближению зависимых 

g 

Ql <11-1) = ЬО С%<1I_1) + ~ b1 С%, + V [%(11-1), y(k-I), О]; 
1-1 

Q2 (11-1) =W[%\k_I), Y(1I-I). О] (1.80) 

- невязки, численно равные левым частям уравнений (1.75), 
(1.76) соответственно и вычисляемые по (k-l)-MY приближению 
зависимых переменных. 

На пеРJiiОЙ итерации (k= 1) исходное приближение, называе­
мое нулевым (k-l =0), принимается равным найденному в ре­
зультате выполнения предыдущего шага интегрирования, т. е. Х(О) = 
=Хо ; У(о)=Уо. Итерационный процесс прОдолжается до тех пор, 
пока поправки ДХщ, ДУ(k) не станут меньшими некоторых зара­
нее заданных значений (в соответствии с избранным критерием 
70ЧНОСТИ численного решения задачн). 

t .5. ОпреАеnение разностных aнanor08 
диФфер_циаnьНltlх операторов 

в методах АДамса и ФДН 

Численное интеГрирование САДУ обычно выполняется с авто­
матическим выбором мины шага интегрирования, в результате 
чего расстояния между соседними узлами шаблона, исполь­
зуемыми в методах Адамса и ФДН, оказываются неравными. Та­
кие шаблоны называют нерегулярными. Соотношения расстояний 



между соседними узлами нерегулярного шаблона могут принимать 
в общем случае произвольцые значения. Поэтому алгоритмы чис­
ленного интегрирования многошаговыми методами должны пре­

дусматривать ВЫЧИСJ16ние коэффициентов al и=О, g-l), bl (i=O, 
g), фигурирующих в формулах (1.69) и (1.73) соответственио. 

Изложение удобно начать с определения коэффициентов Ьо, ...• 
bg , используемых в методе ФДН. 

Пусть дана функция z=z [t]. имеющая производные до g-й 
включительно. Представим ее на некотором интервале изменения 
независимой переменной усеченным рядом Тейлора 

z = Со + С1 t + С2 /2/21 + ... + Се tgjg!, (1.81) 

где С} == - (}=о. g) - к()эффициент ряда. численно равный dJZ/ --
d/J t-I) 

j-й производной функции z [t] при t=O. 
Для формализации решения задачи целесообразно представить 

ряд (1.81) в виде [71. 98] 

z[t] =T[t] ·С. , 
т. е. как скалярное произведение вектор-строки 

T[t] = (1. t. t 2/21 • •.•• tg/gl), 

(1.82) 

(1.83) 

называемой в дальнейшем вектором --Тейлора, и вектора-столбца 

с=(Со. С1 • •••• c,l)., (1.84) 

наЗPlваемого вектором производны •. 

J1ля вычисления коэффициеитов усеченного ряда Тейлора не­
обходимо располагать g+ 1 взаимнонезависимыми величинами. ха­
ракrеризуtoЩИМИ фуициlO 2 [t]. В методе ФДН такими величина-
141( являются значении функции в g+1 узлах шаблона. Лрименив 
ВЬfражение (1.81) поочередно ко веем узлам шаблона g-ro поряд­
J(8 (рис. 1.3). приходим К лннейной сиетеме уравнений 

20=СО; 

~1 = Со + С 1 /1 + с. tt/21 + ... + c,tf/gJ; 

Zg = СО + С1 tg + С, ,:/21 + ... + с, t~/gJ. 
(1.85) 

Образовав вектор-столбец . , 
Zщ== (20, %1, •• 1., 2Ir"~i~) (1.86) 

называемый узловым вектором дли' ра(!см""~иваемого шаблона. и 
матрицу 

Т ... = 
tf/g l (1.81) 

t~/gl 
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называемую в далькейшем матрицей Тейлора для рассматривае­
мйго 'шаблона, представим сйс'Гему (1.85) векторным уравнением 

zm=T шС. (1.88) 

откуда 

С = T-t Z (1.89) 
Ш Ш' 

( ) 1, 1, 1 

Подставив ЦРfIУЧElЩЦJJЙ реаультаt в выражение (1.82), получим 
flцтеРПОЛЯ~QОННУ~формулу 

i {t] -= Т [t] Т;1 ZШ' (1.90t , 
()пределяющую интерполированное значение функции в про из­
вольной эадава~~оi точ&е t 8 виде произведения трех объектов: 
вектора ТеЙ.цора. ,QЫЧQм.nеМQГ()l в этой точкеj обратной матрицы 
1,'~йлора, ВPlЧЧСJm~JtlQЙ ПО ~О(>рдинатам узлов шаблона; и узлово .. 
го вектора. 

Согла~НQ ,{1.90) I ft{H,. Щ>ОUЗ80ДНОЙ функции Z [t] имеем выра­
жение 

dzlt] c:dT(t] Т;l zш. 
dt dt 

НО с учетом (1.83) 
'dT{t] , 
~~=-(O, l,f, .•. • t&-I/(g-I)I). 

d/ 

Легко убедиться, Ч'тЬ «меет место paBeHc:rBo 

где 

11 , 

j dT (JJ = t [t] . D 
dt ' 

о 1 

D= 

, 
, ~\ 1 

О 

(1.91 ) 

(1.92) 

(1.93) 

(1.94) 

_? l)вадратная вырожденная матрица раэмерностИ' g+ 1. называе­
t.ig.W s дальнейшем ~~ТРИlt~А Дйффереiщнрования вектора Тейлора. 
С учетом (1.91). (1.9~} имее~ (J, !) , 

d~~tJ "'11 1'.. (t] пТ;1 ZШ' (1.95) 

1iIHUsUUtle 8HltteHHe hр'6t!~йQ.il.JroN ~ 6 НУЛ@8dм I y~e wабnоhа 
dt 

(рис. 1.3) 



- = т [Оj·D.Т;;;I.Zш • dZ! 
dt t-O 

( 1.96) 

Однако 

Т[О]=(1.0 •••.• 0) (1.97) 

и. следовательно. произведение Т [О] D есть вектор-строка (О. 1. 
О, .••• О) размерности g+l. Соответственно произведенне этой 
строкн на обратную матрицу Тейлора есть вторая строка этой 
матрицы. Введя для нее обозначение Ь, имеем 

Ь - Т [О] .DT.;I. (1.98) 

Таким образом, производная функции z [t] в начале координат 
(нулевому узлу соответствует t= О) численно равна произведенню 
второй строки обратной матрицы Тейлора на вектор-столбец зна­
чений функции в узлах шаблона. 

Сравнивая выражение (1.96) с (1.73). приходим к соотноше· 
нию 

(1.99) 

определяющему коэффициенты ЬЕ (i=O. g) выражения (1.73) че­
рез координаты узлов шаблона g-ro порядка. 

Перейдем к изложению способа определения коэффициентов 
ао, ... , ag_l, используемых в методе Адамса. Здесь взаимнонеза­
висимыми величинами, характеризующими функцию z [t], явля­
ется значение этой функции в нулевом узле и значение ее произ­
водных в узлах от нулевого до (g-l)-ro. 

Применив выражение (1.81) к нулевому узлу, находнм. что 

Co=Zo. (1.100) 

Согласно (1.81) имеем 
dz 
dl = С1 + С, / + Са /2/21 + , .... + с,. tg

- 1/(g-1)1 (1.101) 

Образовав вектор Тейлора 

Т'= (1. t. 12/21 • .••• tl-l/(g-I) 1) (1.102) 

и вектор-столбец 

С'=(Сl • .•. , С,)., 

представим выражение (1.101) в виде 

dz Т" -= с. 
dt 

(1.103) 

(1.104) 

Применнв выражение (1.101) поочередно к узлам с номерами 
О, •.. , g-1 шаблона (рис. 1.1), приходим К линейной системе 
уравнений 
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Z~ _ dZI = С1 ; 
dt t. 

z~ = dZ! = С1 + С2 ' 1 + ... + cgtf-I/(g-l)l; 
dt t. 

Z~_1 dZ! =С1 + C,tg _l + ... +Cgt::~/(g-l)'. (1.105) 
dt 'К-1 

Образовав вектор-.столбец узловых значений ПРОИЗВОДных 

z~ = (Z~, Z~', .•• ,Z~_I). (1.106) 

и матрицу Тейлора 

1 

Т' == 1 /1 
ш 

/Jl21 ... If-I/(g-l)1 

1 /К-1 1;_1/21 •.. 1~:~/(g-l)1 

представим систему (1.105) векторным уравнением 
t - Т' I ZШ - ш С ' 

откуда 

(1.107) 

(1.108) 

с' = (T~)-IZ~. (1.109) 

Представив разложение функции z [t] в пределах шаблона 
рис. 1.1 рядом (1.81). находим. что значение этой функции при 
t=h с учетом (1.100) 
z [Ь] = Zo + С, h + С2 h2/21 + ... + cghК/gl = Zo + ~z [/1], (1.110) 

где &z [Ь] - приращение функции на шаге Ь. Образовав строку 
x[h] == (h, h2 /21, .... hg/gl), представим это приращение с учетом.. 
(1.103). (1.109) в виде 

к-1 

~z[hl=х[hlс'-Х[hl(Т~)-lz~-аz~= L a,z~, (1.111)-
.=0 

где 

а _ (ао,а1 ,··· ,ag_l) =-х [h] (T~)-1 (1.112)-
-t 

_ строка, произведепе которой на столбец 2~ производных функ-
ции z[t] в узлах с номерами О, ••. , g-1 шаблона рис. 1.1 равно 
ПРЩ1ащению функции z [t] на шаге Ь. Сравнивая выражения 
(1.111), (1.69), видим, что коэффициенты в формуле (1.69), опре­
деляющей приращение функции в методе Адамса g-ro порядка, 
являются элементами строки а, вычисляемой по формуле (1.112). 

Формулы (1.111), (1.98) для вычисления строк а И Ь, элемен­
ты l(Qt0PblX являются коэффициентами формул (1.69), (1.73), нс-
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пользуемых в методах Адамса и ФДН COOTBeTCTB~~HO, одинаковы 
по своей структуре и обладают высоким уровнем общности, так 
как они пригодны для метода любого порядка и при произвольных 
значениях координат узлов шаблона по отошению к нулевому уз­
лу. Наиболее емкой по объему и по затратэ.м машинного времени 
операцией в процедуре вычисления строк а и Ь является обраще­
ние матрицы Тейлора, но оно выполняется по стандартной прог­
рамме. 

В заключение отметим, что координаты узлов с номерами 1, ... , 
g-1 на рис. 1.1 и номерами 1, ... , g на рис. 1.3 отрицательны. 

! 

1.6. Расчет переходных зпектромеханическ-,х 
процессов 0606щенноrо ЭМП '. 
как задача Коwи АдSl системы 

апrе6родифференциапьных уравнений 

Математическая постановка задачи расчета переходных элект­
ромеханических процессов в обобщенном ЭМП состоит из системы 
.алгебррдифференциальных уравнений, оПисывающей процессы рас­
,смаТр'иваем~го класса, в которой внутренние свойства преобразо­
вателя и деиствующие на него вынуждающие силы конкретизиро­

ваны численными значениями параметров и функциональных 
зависи~остей, и из набора начальных условий, выделяющего тре­
бу~мыи процесс из множества процессов, QписываеМ\>IХ рассматри­
ваемой САДУ. 

Электрическое состояние обобщенного ЭМn описывается'. щ~к­
-торным уравнением 

dф+ . о - г~-u = dt ,.., { 1.113) 

где ЧJ, i - вектор-столбцы потокосцеплений и токов кtшtурО8 со .. 
ответственно; r - невырожденная матрица активных сопротивле­

ний .кОНтуров размерности n; 

и=(иl, ... , иn)* (1.114) 

- вектор-столбец питающих контуры напряжений как заданных' 
функций времени. \ 

Механическое состояние ЭМП описывается векторными уравне-
НИЯ:мlI .( ,) ~ ( 

dw ' 
....... J~+M+M ... ~ 

dt 

~-ш. 
~t 

(I)=-(ЮI, ••• , Фт). 

р.Н5) 

(1.116) 

(1.117) 

- вектор-столбец обобщенных скоростей подвижных элементов 
ЭМП; 

Мв= (Мв1 , ••. , MBl).· (1.118) 

вектор-столбец обобщенных внешних сил как заданных функ­
ций времени; 

(1.119) 

- диагональная матрица обобщенных масс. 

Если перемещение 'Уз(j= 1~ является угловым, то объекты 
lз, мвз , ЮЗ. представляют собой соответственно момент инерции, 
вращающии момент и угловую скорость, если же 'Уз - линейное 
перемещени:, то эти объекты отража~т соответственно массу, 
<tилу и линеиную CKQPOCTb. 

Для расчета процесса ЭМП необходимо при t=to располагать 
нач"альными значениями векторов токов, перемещений и скоро­
стеи: 

i=io, 'У = '\'0; Ю=Юо. (1 120) 

Совокупность ДУ (1.113) электрического состояния, ДУ (1.115), 
(1.116) механического состояния, алгебраических уравнений 
(1.5)-(1.7), отражающих ММХ преобразователя, и начальных 
условий (1.120) составляет содержание задачи Коши, соответ­
ствующей расчету переходных электромеханических процессов 
'Обобщенного ЭМП. 

Отметим, что в начальные условия (1.120) не входит началь­
ное значение то вектора ВМК, так как оно не являетtя незави­
симым: вектор то вычисляется путем решения уравнения (1.5) 
при заданны~ векторах i=io, "=уо. 

1.7. Апrоритмы расчета 
зпектромеханических процессов 

060бщенноrо ЭМП на основе 
Slвных методов чиспенноrо интеrрированиSl 

J 

Для расчета пере:х,QДНЫХ электромеханических процессов обоб­
щенного ЭМП с примен~нием явных методов численного интегри­
рования продифференцируем уравнения (15), (1.6) по времени. 
Тогда САДУ, подлежащая совместному решению, примет вид 

J d~ . 
-+гt-u=O' (1.121) 
dt ' 

l' dl + /1 dr + -""/["} = О; (1.122) 
dt dt tU. ' 
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dф _ 1 di + 7 dT + т dm . 
dt - ер dt ер dt ~ dt' 

_Jd~ + М + М.=О; dr = ф' 
dt dt ' 

M=~[i, ,\" т], 

( 1.123) 

( 1.124) 

(1.125) 

rде fl, УУ, tm. epi, ерУ, ерт - матрицы, определяемые в соответствиИ 
с (1.34), (1.37). 

Перепишем уравнения (1.121)-(1.24) в виде 

di dm . ,1_ + ,'" - + ср1 UI + rz -11 - о; 
dt 4t 

(1.126); 

Jl dl + /'" dm + /7 Ф _ О; 
dt dt 

( 1.121) 

dUl = J-I (М + мв); dr -= ф. (1.128) 
dt dt 

. Уравнения (1.126)-(1.128), (1.125) совместно с начальнымИ 
условиями (1.120) могут быть непосредственно использованы для 
численного интегрирования явным методом. При этом на шаге 
интегрирования выполняются следующие операции: 

для нулевого узла шаблона вычисляются векторы и и Мв; 
по известным из предыдущего шага значениям векторов i, '\'. 

т вычисляются в нулевом узле шаблона матрицы fi, УУ, ут, epi, <рУ, 
срт по формулам (1.34), (1.37); 

система уравнений (1.126), (1.127) решается численным спосо­
бом относительно производных di/dt. dm/dt; 

по формулам (1.128) вычисляются производные d(j)/dt, d'Y/dt; 
по формулам вида (1.69) вычисляются приращения l1i, I1у, 

l1т, I1оо векторов зависимых переменных на шаге h; 
по формулам вида (1.67) вычисляются значения векторов {~ 

'\" т, (j) при t=h; 
по формулам (1.6), (1.125) вычисляются значения векторов 'Ф. 

М при t=h. 
На первом шаге интегрирования второй этап изложенного выше 

алгоритма должен выполняться на основе заданных начальных ус­
ловий (1.120). Однако они не содержат вектора то, поэтому преж­
де qeM приступить к расчету переходного процесса ЭМП, необхо­
димо ~айти вектор то из уравнения 

f [io, 'УО, та] = О. ( 1.129) 

Для решения этого уравцения целесообразно применить алгоритм, 
сходный по своей структуре с алгоритмом расчета переходных 
прощ~ссов ЭМП. Воспользуемся для этой цели методом диффе­
ренцирования по параметру [21, 96}. 
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Будем рассматривать магнитное состояние ЭМП при заданных 
значениях io, 'Уо как такой режим, который получен в результате 
постеп~нного увеличения токов всех электрических контуров от 

нуля до заданных вектором io значений пропорционально пара~ 
метру 8, т. е. примем, что 

i=ioв. (1.130) 
Каждому значению параметра будет соответствовать определен .. 
ный вектор i, и, следовательно, определенное магнитное состоя .. 
ние ЭМП, характеризуемое вектором вмк. При 8=0 токи В кон­
.турах ЭМП равны нулю, и тогда т=О, а при 8= 1 токи в конту .. 
рах образуют заданный вектор io, и тогда вектор ВМК будет ра. 
вен искомому вектору то. Последовательность магнитных состоя .. 
кий ЭМП, соответствующая изменению параметра (; от 8=0 до 
8= 1, будет описываться уравнением 

Н/, ,\,0, т) =0, (1.131) 
где вектор i определяется по (1.130). ПродифФеренцировав это 
уравнение По параметру е, приходим к векторному ДУ 

д/ di + д! dm -= О 
дi de дm dE ' 

которое с учетом обозначений (1.34) принимает вид 

/m dm 
= _ Jlio· 

dE 
(1.132) 

Проинтегрируем ДУ (1.132) явныM методом в пределах от е=О до 
е= 1, учитывая, что при е=О вектор ВМК равен нулю. При этом 
на шаге интегрирования выполняются следующие операции: 

по известным из предыдущего шага интегрирования (на первом 
шаге - по известным векторам i=O, т=О) вычисляются в нуле­
вом узле шаблона по формулам (1.34) матрицы fi, (т; 

уравнение (1.132) решается численным способом относительно 
производной dm/de; 

по формуле (1.69) вычисляется приращение l1т вектора ВМК 
на шаге l1е; 

по формуле (1.67) вычисляется значение вектора т при зна~ 
чении параметра, равном е+l1е. 

П<;>лученное при е= 1 значение т=то вектора ВМК принима­
ется в качестве начаЛЬtIОГО значения для расчета переходного про-

цесса ЭМП. . 
При относительно небольших размерностях q вектора ВМК, а 

также· при большиХ q, но когда обращение матрицы ут не явля­
ется громоздким, целесообр.азно подвергнуть систему (1.126), 
(1.127) дополнительному преобразованию, а именно, исключить 
аналитическим путем производную dm/dt в соответствии с выте­
кающим из (1.127) выражением 

dm di di 
-=- (fm)-J fl- - (fm)-1/7 ro = е - + Pro. (1.133) 
dt dt dt 
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При этом уравнение (1.126) принимает с учетом (1.40) вид 

L di К . О -т (I)+п-и== . 
dt 

(1.134 ) 

в ура.внениях (1.133), (1.134) коэффициенты при производных 
di/dt и dy/dt=@ являются блоками матриц внутренних и внешних 
ММП. 

Алгоритм интегрирования преобразованной системы ДУ 
(1.128), (1.134) отличается от вышеуказанного только тем, что 
здесь численному решению относительно производной di/dt под­
~ежит только (1.134), после чего производная dт/dt вычисляется 
непосредственно по формуле (1.133). 

Если неявная ММХ является рекуррентной, то, как и для мм]( 
общего вида, возможны два варианта. 

Первый соответствует случаю, когда целесообразно вычислять 
все ВМК по ДУ, приведенным к нормальной форме Коши. Про­
диффереНЦИР9вав уравнения (1.16)-(1.18) рекуррентной ММХ по 
времени, приходим к ДУ 

di dm dm 
р-+ !Тш+ fm.-' +jm._'=O· 

dt dt dt' 

dm 2 dm, 
dt =P-21-;Jt; (1.135) 

dф ldi + т + т dm 1 + т drn, 
-=ер- ерш !f'- ер'-. 
dt dt dt dt 

Выполнив преобразования ДУ (1.135), (1.121) 
тениА (1 41) - (1.51), имеем окончательно 

с учетом соотно-

L
di v . О -+АW+rt-U= ; 
dt 

(1.136) 

dm 1 di 
--=е -+г\ш· 
dt I dt ' 

(1.137) 

dm 2 di 
-- =82- +Г2 OJ. 
dt dt 

(1.138) 

Здесь на шаге интегрирования выполняются следующие опе­
рации: 

для нулевого узла шаблона вычисляются векторы u и Мв; 
по известным из предыдущего шага интегрирования значениям 

векторов i, у, т!, m2 вычисляются матрицы /', 'У, /т" fm., Ч", ep'l', 
срт" <рт, по (1.34), (1.37), (1.45); 

уравнение (1 136) решается численным способом относительно 
вектора di/dt; 

по формулам (1.137), (1.128) вычисляются производные dт,/ 
Idt, d(j)/dt, dy/dt; 

з6 

по формулам вида 
~(j), ~y на шаге h; 

по формулам вида 
тl, (j), у при t=h; 

(1.68) вычисляются приращеНIfЯ ~i. ~тH 

(1.67) вычисляются значения векторов i# 

по формулам (1.17)-(1.19) вычисляются значения векторов 
т2, ф, М при t=h. 

Второй вариант соответствует случаю, когда при определении 
ММП оказывается целесообразным оставить часть уравнений не­
решенными относительно производных некоторых вмк. Здесь 
система уравнений, решаемая на шаге интегрирования численным 
способом относительно производных, имеет вид 

t di ( )dm, . О ер dt + ерm, + ,m'P-ll dt + Ч'Т w + rt - U = ; 

di dm 
р- + (1т, + jm'P-ll) -' + IT (1) = О. 

а! dt 
( 1.139) 

Алгоритм выполнения шага интегрирования во втором варианте 
отличается от алгоритма для первого варианта только тем, что 

производная dtnl/dt здесь вычисляется в процессе решения систе­
мы (1.139). 

1.8. Аnrоритмы расчета 
зnектромеханических npoцeccoB 

0606щенноrо ЭМП на основе 
неявных методов чисnенноrо интеrрирования 

Исходная САДУ, применяемая для расчета переходных элект­
ромеханических процессов обобщенного ЭМП неявными методами 
численного интегрирования, состоит из ДУ (1.113) электрического 
состояния, ДУ (1.115), (1.116) механического состояния и алгеб­
раических уравнений (15)-(1.7), описывающих неявную ММХ. 

Заменив в ДУ производные выражениями вида (1.73), прихо­
дим ~ алгебраическим уравнениям 

1 g 1 . u 
ф+.~ 1: о,ф, + - rz- - =0; 

60'_1 00 Ь. 
(1.140) 

-J(''О(l)+ ± Ь,(I),)+М+Ма=О; 
'-1 

(1.141) 

(1.142) 

Э'l 



Из последнего уравнения находим 
g 

ш - ЬОТ + ~ b'YI' 
1-1 

Подставив этот результат в уравнение (1.141), имеем 

(1.143) 

( 

g g 

-Jb~r-J bo.~ b,ll+ ~ b,fIJ,)+M+MB=O. (1.144) 
1-1 1-1 

Будем решать систему (1.140), (1.144), (1.5)-(1.7), пользу­
ясь итерационным методом Ньютона. При этом линейная система 
алгебраиче~ких уравнений для вычисления поправок искомых век­
торов на k-и итерации имеет вид 

~ф(lI) + !rili(k\ = Ql(t-I\; (1.145) 
ЬО 

-Jt~ il"(II) + ilM(II) = Q2(1I-1); 

l/k_l) ~i(k) + ~~_I) ~I(k) + ft";-I) ~(II) = Qз (11-1\ ; 

~ - I ~. + л Ч1(II) - Cf(II_I) l(lI) CP(II_I) ~"(k) + '~_I) ~mщ; 
~M(k) = e{II_I) M(k) + Чk-I) ~I(k) + e~_I) ~m(k), 

( 1.146) 

(1.147) 

( 1.148) 

(1.149) 

где li l'! -1т m
' 

тТ m tl tT tт 
(11-1)' (kJ-l)' J (k-I)' T(k-l)' Tlk_I),!,p(._I), ~(k-I)' '"1.-1)' '"(k-l) - матри-

цы, Вычисляемые согласно формулам (1.34), (1.37), (1.38) 
п~ (k-l) -му приближению векторов зависимых переменных; 
Q (k-O, Q2(k-l), QЗ(/t-I) - невязки, численно раВные левым частям 
уравнений (1.140), (1.144), (1.5) соответственно при (k-l)-M 
приближении векторов зависимых переменных. 

Исключив в системе (1.145)-(1.149) неизвеСТНЫе Ll'Ф(k) LlM 
приходим к уравнениям ' (k), 

(CP:k-l) + г/ьо) ~i(k) + '[.-1) ~"(k) + '(:-1) ilm(lI) = Ql (k-ll; (1.150) 

Чk-I) bl(k) + (Чk-I) - Jb~) il"((k) + e~_I) ilm(k) = Q2 (11-1) ; (1.151) 

I{k-I) ili(k) + /(11-1) ~T(II) + ft":-I) ~(k) = Qз (k-I) • (1.152) 

. На k-M итерационном цикле YTOqHeнM~ зав.исимых переменных 
t, 'У, т, ю, -ф, М ВЫПОлняются следующие операции: 

значения векторов Мь , и принимаются равными вычисленным 
для нулевого узла шаблона; 

для найденных на (k-l) -й цтерацим значений i(k-l}, V(k-I), 
m(k-l), ffiI(k-l), 'Ф(k-l), M(k-I) векторов зависимых переменных (при k= 
-1 по результату выполнения предыдущего шага интегрирования) 
вычисЛяются матрицы 11 'Т 1т ([)l IriT т tl tTJ 
m (11-1)' (k"7I )' (11-1)' T(II_I)' т (11-1)' Ч1(k -1)' '"(k-l)' ~(" -1' 

E(._I) по формулам (1.34), (1.37), (1.38) иневязки Ql(k-I), Q2(k-I). 

QЗIIН) как левые части уравнений (1.140), (1.144), (1.5) соответ­
ственно; 

система (1.150)-(1.152) решается численно относительно поп· 
равок bl(k), ~У(/l), Llm(k); 

по формулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение векто­
ров i, '\" т; 

по формулам (1.6), (1.7), (1.143) вычисляется k-e приближе. 
ние векторов '\(1, М, ю. 

На первом итерационном цикле первого шага интегрирования 
можно попытаться принять в качестве нулевого приближения век­
тора ВМК значение т=О, но это не гарантирует сходимости ите­
рационного процесса. Сходимость будет гарантирована (при соот­
ветствующем достаточно малом начальном шаге интегрирования 

по времени), если в качестве нулевого приближения вектора ВМК 
принять его значение то, удовлетворяющее уравнению (1.129). Для 
решения этого уравнения целесообразно применить алгоритм, сход­
ный по своей структуре с алгоритмом расчета переходных про­
цессов ЭМП. Воспользуемся для этой цели комбинированным ме­
тодом, основанным на итерационном методе Ньютона и идее про­
должения решения по параметру и состоящим в следующем. Вме. 
сто того, чтобы решать непосредственно уравнение (1.129), решим 
вначале уравнение (1.131), представленное в виде f [i081, ,\,0, т (8,]] = 
= О, где 81 < 1 - некоторое достаточно малое значение параметра 
8; т [81] - значение вектора ВМК, соответствующее вектору то· 
ков, равному ioel. На каждом итерационном цикле решения этого 
уравнения методом Ньютона потребуется решить векторное линей­
ное уравнение f(:_I\ Llm(k)=f [ioel, 'Уо fn(k-I) (81] ], где f~_I) - зна-
чение матрицы [т, вычисленное при i=i081 по значению вектора 
m(k-l) [81], полученному на предыдущей итерации. На первом ите­
рационном цикле в качестве нулевого приближения вектора т [81] 
принимается m=О. После вычисления вектора т[81] решается 
уравнение f [i(}82 , оуо, т [82]] =0, где 82>81, причем в качестве нуле­
вого приближения вектора ВМК принимается его значение т [81]. 
Эта процедура продолжается до тех пор, пока параметр 8 не до­
стигнет значения 8= 1. Полученное при 8= 1 значение вектора т 
как удовлетворяющее уравнению (1.129) принимается в качестве 
нулевого приближения для первого итерационного цикла решения 
нелинейной САДУ, возникающей на первом шаге интегрирования 
переходного процесса ЭМП. Здесь, как и при решении задачи яв­
ными методами, чаl;ТО оказывается целесообразным исключить из­
вестную Llтщ аналитическим путем в соответствии с вытекаю­
щим из (1.147) выражением 

~m(k\ == - (f~_I»-1 1:11-1) ili(lI) - (f~_I»-1 ПII-I) ~"(II)+ 

+ (f(:_I\)-1 Qз (k-I) = 8,11-1\ М(II) + f(k-I) ~"(k) + (f~_I»-1 Qз (11-1), 

( 1.153) 

где 8(k-l), f(k-I) - внутренние ММП ЭМП, вычисленные по (k-l)­
'Му lIриближению векторов i, '\" т по формулам (1.35). 

39 



Подставив выражение (1.153) в уравнения (1.150), (1.151), 
после преобразований с учетом (1.40) имеем 

(L(1I-I) + rjbo} ~i(k) + K(k-I) dllk) = QI (k-I) -IP~_I) (//':-1) )-1 QЗ(k-I); 
К. (II-I) di(k} + (G(k-I) -л~} ~T(A) = Q2(k-l) - ~~-I)(f~_I)-1 QЗ(k-l) • 

(1.154) 
Итерационный процесс для преобразованных указанным спо­

собом уравнений отличается от изложенного ранее только тем, 
что здесь численному решению относительно поправок подлежит 
только (1.154), после чего попр авка дm(А) вычисляется непосред­
cTBeHHo по формуле (1.153). 

С методологической точки зрения существенным является тот 
факт, что в процессе численного решения уравнений (1.126), 
(1.127) либо уравнений (1.150)-(1.152) методом последователь­
ного исключения (Гаусса) на том этапе решения, когда производ­
ные всех ВМК, входящие в вектор dm/dt и соответственно поп­
равки всех ВМК, входящие в вектор дm, окажутся исключенными 
оставшаяся система уравнений в ее численной реализации тож~ 
дественна либо векторному уравнению (1.134) , либо системе 
векторных уравнений ( 1.154) , формируемым непосредственно с 
использованием матриц внешних параметров преобразователя, вы­
числяемых по формулам (1.140). Следовательно, эти параметры 
объективно присутствуют в процедуре расчета переходных про­
цессов ЭМП независимо от того, Вычисляются ли они целенаправ­
ленно (по приведенным в разделе 1.3 формулам) или же полу­
чаются «попутно» в результате исключения вектора dm/dt произ­
водных ВМК или вектора дm(А) поправок ВМК численным спо­
собом. 

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЯВНОПОЛЮСНЫХ СИНХРОННЫХ МАШИН 

В ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ 

2.1. Объект исследованиSl 
и постановка задачи 

Под обобщенной явнополюсной синхронной машиной (ЯСМ) 
будем пони мать электрическую машину с шихтованным магнито­
проводом традиционной явнополюсной конструкции с числом па~ 
полюсов индуктора, равным Ро, имеющую на статоре s распреде­
ленных по пазам электрических контуров, на pOTo~e - n элект­
рических контуров, проводники которых расположены в пазах по­

люсных наконечников. и обмотку возбуждения, проводники кото­
рой расположены в междуполюсных окнах. Для общности будем­
полагать, что все контуры допускают раздельное питание напря­

жениями, являющимися заданными функциями времени. 
Сформулированное понятие обобщенной ЯСМ охватывает по­

давляющее большинство известных типов ЯСМ - трехфазные 
ЯСМ общепромышленного назначения и rидрогенераторы, ЯСМ с 
продольно-поперечным возбуждением, ЯСМ с возбуждением 0'1 

третьей гармоники рабочего поля, вентильные явнополюсные элект­
рические машины и др. 

В этом разделе основные положения теории и алгоритмы рас­
чета переходных процессов рассмотрены применительно к ЯСМ пра 
описании ее ММХ на двух уровнях адекватности: без учета насы­
щения магнитопровода и с учетом насыщения при исходных до­

пущениях, сформулированных в подразделе 2.3.1. 

2.2. Модепирование неиасыщенной 
обобщенной ЯСМ в фазных координатах 

2.2.f. МАrнИТНО-МЕХАНИЧЕСКАSII ХАРАКТЕРИСТИКА, 
МАГНИТНО-МЕХАНИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ, 

УРАВНЕНИSII ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО И МЕХАНИЧЕСКОГО СОСТОSllНИИ 
НЕНАСЫЩЕННОИ О&О&ЩЕННОИ SIICM В ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ 

При отсутствии насыщения ММХ обобщенной .яСМ может 
быть представлена в явном виде, т. е. как совокупность явных 
выражений потокосцеплений и электромагнитного момента от то­
ков И.угла поворота ротора. 
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Занумеруем электрические коитуры числами от 1 до s-rn-r1 
и объединим потокосцепления и токи контуров статора и ротора 
-соответственно в вектор-столбцы 

Фс = (Фl' .•. , ф,,).; Фр = (фН1, ... , ФНII, ф,).; 

iC=(il,···,is).; ip =(iH1,-··,iнlI ,if}.. (2.1) 

Из них образуем вектор-столбцы потокосцеплений и токов конту­
ров машины 

ф == (Фс' фр).; i = (Ёс, Ё р).' 

Тогда внешняя явная ММХ обобщенной ЯСМ имеет вид 

'Ф=Lлi; 

М 1. LT • '=2"1. /1, 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

где ;. - вектор-строка токов контуров машины; Мэ - электро­
магнитный момент, действующий на ротор; "Г - угол поворота 
ротора, измеряемый в геометрических радианах; 

Lл=Lл [Ро'\'г] (2.5) 

-- квадратная симметричная матрица индуктивностей размерно­
·сти s-rn-r1, являющаяся заданной функцией угла ,,=РоУг пово­
рота ротора, измеряемого в электрических радианах; 

dL 
L~r -= d JI = L~r (Ро 1гl (2.6) 

1г 

- производная матрицы Lл по углу "l'г. 

где 

Матрицу Lл удобно представить в виде 

_1 L.1•1 ••• L1•6 

Lee - : 

I LS•1 '" Ls .s 

I ~H1.1' •• LH1 .s 

I LS+II ,1 ••• L s+n.s 
LI,I ... L/.s 

L~p l' , 
Lpp 

~1.Hl ••. Ll.Hn L1f 1. 
[ ер =- . , 

• I 
LS •H1 .•. LS •HII Ls.! I 

L s+1•s +1•• .LH1 .$+1I Ls+ 1• f 

Lpp = 
L$+II,,,+1 ••• [$+II. $+11 L,,+II.! 

[/. Н1 ••• L/.s+1I. 1'/-1; 

(2.7) 

Здесь Lcc - мctтрица индуктивностей, отражающих магнитные свя­
зи между контурами статора; Lpp - матрица индуктивностей, от­
ражающих маГнитные связи между контурами р'отора; Lep, Lpe -
матрицы индуктивностей, отражающих магнитные связи между 
контурами статора и ротора. 
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в общем случае все блоки матрицы Lл зависят от угла "Г, так 
как реально статор выполняется зубчатым, поэтому в матрице 

LTr = 
JI 

.все блоки отличны от нуля. 

(2.8) 

С учетом выражений (2.2), (2.8), равенства Lep=Lpe. и вытека-
ющего из него тождества ie.L Тг ip=ip.L Тг ic формула (2.4) прини-

с, ре 

мает вид 

(2.9) 

Здесь первое слагаемое отражает реактивный момент обобщен­
ной ЯСМ, обусловленный явнополюсностью ротора и зубчатой 
структурой полюсных наконечников. Действительно, при ip=O 
электромагнитный момент определяется только этим слагаемым и 
он, как известно, является реактивным. Аналогично третье сла­
гаемое отражает реактивный момент, обусловленный зубчатостью 
статора, а второе слагаемое определяет составляющую электро­

магнитного момента, возникающую за счет взаимодействия токов 
контуров, расположенных на статоре и роторе. 

Переменные составляющие индуктивностей, обусловленные зуб­
чатостью статора, обычно относительно невелики и ими допусти­
мо пренебречь. При этом LTr =0, И тогда формула (2.9) прини­

рр 

мает вид 

(2.10~ 

Зависимость матрицы Lл от угла "Г может быть найдена лю­
-бым из известных способов, например, определена эксперимен­
тально либо рассчитана на основе представления магнитопровода 
разветвленной магнитной цепью, методом проводи~юстей зубцо­
вых контуров [25] или одним из методов расчета магнитных по­
лей в\ одномерной, двумерной и даже трехмерной постановке. От 
способа определения этой матрацы зависит уровень адекватности 
модели по сравнению с другими моделями обобщенной ЯСМ, со­
ставленными без учета насыщения. Однако даже наилучшая из 
них будет обладать низким уровнем адекватности, так как значи­
'Тельная поt:еря точности заложена уже в исходном допущении об 
отсутствии насыщения магнитопровода. В СВЯзи с этим определе­
ние матрицы индуктивностей ненаснщенной .обобщенной ЯСМ ме­
тодами повышенной точности лишено практического смысла. С 
"I'очки зрения структуры алгоритма расчета переходных процессов 

<>бобщенной ЯСМ существенным stвляется факт наличия явной 
завиеимости (2.5), а не способ и точность ее определеЮIЯ. Мы бу-



дем полагать. что эта зави~имость известна и представлена в виде 
матричного усеченного ряда Фурье 

к 

L.II[PoTrl =Lo+ ~ (LkcCoskPoTr+Lk6slnkpoTr). (2.11) 
"-1 

где Lo. Lkc• Lks (k= 1. К) - квадратные матрицы размерности s+ 
+n+ 1. отражающие соответственно постоянную составляющую, 
,косинусную и синусную амплитуды k-й гармоники функции (2.5). 

В соответствии с общим приведенным в подразделе 1.3 опреде­
лением внешних ММП как частных производных явной внешней 
ММХ по токам и перемещениям и с учетом выражений (2.3)­
(2.5) имеем 

где 

L = дф =L. К = дф = dL1Ii=er i' 
д · л. д d 11' 

l ТГ Ъ 

К. = дМз =~(!Ё. еГЁ) + (~(!.i eri)) _ 
дЁ дЁ 2" дЁ. 2·.11 • 

- !. t ег + !. (LTr i) = i LTr. 
2 • .11 2 .. • • .11' 

G дМз 1. LT Т • =-a-=2"l* .. rrl, 
Tr 

dLTr 
L~rTr = d~ = L~rTr[p.Trl· 

ТГ 

(2.12) 

(2.13) 

Электрическое состояние обобщенной ЯСМ описывается век­
торным ДУ 

dф +ri - u = О. 
dt 

(2.14) 

совпадающим по внешнему виду с уравнением (1.113) электриче­
ского состояния обобщенного ЭМП. В уравнении (2.14) '11'. i - век­
тор-столбцы (2.2); 

и= (ис , ир) * (2.15) 

- вектор-столбец напряжений питания как заданных функций 
времени, в котором 

(2.16) 

r - квадратная матрица активных сопротивлений размерности 
s+n+l. 

Механическое состояние обобщенной ЯСМ описывается скаляр­
ными ДУ 

dw 
_J_r + М. + МВ = О; (2.17) 

dt 

(2.18) 

где J - MOM~HT инерции вращающихся частей, приведенный к ва­
лу машины; МВ - электромагнитный момент; МВ - момент, при­
I1IOженный к валу как задаНlIая, функция времени; юг ~ угловая 
скорость p~)Тopa. измеряемая в геометрических радианах за се­

кунду. 

2.2.2. МОДЕПИ НЕНАСЫЩЕнНОА О&О&ЩЕННОА ЯСМ 
В ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ НА &АЗЕ ЯВНЫХ 

И НЕЯВНЫх МЕТОДОВ ЧНСПЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Для решения задачи на базе явных методов интегрирования 
представим ДУ (2.14). с учетом (2.3), (2.6), (2.12), (2.18) в виде 

L di + К W r + гЁ - u = О, (2.19) 
dt 

~овпадающем с соответствующим ДУ (1.134) обобщенного ЭМП. 
Уравнение (2.17) перепишем в виде 

dWJr =)-1 (М9 + Мв), (2.20) 
dt . 

Полная система уравнений. используемая при решении задачи 
явным методом интегрирования, состоит из ДУ (2.19), (2.20), 
(2.18), выражений (2.4)-(2.6) и первых двух формул системы 
(2.12) . 

Начальные условия имеют вид; при t=O 
i=io; ,\,г = '\'го; Юг=Юго. (2.21) 

Упомянутая система значительно проще рассмотренной в под­
разделе 1.6 сис'Гемы уравнеlШЙ для обобще~ного ЭМП, что объяс­
няется принятым нами допущением о линеиности магнитных свя­

зей, и, следовательно, возможностью составления явной ММХ без 
необходимости вычисления вМк. Соответственно и алгоритм чис­
ленного интегрирования здесь сводится к весьма простому част­

ному случаю алгоритма, изложенного в разделе 1.7. Так, здесь на 
шаге (интегрирования выполняются следующие операции: • 

для нулевого узла шаблона вычисляется вектор напряжении 
u и момент МВ; 

по известным И3 предыдущего шага интегрирования (на пер­
вом шаге - по начальным условиям (2.21» вычисляются по (2.5) 
(2.6) матрицы Lл, LTr , по (2.12) - матрицы L и К, по (2.4) -.. 
момент Мв, после чего формируются уравнеJIИЯ (2.19), (2.20); 

уравнение (2.19) решается численным способом относительно 
производной di/dt; 

по формулам (2.20), (2.18) ВЫ1fИСЛЯЮТСЯ производные dюг/dt, 
dyrfdt; 
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по формулам вида (1.69) вычисляются прнращения I:!i, .1юг• 
ЛУГ на шаге h; 

по формулам вида (1.67) ВЫЧИСЛяlOтся значения переменных 
i, Юг, 'vr при t-h. 

В основу решения задачи на базе неявного метода интегриро. 
вании примем САДУ, состоящую из уравнений (2.14). (2.17). 
(2.18), (2.3), (2.4). 

Заменив в дифференциальных уравнениях этой САДУ произ­
водные выражениями вида (1.73), приходим к системе алгебраи­
ческих уравнений (САУ) 

1 g r и 
Ф+ -ь ~ ЬJФJ+ ь- i - - == О; (2.221) 

• j=1 О Ьо 

-J(Ьо Шr + t ьjшr,)+м,+М.=:О; (2.23) 
1-1 

g 

IIIr = Ь, ir + ~ bj'rrJ; 
J-l 

~=Lлi; 

М 1. LT . 
З = -1* r l 2 iI' 

(2.2,4) 

(2.25) 

(2.26) 

Исключив в (2.23) угловую скорость в соответствии с (2.24). при­
ходим к уравнению 

g 

-Jb~ ir- J ~ bj {bo1rj + ШГ/) + м. + МВ = О. (2.27) 
j=1 

Си.стема (2.22). (2.27), (2.24) - (2.26) нелинейна, так как нели­
неины два последних ее уравнения. Будем решать ее итерацион­
ным методом Ньютона. При этом линейная САУ для вычисления 
поправок зависимых переменных на k-й итерации имеет вид 

.1-ф+(г/Ьо)Аi=Ql; (2.28) 

- Jb~ Ау, + дМ9 = Q2; (229) 

А," .... l т, iIlv + L М· 'т JI • r .., (2.30) 

(2.31) 

Первые два уравнения этой САУ с учетом последних трех ее урав­
нений и формул (2.12) принимают вид 

(LJI+r/bo) М+К.1"г= QI; 

(2.32) 
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Структура левой части системы (2.32) тождественна структуре ле­
вой части системы (1.154) для обобщенного ЭМП с нелинеЙными. 
магнитными связями. Правая же часть в системе (2.32) проще,. 
чем в системе (1.154), что обусловлено принятым здесь допуще­
нием о линейности магнитных связей и, соответственно, отсутст­
вием ВМК в уравнениях ММХ. Следовательно, и алгоритм выпол .. 
нения k-ro нтерационного цикла уточнения зависимых переменных. 
i, "г, 'Ф, Мз• оог здесь значительно проще. Он состоит из следую­
щих операций: 

значения момента МВ и вектора u напряжений питания прини­
маiOтся равными вычнсленным для момента времени t=h; 

по найденным на (k-l)-й итерации значениям зависимых пе­
ременных (при k- t - по результатам выполнения предыдущего. 
шага интегрирования, а при k= 1 на первом шаге - по началь­
ным условиям) вычисляются ММП машины по формулам (2.5) .. 
(2.6), (2.13), (2.12) иневязки QI, Q2 как левые части уравнений. 
(2.22). (2.27); 

система (2.32) решается численным способом относительно по-
правок М, А"г; 

по формулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение пере­
менных i, А"г; 

по формулам (2.24)-(2.26) вычисляется k-e приближение пе· 
ременных ООг, 'Ф, Мэ• 

1.3. Модеnнрованне насыщенноJl 0606щенноJl ЯСМ 
в фазных координатах 

1.3.f. ИСХОДНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ 

Объектом исследования является обобщенная ЯСМ в смысле~ 
сформулированном в 21., и отличающаяся от обобщенной ЯСМ~ 
рассмотренной в 2.2, учетом насыщения магнитопровода при сле­
дующих исходных допущениях. 

Вихревые токи в магнитопроводе отсутствуют . 
Зубчатые структуры статора и полюсного наконечника заме­

нены гладкими структурами, т. е. равномерными вдоль угловой. 
координаты магнитными слоями. характеристики намагничивания 
которых в радиальных направлениях тождественны характеристи­

кам намагничивания реальных зубчатых структур, рассчитанным: 
для одного зубцового деления статора и ротора соответственно. 
Такая замена физически равноценна замещению зубцовых струк­
тур статора и ротора с конечными числами зубцов структурами 
с бесконечными числами бесконечно тонких зубцов. Магнитные 
проводимости этих слоев в тангенциальных направлениях прини­

маются равными нулю. Обусловленное зубчатостью увеличение 
падения магнитного напряжения в воздушном зазоре учитывается 

коэффициентом Картера, рассчитываемым для реальной зубчатой 
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~TPYKTYpы магнитопровода с учетом переменной по угловой коор­
,Аинате длины воздушного зазора. 

Уложенные в пазах статора и рбтора проводники электричес­
Ю:!Х контурОв заменены бесконечно тонкими проводниками, рас­
-положенными в непосредственной близости от воздушного зазора. 
Активные части витков сосредоточенных обмоток возбуждеНИ5J 
расположены на геометрических неЙтралях. 

Магнитное поле машины условно разделено на рабочее поле 
и поля рассеяния статора и ротора. Под рабочим пони мается по­
пе, силовые линИи которого пересекают радиально ВОЗДушный за­

зор и сцепляются одновременно с контурами статора и POTOP~ 

Поле рассеяния статора (ротора) обусловлено силовыми линия­
ми, сцепляющимися только с контурами статора (ротора). 

Потокосцепления рассеяния всех контуров приняты независя­
щими ОТ угла 'Уг поворота ротора. 

Потокосцепление рассеяния любого контура, уложенного в па­
зах, принимается состоящим из двух частей, которые условно 
названы нелинейной и линейной. Первая обусловлена полем рас­
-сеяния, замыкающимся через коронки зубцов, и определяется как 
~YMMa произведений чисел проводников рассматриваемого конту­
ра в каждом пазу на поток рассеяния этого паза, замыкающийся 
-через коронки зубцов и нелинейно зависящий от полного тока дан­
ного паза. Линейная часть потокосцепления рассеяния контура 
обусловлена магнитным полем в лобовых частях обмотки и полем 
рассеяния в пазовой части (т. е. кроме коронок зубцов). Она пред­
полагается линейной однородной функцией токов контуров ста­
тора либо ротора, а коэффициенты этой функции вычисляются по 
методикам, известным из магнитнолинейной теории электрических 
чашин. 

Рабочее магнитное поле предполагается плоскопараллельным. 
Падения магнитных напряжений для силовых трубок рабочего 

поля в ярме статора одинаковы и определяются по величине по­

тока ярма статора, равного половине потока в воздушном зазоре 

на полюсном дел~нии, в соответствии с характеристикой намагни­
~IИвания ярма статора, рассчитанной по методике, применяемой 
при проектировании ЯСМ [66]. 

Допущение, аналогичное предыдущему, принимается и в от­
ношении полюсов вместе с ярмом ротора. При этом предпола­
rается, что поток рассеяния полюса замыкается от полюса к по­

люсу через полюсные наконечники; значение потока рассеяния 

полюса рассчитано по потокосцеплению, найденному с учетом 
реальной геометрии межполюсного окна и обмотки возбужде­
ния. 

Будем полагать, что геометрия всех полюсов индуктора оди­
накова, эксцентриситет отсутствует и число проводииков k-ro кон-
тура (k= 1, s+n+l), находящихся в j-M пазу, отличается от чис­
ла проводников этого же контура, находящихся в пазу, удаленном 

от j-ro, на одно полюсное деление, только знаком. При этом и маг­
нитное поле под соседними полюсами для любой пары точек, от-
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стоящих Apyr от друга на одно полюсное деление, также отлича .. 
ется только знаком. 

Характеристики намагничивания сталей магнитопровода одно­
значны (гистерезис отсутствует). 

Из принятых допущений вытекает, что в рассматриваемой мо­
дели обобщенной ЯСМ уче'l' насыщения по путям рабочего поля и 
полей рассеяния ВЫIЮJШяется неЗВllиеимо. 

2.3.2. МАrНИТНО-МЕХАНИЧЕСНАI ХАРАКТЕРИСТИка 
НАСЫЩЕННОЯ О&О&ЩIННОЯ tlCM В CIIА3НWХ JCООР'ДИНArТАХ 

Составим при ПРIfНЯТЫХ исходных допущениях ММХ обобщен­
НОЙ ЯСМ как систему уравнений вида (1.5)-(1.7), позволяющую 
рассчитать потокосцеплвния контуров при заданных токах KOHTY~ 
ров и угле vr поворота ротора. 

Вначале рассмотрим соотношения, связанные t заменой реаль-
ных зубчатых структур гладкими. ; 
, L(ля определения полОжения про изволь ной точки Х на расточ­
ке статора (рис. 2.1) будем пользоваться ее угловым расстоянием 

~~ .. \ . 
~ 

-r--~~L-_-+-_______ L _______ ~_-_-_-_~_+J--+-----~----~--$P-~-O--- i 
Рис. 21. 1< составлению ММХ оБОБщенНоЙ Я:СМ 

Т);r'ОТ продольной магнцтной оси d ротора, называемым роторной 
коордnиатой точки(Х, Ji~бо угловым расстоянием а ОТ некоторой 
произвольно выбраиоой, но фиксированной по отношению к ста­
тору радиальной оси Z, разываемым статорной координатой точ­
кИ Х. Углы 't\ и а R!М'еряютС'Я в электрических радианах 'и' связв-
Н'Ь1 соt>тноШением I 

a=ТI+Y, (2.33) 
где у - угол поворота ротора. опред~яемыA как угол наклона 
оси d к оси Z и измеряемый в электрических ра,цианах; он связан 
-4-3201 
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с углом vr поворота ротора, измеряемым 8 геометрических ради­
анах, формулой 

У=РоУг. (2.34) 

Пусть на статоре в пределах одного полюсного деления имеется 
S зубцовых деленнй (S -- целое число) и в j-M пазу находится 
V(hj) эффективных проводнвков k-ro электрического контура. При с .. 
воим всем пазам одно и то же положительное направление, пер­

пендикулярное· к плоскости попереч.иого сечеЮfЯ машины и про­

ходящее Ф-Т, зd плоскости к набn.юдателю. Условимся считать 
\/Ikj) положительным, если при перемещении ВДОЛь электрического 
контура по его схеме от иачала к концу направлеиие движения в 

j-M пазу совпадает с положительным направлением паза; в про­
тивном случае число V(k;) будем полагать отрицательным. 

Примем временно, что все V(k;) ПРОВОДИИКО8 распределены на 
интервале am-Аа::::;;а::::;;аш+Аа (Аа - некоторый малый угол) 
равномерно. При этом плотность проводников k-ГQ контура, обус­
ловленная наличием проводников этоt'о контура только в j-M пазу, 
есть финитная фуикция 

V., [ос} = { о при а < аи) - Аос; а> ОСи) + Аос; (2.35) 
V(1I/)/(2&t) при а(}) -- Аа ~ ос ~ ОС(}) + Аос. 

Представим ее рядом Фурье 

VJI/ [ос] = ~ 'VJI/c. cos УОС + 'V1I/s. sln Уос, (2.36) 
,==1.3,·· . 

где имсу, VlI.jsv - амплитуды косинусной и синусной составляющих 
"-й гармоники функции Vkj[a}. Они вычисляются по формулам 

1/"" =; r v., [о] со.,o<Iо; ''>in ~; r "., [.] sln vщ/a. (2.37) 

• -~ _2 

Заменим интегралы вида (2.37) суммами интегралов, соответству­
ющих интервалам интегрирования [-п/2, a(J)-Аа], [ат-Аа. 
а(;)+Аа] , [аш+Аа, п/2]. Из (2.35) следует, что в этих суммах 
первые и третьи слагаемые равны нулю, поэтому, 

• и)+А. "(J)+A .. 

'V1I/C. = - -- cos Ущfос; 'V1I/S' = - --sln УОС а. (2'. ~ i' 2 's V1k}) ~ 5 V(1lJ) d з8 
'11: 2&а 11:. 24:& 

.. (!) -А. ' • }) .,...А .. 

При Ad':"'Q ВНУТРН второго интервала фув~iiйи cos 'Уа И sin 'Уа 
принимают значения cos 'Уа(j} и sin 'Уаш cooTBeTcTBeS.нo~ и тогда 
из (2 .. 38) имеем 

(2.39) 
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с учетом (2.39) формула (2.36) принимает вид 

2 
V.} [а.] == - V(k}) ~ (С05 УОС()) СО5 УОС + 51п уа.и) sln '1ос). (2.40) 

11: .-1.3 .... 
Составив выражения вида (2.40) для всех S пазов и просумми­

ровав их по пазам, получим функцию 

s 2 s 
УJI [ос) = ~ VJI/ [ос) = ;- L V(JI/) ~ (cos Уа(/) С05 ya.+sln УС1(}) sln уа), 

J-1 J-l .-1.3 ... 

(2.41 ) 
которая определяет плотность проводников k-ro коитура как фуик­
цию координаты а. Представим ее в виде -VII [ос) = L 

.,-1,,3, 
'VkC' cos УОС + 'Vk". sln УОС = ~ 'VJI. cos ('111 - aJl.) , 

,-1,3,··. 

где (2.42) 
2 s 2 s 

'VJlC. == - L V(kЛ С05 УОСт; 'V1Is. = - L V(kJ) sln УОС(}) (2.43) 
11: /-1 11: /-1 

- амплитуды косинусноА и синусной составляющих 'У-А гармони­
ки плотности проводников k-ro контура; 

'V1I. - 11 'Vlc. + 'Vls.: (2.44) 

a,kv =arc cos 'V1Ic'/'V1I. - arc sln 'V1Is./'VJI. 

- cOOТBeTcTBellHo амплитуда 'У-А гармоники плотности проводни­
ков k-ro контура и угол, определяющий положение точки, в кото., 
рой 'У-я гармоника достигает положительного максимума. 

I(оличество проводников k-ro электрического контура, распо­
ложенных на отрезке, равном полюсиому делению и начинающем­
ся в точке Х с угловой КООрдинатой а, определяется с учетом 
(2.41) функцией 

W II [ос] = 
-+" 

5 4 s - 1 
Vk [ос] doc = - ~ V(1IJ) ~ - (sln УОС(}) cos Уос-

11: ~ -'-J v 
• J-l "-].3.· •. 

- С05 'Уаи) sfn уос), (2.45) 
( 

которую назовем фу~ией распределения проводников k-ro KOH~ 
тура. Представим ее в виде 

WII[oc]- ~ W "с. cos уа + W 11". sln '/а, (2.46) 
.-1.3.··· 

где 4- s 
W1lc"= - L V l1lJ)51n Уаш: 
• 11:)1 / .... 

(2.47) 
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- амплитуды косинусной и сннусной составляющих фующии рас­
пределення проводников k-ro контура. 
, Отметим, что в (2.35)-(2.47) в соответствии с принятой в 2.2.1 
нумерацией контуров обобщенной ЯСМ k= 1, s. 

Формулы, аналогичные (2.42)-(2.47), могут быть выведены 
и для ко.туров ротора. Так, дJ1я контуров ротора, расположенныxi 
в пазах полюсных наконечникЬв, они Иlt!еют вид -

V. (11] = L V~C. cos У1/ + 'CJkS-9 sln '11/; 
r 

(2.48)' 
,-1,3,··· 

4 R 
W.CW = - L V(.J) sin '111(j); 

КУ }=1 

(2.50) 

(2.51) 

где R - число пазов в полюсном наконечнике; k=s+l, s+n. 
3убцовую ЗОlIУ статора, воздушный зазор и зубцовую зону ро­

тора машины будем называть кратко ее активной зоной. 
Проведем в магнитоiIроводе замкнутый контур (см. штрихо­

вую линию на рис. 2.1), проходящий последовательно через полюс, 
активную зону в точке Х, ярмо статора, активную зону в точке 
Х', удаленноti ОТ точки Х на одно полюсное деление, полюс, ярмо 
ротора и, обратно через полюс в точку Х, и назовем его контуром 
ХХ'. 

Полный ток, создаваемый k-M электрическим контуром и ох­
ватываемый контуром ХХ', равен Wk (<:6] ik{ak (k= 1, s) для конту­
ров .статора и Wk (fJ] ik/a/t (k=s+l, s+n) ДЛя контуров ротора, 
где Lk - ток k-ro электрического контура; ah - число его парал­
лельных ветвей. Ilолный ток, создаваемый обмоткой возбуждения 
н охватываемый контуром ХХ', равен Wjij/at, где Wj - число 
активных проводников катушки обмотки возбуждения (равное уд_ 
военному числу витков катушки); {! - ток обмотки возбуждения; 
Щ - jЧИСЛО ее параллельных ветвей. Согласно закону полного то­
ка, для любого контура интегрирования сумма охватываемых им 
токов \ раьна сумме падеиий магнитных напряжений на всех его 
участках. Совместив контур интегрирования t контуром ХХ', пр н­
ходим К уравнению 

"1 [а] i 1/a1 + ... + Ws [а] is/as + WS+1 ['1/] [а+1 /аа+l + ... + 
+ W8+" ['1/] [н"/ан,, + Vljif/aj - Ра - Fj - Fz-po [1/] в . О, (2.52) 

где р., Ff. Fz, Р3 [тt] В - падения магнитных иапряжений на участ­
ках контура иnтегрирования, соответствующих яр~у статора, по-
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люсам вместеГс ярмом ротора (т. е. в индукторе), зубцовым зо­
нам в точках Х и Х' и воздушному зазору в точках )( и Х'; 
Р6 [fJ] - удвоенное удельное магнитное сопротивление воздушного 
зазора в точке Х; В - магнитная индукция в воздушном зазоре 
в точке Х. 

По ярму статора проходит магнитный поток, равный половине 
потока Фа, входящего в статор через воздушный зазор в пределах 
между соседними поперечными осями q и -q (рис. 2.1). 

Падение магнитного напряжения в ярме статора определяется 
через поток ярма статора по характеристике намагничивания яр­

ма статора 

(2.53) 
Падение магнитного напряжения в индукторе определяется через 
поток полюса по характеристике намагничивания индуктора 

Fj=Fj IФjJ. (2.54) 

Падение магнитного напряжения F ZТJ определяется через индук­
цию в зазоре в точке Х по локальной характеристике намагничи­
вания зубцовых зон, составленной для точки Х, т. е. 

FZТJ-FП\ [В]. (2.55) 

Величина F ZТJ дЛя контуров иltтегрирован'ия, пересекающих актив­
ную зону в точках, находящихся в rtределах поJIЮсной дуги, рав­
на удвоенному значению суммы падеиий магнитных напряжений 
в зубцовой зоне статора и в зубцовой зоне ротора в точке Х, а 
для контуров интегрирования, пересекающих активную зону вие 

полюсной дуги - удвоенному значению падения магнитных на­
пряженнй в зубцовой зоне статора в точке Х. 

Рабочий поток, приходящийся на участок da полюсного деле­
ния, расположенный в окрестности точки Х, равеи произведению 
B16 {t/n)da, где 16 - расчетная длина магнитопровода; 't - длина 
полюсного деления. Такой же по величине, но ПРОlI'ивоположный 
по знаку поток проходит через участок da в окрестности точки 
Х', что позво.пяет рассматривать рабочее магнитное поле состоя­
щим из элементарных контурных потоков, путь каждого из кото­

рых совпадает с соотвеrствующим контуром ХХ'. Часть потоко­
сцепления k-ro электрического контура статора, обусловленного 
рабочkм полем в пределах одной пары полюсов, найдем суммиро­
ванием в пределах,пол~ного делеиия RРОИЭ&еденнА упомянутых 
контурных пот~QВ .tla количества Wk [а] oXВ~TblBaeMlix ~ми про· 
водников, поэтому рабоч~е JIOтокосде.nление этого коитура опреде .. 
ляетс;я выражением 

"/2 ,-/S , 

Фаt=РО S Wt [а]Вlа:"dа=Ро сф 5 W.['1/+i]Bd1/(k-l,s), ('.l.56) 
а" 8с а" 

-к!2 "'УС(2 

где Сф=16t/п. Аналогично для рабочего потокосцепления k-ro KOH~ 
тура, расположенного 8 пазах ротора, еиеем 



-«/2 

+ОI=РОсфS Wk[7J}Bd7J (k-s+l,s+n) . .. (2.57) 
а• 

-"/2 

Магнитный поток Фа определяется по формуле 

"/2 

ФII = С. S BdТj, (2.58) 

-0;/2 

а поток полюса - по формуле 

Фj= Фа+Лиj (Wjijfaj-Fj) , (2.59) 

где Ли, - постоянная магнитная проводимость рассеяния полюса. 
Рабочее потокосцепление обмотки возбуждения вычисляется 

110 выражению 

фц = Ро r f Ф '. (2.60) 
а, 

1. \ Линейные части потокосцеплений рассеяния k-ro контура об­
мотки статора, k-ro контура обмотки ротора и обмотки возбуж­
дения вычИсляются соответственно Ito формулам 

+ ... L .... 1 i 1 + ... + L ... s i$ (k = f;S); (2.61) 

ф ...... Lo •• ,,+Jiц1 + ... +L"k,S+lIi,,+II+Lщi/(k=s+l,s+n); (2.62) 

'i'JI! - L.f .Hl iS+1 + ... + L"f. 8Н iH'" (2.63) 

где Lak; -'- постоянная индуктивность, обусловленная полями рас­
сеяния в лобовых частях оБМОТОI< и в пазовой части (кроме ко­
ронок зубцов). 

Нелинейные части потокосцеплений рассеяния k-ro контура 
статора и k-ro контура ротора вычисляются по формулам . 

Ф ... = (V{",l) Фп,l + ... + V •. S Фп,s) 2ро/а" (k == 1,9); (2.64) 

~Ht=(V(.,S+I) Фп, $+1+" • + V(k,S+R) Фа, S+R) 2p:J/a" (k=s+ 1, в+n). 
(2.65) 

1 

rде Ф"J """,'.магнитныЙ поток рассеянИ'Я /-ro п~за статора, если j= 
-1, S, if j'-ro паза fJoTopa, если j-S+I, S-fR. G8vыкающийся по 
'Корьнкам'зубцов, окаймляющих этот паз. l' , ) 

Поток ФПj (1= 1, S) определяется через тОК iп; j-ro паза ста­
тора по характеристике намаtничивания коронок l-го паза ста­
{тора 

(j=I~), (2.66) 
где 

(2.67) 

ПОТОI< ФП} (j=S+I, S+R) определяется через TOI< iПj j-ro паза 
ротора по характеРИСТИI<е намаfничивания коронок l-ro паза ро­
тора 

Фп,=Фп; [iп;] (/=S+I, S+R), (2.68) 
где 

i./= (V(Hl.}) iHl/aHl+" . + V(,н".лis+,,/аs+,,) (j-S + 1, R+R). 
(2.69) 

Полное потокосцепление k-ro контура 'статора, k-ro контура рото­
ра и обмотки возбуждения согласно четвертоиу допущению пред­
~тавим суммами 

Ф. = Ф ... + ФВk+ ФО. (k = r:s); (2.70) 

ф.=ФJJ"+фц+ф&. (k==s+l,s+n); (2.71) 
1\11 = ФJJ! + фц. (2.72) 

Для практического вычисления интегралов вида (2.56)-(2.58) 
нанесем на полЮсное деление -1t/2~ТJ~n/2 равномерную сетку, 
состоящую из N узлов, таким образом, чтобы первый узел нахо· 
дился на расстоянии л/N от оси -q, а послеД8ИЙ - бесконечно 
близко к оси q (pltc. 2.1), и представим эти и.нтегралы суммами 

<Yok=(W. [7Jt+T} 81+" .+W~ [ТjH+1] 8н) Сфро/а. (k=G); (2.73) 

фг.=(W. [7Jl] В1 +}, .+W .. [7JNYBN ) Сфро/а. (k=s+ 1, в+n); (2.74) 
Фа == (81 + ... + вн) Сф, (2.75) 

~, -
lде Сф=l()",/N; Wk [TH+ТJ] (1= 1, N, k= 1; В) - зиач~ние функции 
WK[тt+V]. выч"елеююе при a=ТJ;+Y и завися~е от угла у; 
W"[ТJ;] (j==1, N, k=s+l. s+n) - ПОстt)яниое значение1фУНКЦИИ 
W" ['У}), вычисленное в j-M узле сетки; Bj и= 1, N) - значение 
магнитной индукции В в j-M узле. При этом б~конечные ряды вн· 
да (2.46), (2.50) должны быть заменены усечеиными рядами. 

Уравнение (2.52), составленное для j-ro узла сетки, nринима" 
ет вид , 

W1\[ТjJ+r} i1/a 1 + ... + Ws [Тjj+T] i,la"n- W.r+t ["lj]iHl/a.r+l+· .. + ) 
+ Ws+n [7JJ] iS+JI/asitn+~/il/al- Fa-; F/- Fz/- P3j~J --: о." (2.76) 

, 
где Рм=р() [11,) - значение магнитного сопротивления р" & j-M уз­
JJe; Р,} - падение магнитного напряжениSf в зубцовых зонах дли 
j-ro узла, определяемое по характеристике намагничивания вида 
(2.55), которая для j-ro узла принимает вид 

Ft;>=Fz:lll1;t Jj=l. N}. 41 (2.77) 

На участке da полюсного деления раСПOJ,lOжены Vk[a)aa про­
водников k-ro электрического K<Н'ITypa 06мОО'ки статора. Согласно 

5\1.'" 



~aKOHY Ампера, на них действует электродинамическая сила 
У.[а] .da·B·l~ik/al!" ~ соз.цаваемыа ,ею :момент равен Vk Iа] ·daX 
х8.1~(ik/аk)РО't/л., где Ро't/л. - радиус расточки статора. Эflектро­
магнитный момент, действующий на всю поверхность расточки 
статора и создаваемыЙ всеми ЭJ[ектрическнми контурами, опреде­
ляется выражением 

,,/2 

2ро t S УА ((1] l~ ikpo 't Bd(1. 
k=1 ak 1t 

-'lt~ 

Электромагнитный момент Мэ, действующий на ротор, согласно 
третьему закону Ньютона равен по величине и противоположен по 
знаку моменту, действующему на статор, поэтому с учетом при­
пятых ранее обозначений 

"/'l 

М, = - 2p~ Сф ± ~ S V .. ["'1 + у] Bd.". (2.78) 
101-1 а. 

-"/2 

:После замены ннтегралов кQиечными суммамн Вl!lрцжение (2.78) 
при~имает вид 

, 1 
М. = - 2р3 С. ~ ..!.. (V. ["11 + 1181 + ... + У. I"'lN + т] ВН)= 

.-1 йА • 
, s Н. ( 

... - 2p~ с. L ~ ;:- У. ["'Ij+ т] BJ. (2.79) 
.-1 J-I • 

Соотношения (2.56), (2.57), (2.61), (2.62), (2.64)-(2.71). 
(2.73), ({2.14)., (2.76), (2.77) следу~ рассъtатривать как типовые. 
В результате u тиражировання соответственно для N узлов сет­
ки, s эJtftктриче~кнх контуров статора и n электричес~ ~OHTypoa 
ротора, S паЗQ~ стаТОр'а и R па,эов ротора и добавления урав~ений 
(2.53), (2.54), (2.59)ё (2.60). (2,75) ПОЛУЧIJМ искомую неявную 
ММХ оGобщецной Я М. СОГЛЩ;НQ теорни, изложеН'НОi\ в разделе 
1.2, lI9~дстаIЩМ эту .ммх совокупностью подсисте~ вида (1.1) • 
(1.2), (1.3) соответственно. 

Первая ПОДСИС1.'ема отражает неявную внутреннюю ММХ и со-
стоит из шес1'и групп уравнений: ' 

• s-r. i." L \ 
~ 1F.["'I1+T]i./all+ L W.["'II]i~!all+ W/i,/aJ-

I .... J '! '! • 11 • ..,.<1-1 , 

(2.80) 

Фа - Сф (В1 + ... + ВН) = О; 

Фt- Ф 11- A~J (WJ it!aJ-FJ) ... О; 
FII=Fа[Фа]; FJ=FJ[ФJ]; 

Fzi = Рж1 [811;"'; РжН== FzN [BN ]; 

[~1 = V(1.I) i1!a l + ... т V(SI) i,!a.; 

i~s= V(I.$)i J/a 1 t ... + V(sS) is/as; 

~ iи s+ 1 = V{S+1, S+I\ [Нl /a.t+l + ... + V(S+IJ. S+I) iHIJ!as+ lJ ; 

i~ $+R = V(.t~I. S+R) i s+l/aS+l + ... + V\.t+II. $+R) iHn/aH": 
ФОI = ФП1 [io1 ];· •• ; ФП S+R = фа S+R [iп S+R!' 

\ 

(2.81) 
(2.82) 
(2.83) 

(2.84) 
(2.85) 

Вторая подсйстема определяет потокосцепления электрических 
хонтуров через токи контуров, угол 'v и ВМК и состоит из уравне-
ний , 

Ф. ;= L.l~ [1 + ... + L.ls i, + (V(I,I) Ф •• + ... + V(I.S) ФаS) 2PD + 
а1 • 

+РОСф f W 1 {lIj+7JB
j

; 

а1 ~1 . 

~,-L~SI i 1 + ... +Lasz (, + (V(sl) ~.! + ... + V.t.s Фпs) ~' + 
$ 

N ' 
+РОСф L Ws {"'Ij+j]BJ; 

а, j ... l 

\11+1 = L~ HI. н1 [Н1 + ... + L~ Нl. 6+11 ёНII + L • .1'+1.' iJ + 
I 

2ро + (У(Нl. S+I) Ф. $+1+'" + V(S+I, S+R) ФИ S+R) -- + 
a.t+l 

. ) 

ФS+/J = L't HII,I+1 iI+1+," . +l,.~ Н", Нn i s+n + L" НN, I i, + 
2р, ) + (VIH", S +1) Фа 5+1 + ... + V(HJL S+R) Фа S+R) -- + 

as+n 

ре н. 
+~ ~ WHIJ [1jJ]BJ; 

a.t+1J J-l 

Ф,=L.'.НliНl+·· ·+i.,.s+/Jistn-r ФJ WJ
Po 

. .' а, 
(2.86) 



Третья подсистема содержит только выражение (2.79) элект­
ромагнитного момента через токи контуров, угоК У и ВМК. 

Внеявной ММХ, представленной в виде (2.80) - (2.86), (2.79). 
независимыми переменными являются токи ij (j= l-:-s+n, 1) элект­
рических контуров и угол 'V поворота ротора. Зависнмыми же пе-
ременными являются потокосцепления 'ФJ (j= 1, s+n, 1) контуров, 
'ВМI( В1 , ... , BN, Fz1 , ... , FzN, Фа. Фj. Ра • Fj • Фп1 ••••• ФпS+R, 
iп1 , ... , iп В+В И ~лектромагнитный момент Ма. 
Неявная внутренняя ММХ (2.80)-(2.85) состоит из N+2+2+ 
+N+(S+R)+(S+R) уравненнй и содержит с.только же неизвест­
ных вмк. 

Образовав из ВМК, имеющих родсrвенное физическое содер­
жание, вектор-столбцы 

В, = (ВI> .. '. Вн'.; F., = (Fzl" . '. F.N ).; 

Ф = (Фа. Ф,).: F со (Fa • F,).; 

Ёа = (iп!" . " iп,S+R).; ФП = (Фп\!' . " Фа S/+R)., 

(2.81) 

представим под-системы (2.80)-(2.86). (2.79) 
-горными уравнениями 

соответственно век-

:где 

1, [i, у, B~, р, Fn ] =0; 
12 [Ф, B~. р] =0; 

F=F[ФJ; 

Fno:FFn[B.] ; 
iп = Vn.i; 

Фп=Фn[iп] ; 
'Ф=СР [i, у. Ф. B~, Фп]; 

Мэ==s [i, 'У. B~]. 

V •• = 11 ~c. ~P. ~ 11 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91 ) 

(2.92) 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

- матрица размерности (S+R) Х (в+n+l), ненулевые блоки ко­
торой имеют вид 

V(I,I) ••• V(I,I) I V($+l. $+1) 1 V1s+n, S+l) 

!~I а$ 
v c• = · 

V(I, S) ••• V(S,S) 

а$+l а,,+ .. " 
V,.= 

V(S;l.HR) 

. (2.97) 
V(s+II,S+R) 

й. as Q s+1 а"+1I 

Образовав вектор ВМК 

m= (Ф. В,(, р, FZ/j, iп, Фп) •• (2.98) 
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находим, что система (2.88)- (2.93) и уравнения (2.94). (2.95) 
сводятся к векторным уравнениям вида (1.5), (1.6), (1.7) соот­
ветственно. 

Неявная внутренняя ММХ (2.88) - (2.93) содержит два век­
торных уравнения (суммарной размерностью N+2), не решенные 
относительно ВМК. и четыре векторных уравнения (суммарной 
размерностью 24-N+2S+2R). решенные относительно переменных 
Е, F z,;, iп. Фп. Легко убедиться. что подстановка соотношений 
(2.90) - (2.93) в остальные уравнения (2.88), (2.89), (2.94), (2.95) 
неявной ММХ обобщенной ЯСМ привела бы к чрезвычайно гро­
моздким аналитич~ским выражениям, поэтому такая подстанов­

ка нецелесообразна. Таким образом. составленная неявная ММХ 
обобщенной ЯСМ принадлежит к классу рекуррентных. 

Явная ММХ обобщенной ЯСМ представляеr собой совокупность 
зависимостей 

'Ф='Ф [i, у] ; Мэ=Мэ [i, у] ; (2.99) 

Ф=Ф[i,'V]; B,;=B,;[i,'V]; F=F[i,'\'l; 
Fz,;=Fn [i, ,\,]; iп=iп [i]; Фп=Фп [i]. (2.100) 

Здесь зависимости (2.99) оrражают явную внешнюю ММХ, а за­
висимости (2.1 00) - явную внутреннюю ММХ машины. 

2.3.3. MArHMTHO-МЕХАНИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 
НАСЫЩЕННОЯ О&О&ЩЕННОЯ _СМ В ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ 

Согласно общему определению. приведенному в разделе 1.3, 
внешние и внутренные ММП обобщенной ЯСМ - это матрицы 
L, К, К., G и е, г, отражающие частные производные явной внеш­
ней и явной внуrренней ММХ машины по вектору токов и по уг­
лу поворота ротора. С учетом размерностей векторов, входящих 
в эти ММХ, находим, что L есть квадратная матрица размерности 
s+n+l; К - столбец размерности s+n+l; G - скаляр; е - мат­
рица размерности 2 (N+2+S+R) . (S+n+l); r - столбец раз­
мерности 2(N+2+S+R). 

Продифференцировав ММХ (2.88)-(2.95) по вектору токов и 
пользуясь приняrой в 1.3 сисrемой обозначений часrных произ­
водных, рриходим К системе матричных уравнений: 

Л + f~,eB + fiep+ fiz~ez .... О; (2.101) 

~ а. + f:' ев+ f[8p = О; (2.102) 

8,-Rф8ф; 

8z=pz~811; 

8.= vп.; 

8п=ЛП8,; 

L = ,1 + ,Ф8Ф + ,В, ев + ,Фпеп ; 

(2.103) 

(2.104) 

(2.105) 

(2.106) 

(2.107) 
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К. == ~; + ~a .. 8a, 

где 8ф, ев, 8р, 8 z, ei, 8п - блоки матрицы 

дФjдi 8ф 

дВ~/дi 8в 
8 = дm = aF/di = 8 F 

iJi дР ... /д; 8 .. 

dio/di I 8, 
дФ./дi 80 

(2.108) 

(2.109) 

2вляюще4ся первым блоком Ъfатрицы Pi внутренних ММП; 

f ',... df, F 

I д; 

171 [711 +1 ]/а1 . • ,W, [711+' J/a, w Н1 [1Jl]/aS+\' .. W'H(711]/as+IIW//a/ 
.: 
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! 

-1 -1 
fft:= д/1 = : 

др ~1-1 
-IФ _ д/, == 
J, оФ 

, 1 

-1 

fS. = df'J = II-СФ '" - Сфll' 
2 дВ.. О ' О ' 

f F = дfz =/10 
I дР О 

~' 

ф' "'" ~ = diag(L~e L,p}' ер. _ дср .. 
О О 

. д; "дФ 
о W/poia, 

W1 [1Jl + 1]/а1 ••• W1 ['lN+11/41 

дср •".= --р с. 
l дB~ о 

W.['Y/l+1 J1a" , . W,('lN + У ]/а, 
~$+1 [1I1]/ан\·,· WS+1 [1JN]/as+\ 

WS+ JJ ("bllas+ ... ~., Ws+II IYJлr]/аs+1I 
о о 

д \lc О '·0 -= -.!. - 'J./U О Vp ::::о уо ; 
дФа r' О О 

(2.110) 

...- ~а'l\РИЦЫ, в.ыислsj:емыыe как частные провзводные функций '\. 
/2, q>, ; по векторам i, Ф, В,(, Р, Fп, фо, iu в соответствии с содер· 
жанием упомянутых фу.нкций по (2.80), (2.81); (2.86), (2.79) и 
СОДЕ;Ржанием векторов (2.2), (2.1), (2.81); 

• == -. = \ag --о - , ••• , = lag 01" • " о S+R (. ) А dфо d' (dФПI dфо S+R) d' (А А ) 2 111 
dt/[ dl n1 di. S+R 

- диагональная матрица дифференциальных магнитных проводи· 
мостей путей потоков рассеs:rния по коронкам зубцов, элементы 
которой вычисляются путем дифференцирования характеристик 
l;Iамагнич"вания вида (2.85); 

R,ф = dF == diзg(dFа , dF/) = diag(Ra , R,) 
dф dФа d,ф/ 

(2.112) 
, 
- ДИl:I.гональная матрица дифференциальных магнитных сопро· 
тивлений ярма якоря и индуктора, элементы которой вычисляются 
пут~м дифференцирования характеристик намагиичивания (2.53) 
и (2.54) СООТ2етственно; 

Pz' =-- = lag --, ... ,-- = iag(pZ1' ''',PzN ( .11 dFz~ d' (dFzl dFzN) d ) 2 3) 
dB. dB1 dBN , 

- диагональная матрица дифференциальных локальных удель­
цых магнитных сопротивлений зубцовых зон, элементы которой 
вычисляются при помощи дифференцирования характеристик на­
магничnвания вида (2.77). 

Матрицы постоянных индуктивностей рассеяния обмоток стато­
ра и ротора имеют соответственно вид 

/;.11 ... L.Js 

L"c= L 1-
·Р.-

L.s\ .•• L.ss 

L~S+l. ,+1 ••• L.s+1, '+" 
.) 

L~I+II,I$+ •• •• L.S+ II, '+II L.S+ II, I 

L./,S,+l ·1·, L./.s+1I О 

Согласно (2.11 О). производная '~~ есть днагональная матрица 
размерности N отрицате.лъных локадьных магнитных сопротивле­
ний зубцовых зон, а цроизводная fi;" равна отрицательной еди­
ничной матрице размерности N, поэтому f~+fFz~ Рп= -Р'(, где 

, 1 1 

p~ = Pz~ + pa~ - diag(PZ1+P3\'- О', pZN+pm)=diag(Pl' "', Рлr) (2.114) 
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-- диагональная матрица дифференциальных локальных магнит­
ных сопротивлений активной зоны машины (т. е. зубцовых зЬн 
вместе с воздушным зазором). Эта матрица всегда неособая и. 
следовательно, существует обратная матрица 

A~ = p:;-I - diag (pj""l, • •• , PN1) .... diag (Аl' •• " AN), (2.115) 

элементами которой являются дифференциальные локальные удель­
ные магнитные проводимости активной зоны в N узлах сетки. Учи­
тывая это, из уравнений (2.1 01), (2.1 03) находим 

8в = A~ (1~ + /; Rф 8ф) = A~ (Л + If8F). (2.116) 

Подстави~ (2.116) в (2.1 02). прИходим к уравнению 

Аф 8ф =i' -/~~A~A, (2.117) 

rAe 
(2.118) 

Из (2.117) имеем 
(2.119) 

Таким образом, для вычисления параметров обобщенной ЯСМ. 
соответствующих дифференцированию ммх по вектору токов, 
необходимо найти матрицы (2.110)-(2.113), после чего последо­
вательно воспользоваться выражениями (2.114), (2.115), (2.118). 
(2.119), (2.l~). (2.116), (2.104)--(2.108) как рекуррентными фор­
мулами. 

Продифференцировав ММХ (2.88)--(2.95) по углу 'Yг='Y/Po~ 
приходим к системе матричных уравнений: 

/~г + /:~ ГВ + /ffl' + /~z~ Г. = О; (2.120) 

I:Гф + I~t ГВ + I~fp = О; (2.121) 

Гр=RфГф; 

fz=Pz'tfB; 
ri=O; 

Гп=&:Гi; 

К = ,тг+ 'ФГФ + tpBt Га + ,ФпГп; 

а = ет!' + евг Г В, 
где Гф, Гв, Гр, r z, fi. ГП - блоки матрицы 

дфjдТr 

дВг/дтr 

дР/дтг 
~Fzt!aTr 

Щ./~Тr 
д~alдTг 

= 

(2.122) 
(2.123) 
(2.124) 
(2.125) 
(2.126) 
(2.127) 

(2.128) 

представляющей собой &1'орой блок матрицы p~ виутренних ММП; 

afl 2 TTr=P.- ..... - Ро 
1 ду 

(2.129' 

матрицы-столбцы и скаляр, вычисляемые как частные произ­
водные функций f1' ер, S по углу 'Уг в соответствии с содержаиием 
этих функций, определяемым по (2.80), (2.86), (2.79). Здесь уч­
тено, что согласно равенству (2.34) имеется соотношение д/д'Уг= 
= род/д'У, а согласно (2.45) -- выражение 

1Jj+H-

дW.(11J+Т) =~ ~. V.[lIJ+T}d("lJ+T)== 
дт дт J 

'IJ+T 

= v. [11, + т + 1t] -- V. ["lJ + Т 1 =- - 2 V. ["lJ + т]· 
, 

Представим решение системы (2.120)-(2.127) совокупностью 
рекуррентных формул: 

Гф = - Аф-1 /8, А, /ТГ ; 
t 1 

Гр :::& RфГф; 

ГВ = ).~ (/11' + /ffp) = A~ (jTг + /; RФ ГФ); 
1 1 

Г. =- pz~ ГВ; 

. К=- 'Tr + ,Ф Гф + q;8. ГВ; 

G = eTr + eB~ г в. \ 

(2.130) 

(2.131} 
(2.132} 

(2JI33) 
(2.134) 
(2.135) 

Вычисление ММП по выведенным формулам предусматривает­
обращение матриц p't и Аф• Но первая ИЗ них диаroна.llьна, а вто­
рая имеет размерность 2Х2, поэтому трудоемкость обращения 
этих матриц практичееки ие влuяе1' на общую ;rрудоемкость вы­
числения ММП. 



1.3,1. МОдЕ'" НАCWЩЕННОА ОiolщEннОАt JIC.М 
• ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ НА iАЗЕ sIIBиыx МЕТОДОВ 

ЧИСnlнноrо ИНТЕrРИРОВАНИSll 

для расчетов переходных электромеханических процессов обоб­
щенной ЯСМ в фазных координатах с при~енениеи явных мето­
дов численного интегрирования представим подлежащую интегри­

рованию САДУ состоящей из ДУ 
'd' 

L ~ + KW r + ri - и = О; (2.136) 
dt '" 

d(J)Г-=J-l(М ..... М)· (/.Т,=IO-
dt '.', dt r. 

dф = 6ф di +Гфdтг; dB~ = 8 B
di + rBdTr 

dt dt dt dt dt dt 

н ~лг~браических уравнений 

F = F [Ф]; Fzt -= Fzt [8.]; i 11 = Vп• i; Фа = ФП и.]; 
ф = ер [i, Т, Ф, Bt , фп); М, = ~ р, т, 8,;] 

lIрИ наttальных условиях 

t == t o; i = io: юг -= (J)ro; Тг == Тго· 
1 

(2.137) 

(2.138) 

(2.1,39) 

(2.140) 

Составим алгоритм интегрирования этой САдУ по образцу, 
изложенному в разделе 1.7 для частщ>го случая, когда ММХ ЭМП 
является рекуррентной. Этот алгоритм предусматривает выполне­
ние на шаге интегрирования следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляется вектор и питающих 
напряжений и приложенный к валу ~OMeHT Мв; 

по известным из предыдущего шага цнтегрировация значениям 
переменных i, ,\,г, ЮГ, Ф, B~, Р, Px~, iп , ФП вычисляются матрицы 
Ап, Rф, Px~, pr, '.~ по формулам (2.111) - (2.115), маtрицы f~ , <V't , 
f~r , <р'\'Г по формулам (2.110), (2.129), после чего с учетом постО-
янных маТРицf~~, I~Zt, If, f~, /В., !f, <pt, <рФ, <рФп последовательно 

по формулам (2.118), (2.119), (2.116), (2.106), (2.130), (2.132), 
(2.107), (2 134) ~ычисляются матрJfца АФ и ММП еф, ев, вп, Гф , 
Гв, L, К; '1 

уравнение (2.136) решается ЧИClIенным способом относительно 
вектора di/dt; 

по формулам (2.137) вычисляЮтся произtюдные dюг/dt, dYr/dt, 
dф/dt. dB-r/dt; 

по формулам вида (1.69) 
А.Уг, А.Ф, АВ" на шаге h; 

вычисляются приращения М, А.Юг, 
,) , 

вычисля~ся значения перемеииых по формулам вида (1.67) 
i, ЮГ, Уг, ф, B~ при t= h; 

по формулам (2.138), (2.139) ВЫЧRCJIЯЮ"reЯ зиачения перемеи­
ных Р, Px~, iп , Ф п, 1\>, М8 при t=h. 

На первом шаге интегрированиЯ второй этап 1,Iз,IIоженного вы­
ше алгоритма выполняется с использованием заданных начальных 

условий. Если рассчитываемый пере)tОДНЫЙ ПРОЦ(:tСС ЯСМ явля­
ется продолжением HeKoToporo предЦlествующего ему рассчитан­
ного на эвм переходного процесса, то начальные значения ВМК 
известны из расчета последнего. Однако часто заданными явля­
Ю'l'Cя только начальные УСЛ08Ю{ (2.140). и тогда соответствующие 
начальные значения ВМК подлежат определению на основе неяв­
ной внутренней ммх машины. Воспользуемся для их ВЫЧlfсления 
методом дифференцирования по параметру (см. раздел 1.7). 

Будем рассматривa:r. магнитное состоя~~~ об06шенной ЯСМ 
при заданных началъ1'(ЫХ знанениях io, УО как такой р~ИjМ маши.­
ны, который получен в результа't~ постеП~ННОFО увеличения токов 
ее электрических контуров от нуля до значений, заданных векто­
ром io, ПРОI'юрционально параметру 8, т. е. полагая, что 

l = io8. (2.141) 

Тогда при заданном векторе io все ВМК будут изменяться в со­
ответствии с зависимостями 

ф=ф [8}; B~=B~{8]; (2.142) 

Р=Р[е]; Fzt=Fzt[e]; iп==iп[е]: ФII=Фп[е], (2.143) 

удовлетворяющими следующим условиям: при 8=0 все ВМК рав­
ны нулю, а при 8= 1 они равны искомым начальным значениям 
Фо, B-ro, Ро , Fz-ro, iпо , ФпQ, т,ребуемым для расчета рассмаТРИЩiемого 
процесса. Продифференцировав уравнения (2.141), (2.142) по 8, 

приходим К ДУ 

di . dФ дфdi dB, дВdi 
de = 10; те = ai de; de = дi de 

С учетом обозначений (2.109) эти ДУ ПРИВОДЯТСЯ К виду 

dф = 8ф iо ; d8, = eBio• (2.144) 
de de 

Проинтегрируем нелинейную САДУ, состоящую из ДУ (2.144) и 
алгебраических уравнений (2.138). числецным методом на интер­
вале O~8~ 1 при Hy~eBЫX начальных условиях (T~K как при 8=0 
зсе ВМК равны "улю). При ~TOM на ш~ге интеfрировациSJ вы-
полняются следуюtb.ие-операциь: "". 

по известным из предыдущего шага интегрирования значениЯ'м 
ВМК (для первого Цlaгa - по нулевым их знцчениям) вычисля­
ются маТJ>ИЦЫ Ап, Rф, p~, f>т, Л-t по, формулам (2.111)-(2.115), 
;:трица f ~ - по (2110). поел, чего с учетом постоянных матриц 
f t ~, J1:'z, Р;, .n, JI:' последовательно щ> формулам (2.118), (2.119). 
(2.116) вычисляется матрица Аф и ммn !еф, ев; 
, по формулам (2.144) вычисляются ПРОИ380Дные dФ/dе, dB~/d8; 

5-3201 65 



по формулам вида (1.69) Выtlисляютси приращения ДФ, двт 
на шаге he; К В 

по формулам вида (1.67) 'tычиеляются значения ВМ Ф, т 
при значении параыетра, равном e+he; . 

по формулам (2.138) вычисляются значения ВМК Р, FzT, tп , 
Фп при e+he• 

Легко видеть, что изложеьный алгоритм вычисления началь-
ного значения вектора B~K по своей структуре аналогичен алго­
ритму расчета переходного процесса. 

2.3.5. МОДЕлlt НАСЫЩЕННО А ОlOlЩIННОА IСМ 
I ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ НА IАЗЕ НEIIHblX МЕТОДОВ 

I4ИСJlEНноrо МНТlrPИРОIАНИI 

Исходная САДУ, применяемая для расчетов переходных элект· 
роиеханических процессов обобщенной ясм в фазных коорди­
натах, состоит здесь из ДУ 

dф + ri - и = о; (2.145) 
dt 

dWr М -о. dTr_ -J-+M9 + в- , --шг 
dt dt 

(2.146) 

и алгебраических уравнений (288) - (2.95), отражающих неявную 
~MX машины. Начальные условия имеют вид (2.140). 

Заменив в ДУ производные выражениями вида (1.73), прихо­
дим к nлгебраическим уравнениям 

1 g r и 
Ф+ ~ ~ Ь} фj + - i - -ь = О; (2.147) 

60 j_1 Ьо о 

-1 (Ьо Wr + t Ь} Wrj ) + М9 + МВ == о; (2.148) 
j-I 

g 

юг = ЬоТг + ~ Ь] Trj· (2.149) 
1-1 

Будем решать полученную нелинейную САУ итерационным мето­
дом Ньютона. При этом линейная САУ дЛЯ вычисления поправок 
зависиМых переменных ф, i, V' Ф, ф, B~, FZT ' i/l' фп на k-й итерации 
имеет вид 

дф+ (r/bo)!1i=QI; 

-/Ьо!1шг+дМэ~Q2; 

Д(j)г=ЬОДУГ; 
i '1 

Л &; + frr Alr + тВ, дВ. + ff АР + I~z~ APz' = Qз; 
1 1 (' 

f~dФ+f~'САВt + j{AF= Q,; 

(2.150) 
(2.151) 
(2.152) 

:(2.153) 

АР = RФ АФ; AFz• = pz. АВ.; Аiп = Va8 Ai; АФD =- А. AiD; 
Аф -= ,1 Ai + срТг Ау", + q;Ф АФ + ,В. АВ. + ,Фи АФg; 

АМ, - Ei А; + етг Атг + ев. АВ., 

(2.154) 
(2.155) 
(2.156) 

где QI, ... , Q~ - невязки уравнений (2.147), (2.148), (2.88), (2.89) 
соответственно. Исключив D (2.151) поправку ДЮГ в соответств.ии 
с (2.152), имеем 

-1Ь3 Атг + АМ ...... Q2' (2.157) 

~равнения (2.153) с учетом (2.154), (2.118), (2.119), (2.116). 
(2.130), (2.132) при водятся к виду 

АФ-8фАi+Гф Атг+Qф; АВ. =8B Ai+TBATr+QB, (2.158) 
где 

- приведенные невязки. 

Уравнения (2.150), (2.157) с учетом (2.156), (2.158), (2.159), 
(2.107), (2.108), (2.126), (2.127) принимаютвид 

(L + rjbo) Ai + КАтг == Qr'; 
К* Ы- + (a-1b~)ATг = Q,', (2.160) 

где 

(2.161) 

приведенные невязки. Уравнения (2.160) по структуре анало­
гичны уравнениям (1.154) об06щенного эмп. 

Алгоритм решения нелинейной САУ (2.147) - (2.149), (2.88)­
(2.95) требует выполнения на k-M итерационном цикле следую­
щих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляются момент МВ и век­
тор и; 

по найденным на (k-l)-й итерации значениям зависимых пе­
ременных (при k= 1 - по результату выполнения предыдущего 
шага интегрирования) вычисляются матрицы Ло • Rф, Рп, Рт, '.: по 
формулам (2.111)-(2.115), матрицы '~, <р8., е', ~B~, f;r, <р1г , eTr -

по формулам (2.110). ,(2.129), после р:е,о с у:четом постоянных ~aT­
риц '~" f;z, If, f~, f:" р;, <p/, <рф, <рфп последовaiельно ПО фор­
мулам (2.118), (2.119), (2.116), (2.100), (2.130), (2.132), (2.107), 
(2.108), (2.134), (2.135) вычисляются матрица Аф и ммп еф, ев, 
ео, Гф, Гв, L, К*, К, О; невязки QI, Q2, Qз, Q" рассчитываются 
как левые части уравнений (2.147), (2.148.), (2.88), (2.89) 8 110 фор­
мулам (2.159), (2.161) - приведеН8ые невязки Q., Qs, QI', Q2';' 

сцстема (2.160) решается численно О'J'носитеJ1.bНО поправок дi. 
~; I 

по' формулам (2.158) вычисляются поправки ДФ, двт; 
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по ф~рмулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение пере­
иенных t, "г, Ф, вт; 

по формулам (2.90)-(2.95) I (2.149), (2.34) вычисляется k-e 
приближение переменных Р, Fn , iп, Фп , '1\>, Мэ• юг, ". 

Если рассматриваемый переходный процесс является продол­
жением некоторого рассчитаиного на ЭВМ предшествующего ему 
переходного процесса, то на втором этапе изложенного выщ~ ал­

горитма при выполнении первой итерации для первого шага интег­
рирования следует ПРИQ:ЯТЬ в качестве нулевых приближений всех 
зависимых переменных йх значения, полученные в последней точ­
ке упомянутого предществующего процесса. Если же для рассмат­
риваемого переходного процесса заданы только начальные усло­

вия (2.140), то соответствующие им значения ВМК должны быть 
найдены из неявной внутренней ММХ (2.88)-(2.93). Воспользу­
емся для этой цели комбинированием итерационного метода Нью­
'I:'OHa и продолжением решения по параметру (см. 1.8). 

Вначале решим нелинейную САУ 

11 [io Et , 10' B~, Р, Fz~] = О; f~ IФ, B~, Р] = О; 

F=F[Ф]; Fz~=Fz~[B~l; in==Vn*ioE t ; Фп=Фп[iп], 

(2.162) 
(2.163) 

где 8\ < 1 - значение параметра 8, достаточно малое для обеспе­
чения сходимости итерационного метода Ньютона применительно 
к этой САУ. Нелинейной системе (2.162), (2.163) соответствует 
на каждой итерации линейная система 

f~~ AB~ + ff АР + f;z~AFz~ == Qa: 1: АФ + f~' AB~ + If 6.Р = Q,; 

!:АР = Rф 6.Ф~ 6.Fz , = pz~ АВ, ; 6.i .. = О: !:А фн = Ап 6.iп • 

Ее решение с учетом принятых в 2.3.3 обозначений и формул име­
ет вид 

6.ф == АфЧQ, + I:~ Л~ Q.); AB~ = Лt (jf RфАФ - Qз). (2.164) 

Таким образом, алгоритм расчета значений ВМК, соответствую­
щих 8=8\, представляет собой итерационную процедуру, требую­
щую выполнения на k-M итерационном цикле следующих опера­
ций: 

по найденным на ~k-l)-й итерации значениям ВМК (на пер­
вой итерации - по их значениям, равным нулю) вычисляются мат­
рицы Ап, Rф, f)n, f)t, Лt по формулам (2.111) - (2.l15); невязки Qз, 
Q" как левые части уравнеН'ий (2.162); по формуле (2.118) -
матрица Аф; 

по формулам (2.l64) вычисляются поправки t\Ф, t\BT ; 

по формулам вида (1.71) вычисляется k-e приближение векто­
ров Ф. Bt ; 

по формулам (2.163). (2.94), (2.95) вычисляется k-e прибли­
жение остальцых ВМК и векторов 'Ф, Мэ• 

Найденное решение принимается в качестве нуле~ого прибли­
жения дЛЯ САУ, получаемой в результате замены в (2.l62), (2.163) 
значения 81 значением 82>81. и изложенным выше способом вы-
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числяется значения ВМК при 8=82. Эта процедура продолжается 
до тех пор, пока параметр 8 не достигнет значения, равного едини­

це. Полученные при 8= 1 значения ВМК принимаются в качестве 
нулевого приближения на первой итераций первого шага интег­
рирования переходного процесса обобщенной ЯСМ. 

Следует отметить, что применение описанного выше алгоритма 
вычисления нулевых приближений ВМК, обеспечивающих сходи­
мость метода Ньютона на первом шаге интегрирования САДУ пе­
реходн?го процесса, оказывается практически необходимым лишь 
в случае, когда при задаваемых начальных значениях io, "О эле­
менты магнитопровода машины находятся в состоянии глубокого 
насыщения. При не очень глубоких насыщениях итерационный ме­
тод Ньютона на первом шаге интегрирования уравнений переход­
ного процесса сходится, если в качестве нулевых приближений 
ВМК принЯть их значения, равные нулю. 

2.4. Вопросы практической реализации 
математических моделей 

Используемые для работы математической модели обобщенной 
ЯСМ входные данные, конкретизирующие решаемую задачу, раз­
деляются на две группы. 

К первой группе относятся данные, определяющие тип и свой­
ства рассматриваемой машины и отражающие: 

величины 1",1', ро, aJ (j= 1, S+R, Г); 
матрицы распределения проводников электрических контуров 

по пазам; 

плотности проводников электрических контуров и функции рас­
пределения проводников контуров как зависимости вида (2.42), 
(2.48) и (2.45), (2.50) соответственно; 

характеристики намагничивания элементов магнитопровода как 

зависимости (2.53), (2.54), (2.66), (2.68), (2.77); 
постоянные магнитные сопротивления (Щ (j= 1, N) и магнит­

ную проводимость Ли!; 
постоянные параметры машины - момент инерции J, матрицы 

актив;rыхl сопротивлений и постоянных составляющих индуктив­
ностеи рассеяния контуров. 

Вторую группу dбразуют данные, выделяющие .искомый пере­
ходный электромеХа'ннческий процесс рассматривае'tюй машины из 
множества возможных ее переходных процеССО8. Сюда относятся 
начальные условия (2.140) и внешние воздействия как заданные 
функции времени, т. е. зависимости Мв=Мв [t]; и=и [t]. 

Практически, однако, информация, dпределяющая свойства ма· 
шины, включает только геометрию ее актОной -части, обмоточнmе 
данные и геометрию проводников электрических j<OHTypOB и марки 
стале~ магнитопровода, т. е. данные, содержащиеся в заводском 
расчетном формуляре машины. Преобразование этой информации 



к виду, непосредствеliНО используемому математической моделью 
обобщенной ЯСМ, является весьма трудоемким, но для подавляю­
щего большинства явнополюсных машин выполняется по однотип­
ной методике. Поэтому целесообразно составить специальную под­
программу, названную подпрограммой подготовки входных данных 
(ППВД), как процедуру, преобразующую числовую информацию 
о свойствах рассматриваемой машины к виду, указанному в пер­
вой из упомянутых групп входных данных. ППВД используется 
для каждой вновь исследуемой ЯСМ только один раз. 

,с'а 

~"2 ---------------

Рoj 

-Po.j-t --- - ---

122 - --'1-
1 

Paf~---L----~--~~-L~--~-----

ФQ! ~a2 ••• Фq/t 

Рис. 2.2. I< интерпоnяции зависимости РВ=Р .. [Фв). 

Остановимся кратко на методике выолненияя р.асчетов, при­
нимаемой в основу составления ППВД. 

Матрицы ус, Ур распределения проводников электрических кон­
туров по пазам формируются непосредственно ПQ схемам этих 
контуров. 

Амплитуды коеинусных l'I: СИIlУСНЫХ составляющих гармоник, 
входящих в выражения (2.41), (2.48) плотностей проводников кон­
туров статора и ротора и в выражения (2.45), (2.50) функций рас­
пределения проводников контуров, ВЫЧИС,1lяются соответственно по 

формулам (2.43), (2.49) и (2.47), (2.51). Число подлежащих уче­
ту гармоник в плотностях проводников контуров определяется с 

учетом скорости сходимости рядов {2.41), (2.48). 
Для расчета характ.еристики намаГНИЧlШания (2.53) ярма ста­

тора может быть исполыювана методика. примеuяемая при проек­
тироваН~И ЯСМ (66J. Для этого задаются значениями средней 
индукцин в сечении ярма статора радиальной плоскостью, прохо­
дящей через ось q. равными 0,1; 0,2; .•. ; 2,5 Т, и выисляют со­
от~тствующие им падения магнитных напряжений в ярме статора 
(с уч:етои изменения картины магнитного поля в ярме при насы­
щенци ярма). В результате получают зависимость (2.53), представ­
""енную в таблИчном виде с равномерным шагом по переменной 
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Фа. Для этой зависимости строится серия интерполяционных по~ 
лнномов по методнке, использующей теQретичеGкие положения раз­
дела 1.5 й состоящей в следующем .. Интервал изменения аргумен­
та характеристики (2.53) разделяется на участки, ограниченные 
соседними табличными его значениями (рис. 2.2). На участке 
Фа;<Фа<ФаJ+1 интерполированное значение функции вычисляется 
по формуле 

F а = т [ФА) еВа;, (2.165) 
где 

1 [Фп} = l(l~ Фа' ФXJ2!, ФМ::i!); СРа} = (Cpaj1, СРа:2, CPaj3, CPaJ4)* (2.166) 

-- соответственно вектор Тейлора и вектор производных интерпо­
лянты функции (2.53) на рассматриваемом участке. Вектор про­
изводных вычисляется по формуле 

(2.167) 

где Т ш -- матрица Тейлора для шаблона, координаты УЗЛОВ кото­
рого равны соответственно Фа;-I, Фа;, Фаз+1 , Фаi+2; F аш - узловой 
вектор для этого шаблона (см. раздел 1.5). 

Дифференциальное магнитное сопротивление ярма статора при 
Фаз<Фа <ФаЗ+l вычисляется по формуле 

Rа=Т(Фа}DСРа), (2.168) 

где D - матрица вцда (1.94) раэмерности 4. 
Вычисление массива коэффициентов интерполяционных поли­

номов вида (2.165) возлагается на ППВД. Тогда в программе, ре­
ализующей математическую модель 5lСМ, вычисленне значений 
Ра и Ra, соответствующих задаваемому значенюр Фа=Фаз, сводится 
К отысканию номера участка, которому принадлежит значение 

Фа3 (рис. 2.2), и последующему непосредствеННQloJf применению 
формул вида (2.165), (2.168). 

Для расчета характеРИСТИi\И намагничивания (2.54) индуктора 
также могут быть использованы методики, применяемые при про: 
ектировании ЯСМ, но скорректированные с учетом допущении 
раздеJlа 2.3.1. Результат расчета должен быть представлен в ви: 
де масснва коэ~ициентов интерполяционных полиномов третьеи 
степени на интервале изменения потока Фf, соответствующем пре­
делам ИI~дукциц: в полюсе от О до 3 Т с шагом 0,1 Т. 

ДЛЯ определения характеристuк намагничивания вида (2.77) 
зубцовых зон вначащ~ следует рассчитать частичные характеристи­

ки намагничивани,,~ РХС=РХс' (В] ; Рхр = рхр (В] ,.;где Fzc , Рф -
падения магнитных напр.яжениЙ в зуБЦQВОЙ ЗОQе craTopa и р зуб­
цовой зоне ротора (если на полюсном наконечнике нет ~родоль­
НЫХ пазов, то Рхр=О). п~е чего характеристику вида (2,77) для 
УЗJ{ОВ сетки на ПО,1Jю(щом делении, наХОДЯЩИХСЯ 8 пределах по­
люсного иаконеЧl:;Iика, определить как заВilqимость Fz=Fzc+Fzp= 
=Рх [В), а для узлов .вне полюсного деления - как, зависимо~т" 
F:-Fzc=Fz[а]. Для расчета чаСТИЧJН;,IХ хар.актеРИС)1QК намагни­
чивания следует разделить зубцы по высоте N%~lO сечеииями и 'в 
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каждом из них определить напряженность магнитного поля с учетом 

ответвления рабочего магнитного потока в паз при насыщении зуб­
ца по"Методике, применяемой. при проектировании элеК"Грических 
машин "(66), после чего найти падение магнитного напряжения в 
зубцооой эdне путем численного интегрирования. Результат рабо­
тЫ ППВД sдесь также должен быть представлен в виде массивов 
коэффицнентов интерполяционных полиномов на интервале изме­
нения индукции В в пределах ОТ О дО 3Т с шагом 0,1 Т. 

ДЛЯ расчета характеристик намагничивания (2.66), (2.68) мо­
жет быть использован дифференциальный метод конечных эле­
ментов [80, 88}, а результат расчета до.цжен быть представлен 
массивом коэффиц,иентов интерполяционных полиномов на интер­
вале изменения тока iп от О до iп тах, соответствующего внезапно­
му короткому замыканию ЯСМ, с шагом 0,03 iп тах. 

Магнитное сопротивлние воздушного зазора в j-M узле сетки 
на полюсном делении следует вычислять по формуле p/lj=2k/\/)j/!J.O. 
где бj - длина воздушного зазора в j-M узле сетки, которая для 
узлов, находящихся в пределах полюсной дуги, принимается рав­
ной радиальному расстоянию от j-ro узла на расточке ротора до 
поверхности полюсного наконечника, а вне полюсной дуги - рас­
стоянию по прямой от края ПОлюсного наконечника до i-ro узла 
на расточке статора; kl\j - !оэффициент Картера, рассчитывае­
мый по применяемой в проектировании электрических машин ме­
ТОДИ,ке [66] с учетом длй:ны б; воздушного зазора для рассмат­
риваемого узла; !J.о=4п·1Q-7 Гн/м - магнитная проницаемость 
пустоты. 

Магнитная проводимость рассеяния полюса рассчитывается по 
общепринятой методике в предположении отсутствия насыщения 
ротора с учетом обусловлеН'1rОГО реальными размерами катушки 
возбуждения распределения магнитного поля рассеяния по высо­
те полюса. 

Постоянные состаВЛЯIQщие иН'дуктивностей рассеяния электри­
ческих контуров рассчитываются по применяемым в проектирова­

нии методикам. Отметим, что эдесь отпадает необходимость вы­
числения индуктивности диффереициального рассеяния, поскольку 
высшие пространственные гармоники намагничивающих сил конту­
ров учтены F! ММХ машины. 

Матрица jlKTBBHbl:( сопротивлений ЯСМ, содержащей на рото-
ре д&~пферную обмотку, й:меет вид , 

1 Н j \. 'j 

r=diag(rt, . ',.' г., Год, ГI). 

,"Де r/J -'- квадратная сим~тричная матрица сопротивлеиий деМII-
Ферно!; обмотки. ' 

CMCтJмy lreзависимых контуров демпферной обмотки обычно 
представляЮт одним из трех способов,' п(жазанных на рис. 2.3. 
В первом из них IФн't'уРhI обраs(!)ваны ~седнимИ' стержнями, во 
второй демпферная обмотка представлена совокупностью продоль­
.,ьа 11 попереctных' ,КОНТУРО8{ а в третьем контуры образованы 
e-teржнями, раcnоложеинымй: на расстоянии одного полюсного д~ 
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ления. В любом случае число независимых контуров демпферной 
обмотки равно числу стержней на полюсном делении. С точки зре­
ния уровня адекватноста все три способа, очевидно, равноценны. 
Для системы демпферных контуров, изображенной на рис. 2.3, а" 
матрица г d имеет вид 

ГС \ + 'kl -гс! Гсn 
1 -Гс! Гс2 + ' k2 - гc~ 

rд=-
,2ро 

гсn гсn+l гсn + '/ln 

где ГС] (j=I, n) - сопротивление j-ro стержня; fkj (j=l, n) 
суммарное сопротивление участков короткозамыкающих колец.. 

1 

а 

, 

~.,. 'Z/(1 'eI(J' 'Ztr! '2х! I 
·11 
I 

d 
I 

1т-R [Jl f2l Fl ! 
I 'гс] 'гсР ~c} 'гс2 I~ 
'1' 11 • г 

-d 
I 

Рис. 2.3. Варианты систем иезависиМых контуров демп­
ферной обмотки. 

расположенных между j-M и (j+l)-M сtержнями. Множитель 1/2pr.r. 
учитывает то обсrояreльство, что токи вiодноимен~ых демпферных 
контурах, соответсtВующих каждому из 2ро по~сных делений, 
одинаковы, а это равносильно параллеJ1'ЬНОМ:У включеНRю этих. 
контуров. Сопротивленilя fcj, fKj вычвсляются В соотвеТСТВИR с гео­
метрией стержней R yqacTKoB короткозамыкающих колец. 

Уче:г специфики модМей ЯСМ конкретных типов сводится к. 
формированию векторов i, '11', и. Так,' дЛЯ ЯСМ общепромышлен­
ного назнаЧения, нмеющей на статоре трехфазную обмотку и на 
роторе - обмотку возбуждения и уложенную в пазах полюсных 
Rакd\tечннков КОРО1'козамкнутую 'демпферную обмотку, содержа-
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щую n стер~ней на полюсном делении, эти векторы принимают 
соответст:венно вид 

i = {lA, i B, ic, il' .. " i n• i/) ... ; '''' = (фА, Фв, I/Iс, 1/111 • ", ф". 1/1/) ... ; 
и = (иА.ив,ис.О, .. ,,0, и!) •. 

Для ЯСМ с возбуждением от энергии третьей гармоники рабочего 
поля, имеющей на статоре трехфазную основную обмотку и трех­
фазную вспомогательную обмотку утроенной полюсности, а на 
роторе - обмотку возбуждения, эти векторы имеют вид 

Х = (ХА, ХВ. хс, Ха' Хь , ХС ' )(/). (Х = i, ф, и), 

где индеi{СЫ а, Ь, с обозначают принадлежность к фазам вспомо­
гательной обмотки. 

Для трехфазной ЯСМ с продольно-поперечным возбуждением 
'без демпферной обмотки имеем 

X=(XA,XB,XC,XD,XQ). (X-i",u), 

где индексы D, Q обозначают принадлежность к продольному и 
поперечному контурам возбуждения соответственно. 

1.5. О направпенИJlХ AВnltllejiwero Р83В"Т". 
теор"" матеМ8тическоrо модеПИРО.8ИМ. ЯСМ 

Дальнейшее совершенствование математических моделей ЯСМ 
'определяется потребностями практикн в реtuении инженерных за­
дач, связанных с оптимизацией геометрии активной части ЯСМ, 
режимов работы электроэнергетических установок, содержащих ма­
шины этого вида, и научно-исследовательных задач, направленных 

на разработку явнополюсных электрических машин, обладающих 
специальными качествами и характеристиками. РEfiлизация этих 
целей достигается путем создания математических моделей, ха-
рактеризуемых более высокими уровнями адекватности и общности. 

Специфика создания таких моделей практически полностью сво­
дИтся к составлению ММХ, обеспечивающей уровень адекватности, 
достаточный для решения поставленной задачи, а определение 
ММП выполняется; по общим правилам, излощенным 8 первом 
разделе, т. е. распро~траНfние предложеНfIОГО ,.fofетода математи­
"Ческого моделирования на не.классические з~ачи режимнщ pa~­

ч,етов .~~M Н сдеЩJальные. ЯВНОПОЛЮСНЫ~,J~ашины не св~зано <;: 
переС~QтРОМ математическои сущности теQpаи. 

Гlри,необходимости учета вытеснения 'тока в радаальиых на­
правлениях в стержнях демпферной обмот}<и после.zw.яя может 
быть представлена системой индуктивно свцзанных КQПТУРОВ, по­
лучаемой в результате разделения каЖДРfО стержня по его высо­
те l;(a gc tlастеЙ. Занумеровав ~нтур~еМПфернqij <>qмотки двой-
ными. индексами J, k, где j= 1, .n; k= 1, 8с: (иомер k отсчитываеТС8 
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от ,ll.на паза), необходимо составить уравнения электрического со­
стояния для каждого из этих контуров. При этом порядок систе­
мы ДУ (1.136), применяемый в явном методе численного интегри­
рования, и, соответственно, порядок системы (1.145). применяемой 
в неявном методе, возрастает на n(gc:-l), что значительно ухуд­
шает быстродействие математических моделей. Этот недостаток 
устраняется применением приема. состоящего в следующем [102. 
103). В полученной .системе ДУ uеобходимо вычесть уравнения 
для контуров с номерами j, k, в которых k= 1, gc-l. из соответст­
вующих уравнений, в которых k=gc. В результате этой операции 
будет rt6лучена cifcTeMa из n(gc-l) ДУ, не содержащая рабочих 
потокосцеплений и потокосцеплений, обусловленных полем рас­
сеяния по коронкам зубцов, т. е. система, в которую входят толь-

ко потокосцепления, опред~ляемые через токи ijk (j== 1-:rt; k= ~ 
gc-l) линеЙио. Это обстоятельство позволяет значительно сокра­
тить объем вычислений при определении матрицы индуктивностей 
ЯСМ, выделив в ней постоянный квадратный блок размерности 
ll(gc:-l), ПОД./IежащиЙ обращению только один раз на протяже­
нии всего рассчитываемого переходного процесса. 

Если в машине имеется скос пазов, то распределение провод­
ников обмоток статора по отношению к ротору неодинаково для 
поперечных сечений магнитопровода, ПР9веденных в различных 
точках по его длине, и, следовательно, картины рабочего :магнит­
ного поля в воздушном зазоре (т. е. зависимости В=В[Т\I) в раз­
личных точках магнитопровода также неодинаковы, [33]. Обычно 
скос пазов выполняется незначительным, поэтому достаточную 

точность учета его влияния на процессы в машине способна обес­
печить модещ., предусматривающая расчет рабочего магнитного 
поля в трех поперечных сечениях. Для вычисления рабочих пото­
косцеплений контуров следует заменить умножение размера 1(; на 
величину рабочего потоко~цецления, приходящегося на единицу 
длины магнитопровода, численным интегрированием по длине маг­

нито~ровод~ с применением формулы Симпсона. Снижение быст­
ро~еиствия Т~fОИ модели по СР8lщению с моделью, не учитываю­

щеи скоса п~тюв, не превышает трехкратного. 

Если число пазов на полюс и фазу оБМОТКJi статора является 
дробнЪJМ /Iи б.1fИЗJ{;ИМ к единице, то создаваемая этой обмоткой на­
магничивающ~я СИ4а содеРЖlJ;\. относительно большие С)fбгармО­
ники, пространственн,Ый период которых равен 'tb=2b't, I:де Ь -
знаменатель числа пазор иа ПОЛlQС и фазу как н~кратимой дро­
би. Влияние этих субгармоник на значения и характер изменения 
во вр~ени токов в KQHTypax ротора (особенно - в демпферной 
обмотке) может оказаться существенным. Математическая модель. 
учитывающая этот ФаКтор, должна предусматривать расчет рабо­
чего магнитного поля машины на периоде Ть, дЛя чего уравнения 
вида (2.80) следует составить на равномерной сетке bN узлов этого 
интервала, а уравнения (2.81) заменить более сложной системой, 
учитывающей различие потоков Фа), Фfj (j = 1,-2 Ь) на отдельных 
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полюсных делениях периода Т ь. Количество демпферных конту­
ров, находящихся в раЗЛИЧНI;>IХ магнитных условиях (и, следова­
тельно, характеризуемых различными токами), и количество ВМК 
при этом возрастает по сравнению с моделью, составленной для 
целого числа пазов на полюс и фазу, в 2Ь раз, поэтому быстро­
действие модели снижается не менее чем в 2Ь раз. 

Если ротор расположен с эксцентриситетом, то пространствен­
ный период магнитного поля равен 2рот:. Поэтому число ВМК в 
модели, учитывающей эксцентриситет, возрастает по сравнению с 
моделями, рассмотренными в этом разделе, в 2ро раз. Кроме TOГO~ 
в машине с эксцентрично расположенным ротором каждый стер­
жень демпферной обмотки находится в отличных от остальных 
стержней магнитных условиях, поэтому общее число демпферных 
контуров здесь в 2ро раз больше. То же относится и к каждой из 
параллельных ветвей фазы статора. Поэтому общее число элект­
рических контуров в машине с эксцентриситетом значительно боль­
ше по сравнению с машиной без эксцентриситета. Таким образом, 
быстродействие модели, учитывающей эк.сцентриситет, значитель­
но ниже. Следует, однако, подчеркнуть, что этот ее недостаток яв­
лятся следствием постановки значительно б~лее сложной задачи 
и вовсе не связан с учетом магнитной нелинеЙности. 

Модель, учитывающая эксцентриситет, обладает значительно 
БОJJее широкими возможностями исследования, так как она поз· 
воляет рассчитывать неодинаковое распределение токов демпфер­
ной обмотки на различных полюсах, вычислять силы односторон­
него мапIИтНОГО притяжения, изучать электромеханические про­

цессы с учетом радиальных колебаний ротора (если дополнить ее 
уравнениями радиальных перемещений ротора с учетом упругих 
реакций опор) и решать на основе постановки соответствующих 
математических экспериментов ряд других задач проектирования 

и эксплуатации электрических машин. 

Следует отметить, что модель ЯСМ с учетом эксцентриситета 
не может быть построена на базе развития классической теории 
электрических машин, предусматривающей представление магни­
топровода в виде схемы замещения и источников магнитного по· 

ля как включенных в эту схему намагничивающих сил, поскольку 

понятие намагничива,ющей силы при неодинаковых зазорах под 
соседними полюсами теряет физический смысл [9, 11], и n:гнори­
рование этого обстоятельства может привести к принципиальным 
ошибкЭм. 

Для исследования эффективностn: новых схемных и конструк­
тор~ких решений, имеющих целью обеспечение специальных 
своиств и характеристик ЯСМ за счет подмагничивания ярм либо 
магнитных шунтов индуктора [1, 35], целесообразна разработка 
специальных моделей, учитывающих наличие в машине дополни­
тельных обмоток кольцевого подмагничивания и составляемых на 
баае расчета магнитного поля в одномерной постановке с исполь­
зованием теоретических положений, предложенных в [96]. Опыт 
создания таких моделей применительно к неявнополюсным маши-
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нам позволяет констатировать, что учет кольцевого намагничива­

ния снижает быстродействие модели не более чем в 3-5 раз. 
На завершающем этапе проектирования электрических машин 

желательно выполнить расчеты их процессов и характеристик на 

модели, основанной на расчете магнитного поля в двумерной 
постановке с учетом реальной (зубчатой) структуры магнитопро­
вода. Теоретической основой для составления такой модели мо­
гут быть дифференциальный сеточный метод [81] либо дифферен­
циальный метод конечных элементов [80, 88] как использующие 
для решения нелинейной САУ, получаемой в результате алгебра­
изации ДУ Максвелла, итерационный метод Ньютона. В этих мето­
дах магнитные свойства сред описываются их магнитными ха­
рактеристиками, которые в двумерной постановке задачи пред­
ставляют собой совокупно~ти зависимостей 

H~ = H~ [B~, Ву]; Н'1 = Ну [8~By]. 
где Нх, Ну. Вх• Ву - проекции на оси декартовой прямоугольной 
системы координат Оху векторов напряженности магнитного поля 
и магнит'Ной ин,.цукции соответственно, а матрица коэффициентов 
линейной САУ йа каждом итерационном цикле расчета магнитно­
го поля формируется из значений тензора дифференциального 
удельного магнитного сопротивления среды в узлах сетки, изоб­
ражаемого матрицей 

V = 1\ дНх/дВх дНх/д8у I[ = I\V~~ vx'1 1\, 
дН,/дВх дНу/дВу I VyX '1уу 

И вычисляемого по методике, изложенной в [100]. 
Такая модель машины снимает допущения о разделении маг­

нитного поля на рабочее поле и поле рассеяния, замене реаль­
ного зубчатого статора гладким и эквивалентировании реальной 
геометрии поперечных сечений катушек сосредоточенными провод­
никами, и ее точность практически полностью определяется уров­
нем дискретизаЦии магнитопровода,т.е.в конечном итоге числом 
узлов сетки. В такой модеi!И, в отличие от моделей, основанных на 
расчете поля в одномерной постановке, не используется какая­
либо априорная информация о картине магнитного поля, поэтому 
для обеспечения точности моделирования, находящейся на уровне 
точности моделей, описанных в этом разделе, минимальное потреб­
ное чи<!ло NT узлов на полюсном делении должно быть не мень­
шим 1000, а реальный эффект повышения точности моделирования 
по сравнению с упомцнутыми моделями обнаруживается только 
при NT >5000-10000. Очевидно, что быстродейсif3ие такой модели 
ниже быстродействи!: моделей, основанных на расчете по.дя в од­
номерной постановке, не менее чем на 3 порядка, и, следователь­
но, она· должна применяться только для наиболее ответственных 
расчетов. 



3. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЯIНОПОЛЮСНЫХ СИНХРОННЫХ МАШИН 

В КООРДИН.А Т.АХ d, q, О 

3.1. Объект иссnеДО88НИ. 
и поста но_ка задачи 

в маГНIпно-нелинейной теории ЯСМ для решения некоторых 
классов задач, характеризуемых определецными ограничениями 

lf дополнитеJJЬНЫМИ допущениями, W!lPOKO применяются замены 
переменных (подстановки), называемые обычно п~образования­
ми координат. Наиболее часто используются преобразования к син­
хронцо вращающимся координатам (преобразования d, q, ОПарка) 
и реже - к неподвижным относительно статора координатам (а. 
~, О), а также к симметричным составляющим для мгновенных 
значений (1, 2,. О) и к вращающимся полям (f, Ь, О). Основное на­
значение этих преобразований Состоит в приведtнии L{Y электри­
ческого состояния ЯСМ к виду с постоянными коэффициентами (не 
зависящими от угла у), что позволяет для простеЙI1IИХ задач по­
лучить аналитические решения, а для более сложных построить 
численные алгоритмы, более эффективные по сравнению с алго­
ритмами, основанными на решении уравнений в фазных коорди­
натах. 

ТеХНI'Iка преобраэования координат в линейной теории ЯСМ со­
стоит в следующем. Потокосцепления реальных электрических кон-
туров представляются в виде 'Фj= ~ Lj1~ [РО,\,г], где Ljk [РО'\'г] -

11 
индуктивности, являЮщиеся в общем случае периодическими фуик­
циями угла Уг. Если в разложениях функций Ljk [PO'\'r] в ряды Фу­
рье ограничиться постоянными составляющими и первыми двумя 
гармониками угла РоУг и подставить эти разложения в ДУ элект­
рическоrо состояния, а вместо токов и потокосцеплений фаз ста­
тора по~тави'ГЪ их выражения через преобразованные токи и по­
токосцепхеню[, то после ряда весьма громоздких, алгебраически:х 
преобр8'30ваний получим ДУ электрическorо состояния в преобра .. 
зованных координатах, яв.ляющиеся уравнеииями с постоянными 
коэффициентами. , , 

Применить такую технику преобразоваиия координат в магнит­
но:нелинейной теории ЯСМ не удается из-за отсутстВИя аналити­
ческих выражений для индукт.ивностеЙ насыщенной Я:СМ в фазных 
координатах. Тем не менее преобразования координат широко 
применяются при исследованиях процессов в иасыщеиных Я:СМ. 
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причем в их основу положеиы ДУ, имеющие такую же CTPYKTYPY~ 
как и В магнитно-линейной теории, а насыщение учитывается с 
использованием зависимостей, составляемых путем рассуждений. 
физического характера (а не получаемых дедуктивным способом). 
Отсутствие в литературе стройиой математической теории преоб­
разоааиия координат Аля ЯСМ с нелинейными магнитными связя­
ми, обеспечивающей получение уравнений в преобразованных 
координатах как результата строгих аналитических действий HaR 
уравнениями, составленными в фазных координатах, часто вызы­
вает СО,мнения в правомерности использования математического 

аппарата преобразования координат для насыщенных ЯСМ и 
достоверности количественных результатов, получаемых с примене­

нием этого аппарата. Так, в [109] утверждается, что преобразо­
ванные уравцения верны, если магнитные связи в машине линей­
ны, а скорость вращения постоянна. Вместе с тем нередки случаи,. 
когда авторы впадают в противоположную крайность и предла­
гают применять преобразования координат для решения задач .. 
где этот метод совершенно неэффективен, например, для расчета 
процессов с учетом магнитных связей, обусловленных ВЫСШИМlf 
гармоническими намагничивающих сил фаз статора. Приведенных: 
примеров достаточно, чтобы уяснить теоретическую важность и 
практическую полезность строгого подхода к преобразованиям: 
коордииат. 

В этой главе рассматривается теория преобразования коорди­
нат применителъно к объекту весьма высокого уровня общности­
для обобщенной ЯСМ в смысле, сформулированном в 2.1, при сле­
дующих дополнительиых органичениях: 

1) на статоре расположены М трехфазных симметричных об­
моток, числа пар полюсов которых имеют произвольную нечеТНУJ{} 

кратность по отношению к числу пар полюсов индуктора; 

2) проводники фаз этих обмоток распределены вдоль расточ­
ки статора по гармоническим законам; 

3) насыщение по путям рассеяния статора отсутствует. 
При этом мы ограничиваемся только преобразованиями к коор­

динатам d, q, О, так как численные алгоритмы расчета электроме­
ханических процессов ЯСМ во всех остальных системах координат 
сложнее по сравнению с алгоритмами в координатах d, q, О и, 
следоватеJJЬНО, применеиие этих систем координат для математи­

ческого моделирования ЯСМ практически нецелесообразно. 
Для решения всех IfОПрОСОВ теории аналитические преобразова­

ния выполняются на уровне пеЯ8НОЙ ммх машия.lil. Такой путь 
ввиду отсутствия возможиости получения явнок M~ для насы­
щенной ЯСМ является для послеДlfей еДIfНСТвенно приемлемым. 
Вместе с тем он предпочтителен также и для ненасыщенной Я:СМ, 
так как Приводит к реЗУnЬтату при значительно меньших затратах 

акалитической работы, чем упомянутый выше традиционный путь. 
В связи с отмече~ным обстоятельством, а TaK~e с целью сокращ~-. . 
ния изложения мы здесь, в отличие от главы 2, внаqале решим 
задачу для насыщенной ЯСМ, а соответствующие результатl;r для 



ненасыщенной ЯСМ получим непосредствеu:во как частные случаи, 
полагая характеристики иамагничивания 'элементов магнитопро­
вода линейными. 

.3.1. МодеnИРОlание Н8сыщеиноii об06щенноii IСМ 
в координатах d, q, О 

3.2.t. МАrНИ1НО-МЕХАНИЧЕСКАSI ~АРАКТЕРИСТИКА 
НАСЫЩЕННОА О&О&ЩЕННОА 'СМ 8 КООРДИНАТАХ d, q, О 

Вначале для обобщенной ЯСМ в dмысле, сформулированном 
:в разделе 3.1, составим неявнуJO ММХ в фазных координатах. 

Пусть плотности распределения проводников фаз т-й трехфаз­
ной обмотки определяются выражени5tми 

V тА (а] = - 'Vm 51п (t;.". а - ~m) = - '11", sln (t;.m ("fj + т)) """~т); 
v тВ [а] = - 'V", sln (С". (1- ~m - х) = - 'VmSln (Ст ('"1) + т» - ~т - х) ; 

\VtnC [(1] = - От sln (Ст (1- ~т + х) = -'lJ,,, з1п (Ст (11 + т» - ~т + х), 
(3.1) 

где х=2л:/3; ~т - кратность числа полюсов т-й трехфазной обмот­
ки по отношению к числу полюсов 21'0 индуктора; ат, ~т - пара­
метры плотности ПРОВОДНИКО8 фазы А т-А трехфазной обмотки, оп­
ределяемые по (2.43), (2.44). 

Для функций распределения проводников фаз т-й трехфазной 
обмотки находим в соответствии с общим определением (2.45) вы­
ражеНИll 

W тА [(1] = W ", cos (Сm (1- ~".) = W ". СО5 (Ст ('1/ + т) - ~т); 

WmB [(1] = W", COS (~".(1-~". -х) -= W". COS (t;.", (~+ т) -~'" - х); 

W тС [(1] == w". COS (~m (1- ~т + х) = wm, СО5 (~'" (1j + т) - ~т + х), 
(3.2) 

-где Wm=-2Vт/~m. (3.3) 

Уравнение (2.52) принимает с учетом (3.2) следующий вид: 
.м I ' 

~ <ётА cos(em, ('rj +J) - ~т)+ 1mBCOS(~ .. ('rj +т) - ~т -х) + 
(IJ-l 

) 

+ ё".с cos (С". (11 + i) - ~". + х» 'lIJm/a". + '\1:'8+1 1'1J} 11+1/48+1 + ... , + 
+ WI+II [~] il+lI{as+" + Wf i, /af-Fa -Ff-Fz - Р6 !1j] 8 - О, 

(3.4) 

J;'де iтA, imВ~ (те - токи фаз т-А обмотки~ am - ~исло параллель-
ных В~8ей т-А обмотки; s=зМ. " . 

.80 

ВыражеН8Я потокосцеП./IениЙ фаз т-А оБМОТklf принимают с 
учетом (2.57), (2.61), (2.70), (3.2) такой вид: ' 

1\' ... == L."..u imA. + LIltrt.AВ i •• + L.,,,AC i .. c + 
ci2 

+РОСФWт r Bt6s(r;.'11+r)-~.)d"l; (3.5) 
а", J 

-8/2 

Фтв = LII",BA i .. A + L".BB i",B + L. ~.c i.c + - , , 
"/2 " 

+PoC· w• S Br.os(r;",("l+t)-~.-~}d"," (3.6) 
а. 

-8/2 

ф.с = J...mCA i.A + L ... сВ i •• + L.".cc i .. c + 
t 1 ' 

+JI~: .• ~ r B~O'(C.(~+T)"'~. + .)d~ •. , . (з.7), 
-"/2 

где Lam;1t (т= 1, M~ j, k-A, В, С) - коэффициек1' взаимоиндук­
ции между j-й и k-й фазами т-й обмотки за счет полей рассея­
ния. На основании симметрии обмот1СИ и свойства взаимности 
имеются равенства 

L..J1I'" L:. при k == j; L •• J1I - L:. при k '* j. (3.8) 

Формула (2.79) электромагнитного момента обобщенной ЯСМ 
принимает с учетом выражеНий (3.1) следующий вид: 

м "/2 

М. = 2pi с. ~ (imA '., S В slп (С. ('1+T)-~.) 4"1 + 
.. -1 а .. 

-"/2 

+ ё .. в 'V". S"/2 В sln (r;". (11 + т) - ~,. - ,,) d11
J + 

а. 
-,,/2 

fC/2 ' 

+ ё",с 'V". 5 в sln (t;.,. ("1 + т) - ~". + ,,) d,). ' (3.9)\ 
а. 

7"/2 I 

Введем 8 pacCMoTpeHlfe токи iтd, imq, imo, УСЛО81ю называемые 
в дальнейшем [8, 19] токами соответственно продольного, попе­
речного и иулев.prо КDH:rypa т-А обмотки стат.ора (УСЛQ8НО~Ь этих 
теРМИllОВ будет выяснена в разделе 3.5) и связанные с токами фаз 
этой обмотки соотношениями: 

ё~ =- ~ (i.A соа (С'. i - ~ .. ) + ImB cos (С. т - ~. - ,,) + . 3 

+ i.c cos (Ст Т- ~III + ,,»; 
6-3201 81 



i",q _ ...... ~ (ImA s1n (С",1- ~) + ["'В sln (t", "( - ~m - х) + 
+ imc81n(~i - Pт+~); 

. 1 (' +. +. ) llllo = - llllA 'тВ '.е • 8 I \ 

Обратные соотношения имеют вид 

(З.10) 

imA=ima сЪs (С". r - ~,.) - i,.q sln (С,. 1 - ~m) + i",o; (3.11) 

;iIllB = i,.ecos (С", i - ~,.-~) - 1"11 ~In ~ .. T - ~т - х) + imo; 

[,.с = i",{/, cos (Ст 1 - ~,. + x)-i",q sln (С,.т- ~'" + х) + i",o' 
\ ' 

Рассмотрим также ПОТdкосцеПJlения 'Фrnd. 'Фтq. 'Фmo. условно назы-
ваемые потокосцеплениями соответственно ПРОДQЛЬНОГО, попереч­

HPfO и иулевorо контура т-й о~мотки статора и опредеJlяемые 
в~ражениями ~ 

2 
Ф ... = 3" ViI"A cq~ (С,. 1 -- ~т) + ФrпQ"С;ОS (Ст Т - ~т - х) + 

+ ф.с cos <Сlll i - ~т + х}); 
2 

Фmq = -3 (ФmА sln (~'" 1 - ~.) + ~тB sln (~m 1 - ~m - х) + 

+ фmС sln (~m i - ~III + х); 
(3.12) 

Обратные соотношения имеют вид 

фmА = Ф",а cos (~'" 1 - ~m) - Ф*4 зlП (~m 1 - ~m) + ф",о: 
фтВ - ФmdСОS (I:т 1 - ~'" - х)- Ф",q sln (:т1- ~ -х) + Фто; 

фтС= Фmd cos (~'" 1 - ~т + 1') - Фmq sln (С", 1 - ~'" + 'Х) + I/Iто' (3.13) 

Подставив (З.Н) в (3.4), е учетом тождеств 

" 3 
соз а СО8 b+cos (а-х) cos (b-x)+cos (а+'Х) cos (Ь+х)== - cos(a-b); 

.;t ,\ I 1 2 
'1 • 1, j r ! j 

sin а ~os~+sin (а -х) соз (b-'-х)-f'SlО (a+~J со! (Ь ~х-)==~SIП (а-Ь); 
, Ф i 2 

slп а sln b+sln (а-х) sln (Ь-х) + sln (а+х) &10 (Ь J..x)~~ cos (а -Ь). 
.. w' !.) 2 w.,l 

(3.14) 

приходии к уравнению 

i t (i1fUl COS Се" + i .. , 'Sln с .. ,,) w,.ja. + ,,"Нl (.,,] i.+I/aHI + .-1 
+ .. -+"1+. {-ч] i,+n/a,+,.+ W,il!al-p.-F ,--FlI-pa (,,] 8;=0. (3.15) 

Преобразуем выражения (3.5)-(3.1) следующим образо ... B~a. 
2 2 

чале умножим их соответственно на - сов (tmy-pт), - соз (tmY-
1, ' 3 3 

2 i 

-~",-x), 3" CQS ('-'v-fb+x) и сло:жuм резулматы. Тогда с уче-

TO~ тождеств (3.14}~ (3.10) получим 

где 

_/2 

t".d = Lz", [",а + Ро С. w,. S В соз c.,"l d"l~ 
а", 

-,,/2 

"t2 

Фlllq = Lr.", illlfl + Ро Сф wlIIS В 51п СIII тj dYj; 
а". 

-,,/2 

"'то= L,noiтo. , 

L =L' -- L" . Ет ат а",' (m= 1,М) 

(3.16), 

(3.17) 

(З.18) 

(3.19) 

- постоянные индуктивноtТИ обмоток статора в координатах d, 
q, О, обусловленные полями рассеяния. 

Подставив в (3.9) выражения токов фаз согласно формулам 
(3.11), после преобразованиА с учетом тождеств (3.14) приходи М 
к выражению 

м ,,/2 "/2 

М, = 3p~ C~ ~1 :: (imq S В cos Ст "dTj-iRId S 8 sln C"'1Jd7j) . 
-,,/2 -"/2 

I 
(3.20) 

Легко убедиться, что с учетом равенства (3.16). (3.17). (3.3) оно 
приводится к виду _ 

, J 

3 Af 

Ма - -РII ~ С",(ФmdillWt-Ф",ql"d)' 
2 f =:1 . (3.21) 

Магнитное состояние обобщенной ЯСМ 8 кооРJtИнатах d, q, О 
определяется из ее неявноА ММХ, КОтбр.й tpoрмируется по анало­
гии с ММХ в фазных координатах в внде трех подсистем уравне­
ниА: подсистемы, состоящеА из уравнений, ПQлytJенных путем при­
менения уравнения вида (3.15) к'каждому из N узлов сетки; урав-
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нений вида (2.81) - (2.85). подсистемы, содержащей выражения 
(3.16)-(3.18) потокосцеплений ",,"4, "'mq, "'1710 (т= 1, М) и потоко­
сцеплений ,контуров pOTopa~ подсистемы, с~держащей ТOJIько одно 
уравtlение (3.21). Для удобства дальнейшего анализа В'ыделим из 
общего множества 3М +n+ 1, электрических контуров обобщенной 
'SlСМ группу 2M+n.+ 1 конту}>ов, содержащую ПРОДОJlьные f и 110· 
пеР~Чlfые контуры CTaTOp~ и контуры ротора, и назовем их основ­

Ными ~онтурами, и группу М нулевых контуроь. Из рассмотрения 
уравнениfi (3.15), (3.J.8), (3.21) видно, что ток}! нулевых контуров 
не входят в первую из названных подсистем и определяющую не­
явную внутреннюю ММХ машины в координатах d, q, О, а потоко­
ецепления O~HOBBЫX контуров не зависят от токов нулевых конту­

ров. Следовательно, неявная ММХ обобщенной ясм в координа­
тах d, q, О распадается на две неsависимые ,-системы уравнений, 
первая из которых не .содержит переменных состояния, характе­

рцзующих нулевые к9HTypы' а вторая состоит ТОЛf,>ко из явных 

линейных СОО1'ношеflИЙ вида (3.18). Первую из упомянутых систем 
мы будем кратко называть магнитно-механической характеристи­
кой обобщенной ЯСМ в координатах d, q, а вторую - ММХ ну­
ле~ыx контуров обобщенной я,СМ. При составлении неявной ММХ 
обобщенной ясм в координатах d, q будем нумеровать электри­
ческие контуры индексами Id, lq, ... , Md, Mq, 2M+l, ... , 2М+ 
+n, {. 

в рассматриваемой здесь обобщенной ЯСМ (в отличие от обоб­
щенной ЯСМ, описанной в разделе 2.2) насыщение по коронкам 
зубцов статора не учитывается, и, следовательно, отпадает необ­
ходимость определения потоков расееяния по коронкам зубцов 
статора, поэтому пазы ротора н~же будут отмечаться не индекса­
ми S+I, ... , S+R, а индексами 1, ... , R. 

Перейдем к формироваНIJЮ неявной ММХ обобщенной ЯСМ в 
координатах d, q с учетом иможенных выше положений. 

Применив к каждому из N узлов сетки уравнение вида (3.15), 
приходим к уравнениям 

3 м . 
- ~ (i/lldCOSt/ll"'lt + i/llqslnt"/II"'It) 'lRJ/II + W2M+~ ["'11] 'SМ+I + 
2 /11-1 а/ll а2МН 

[ ]
12M +11 i, F О + ... + W2M+II ~! -- + Wf - -Fa - f-FzI -P~! 81 = ; 

,42М+JI 41 

з Jf • -1: (i.."cosC"."'IN+i/llqslnC."'IN) 'lIJ,. + W2M+t ["'11] '2М+l + 
2/11_1 . а. 42М+1 

+ ... + W2",+.I"'lNJ~ + Wf"i:t..-F.-Ff-FzN~Р,н8N=О. 
{lzM+a а, 

(3.22) 
Совместно с уравнениями 

ФII - С.(С1 + ... + 8N) =0; 

Фf - ф. - А., ('I'f itfaf - Ff} - О; 
F.=F.(Ф.]; F,=F,IФ,): 

p~! == Fzt (81]; •.. ; P~H == FzN [8н); 

i n1 - V(2M+I,1) i2M +1/а2М+l + ... + V(2M+II, 1) i2M +Jlia 2 м +11; 

i;R = V(2M+I, R) i2MI+I/aJM +1 + ... V(2M+II, R) i(2M+II)/aw +11; 

Фпt=Ф.t[in1 }; ... ; ФnR-ФDR[iаR] 

(3.23) 
(3.24) 
(3.25) 

(3.26) 
(3.27) 

они образуют первую под систему уравнений неявной ~ обоб­
щенной ясм в координатах d, q и отражают неявную внутреннюю 
ММХ машины в ЭТИХ координатах. 

Вторая подсистема уравнений неявной ММХ обобщенной ЯСМ 
в координатах d, q, состоит из выражений вида (3.16). (3.17) I 
записанных применительно к каждой из обмоток статора и выра­
жений потокосцеплений 'контуров ротора и с учетом (2.86). а так­
же принятой здесь системы нумерации контуров и пазов ротора, 

имеет вид 

;tM+wl= L.Htf+8. 2М+l i2M+l + ... + L.2M+II. М2+8 i~ +_ i L.2Jf+II.' i, + 
. • 2ро + (V\2AHII. 1) ФПI + ... + V(2M+JI. R) фnR) -- + 

а2"'+" 

I .0 



Третья подсистема уравнений неявной ММХ состоит из одного 
уравнения (3.21). 

В ММХ (3.22) - (3.28). (3.21) независимыми переменными яв­
ляются 2М+n+l токов электрических контуров. а зависимыми -
2М+n+ 1 потокосцеплений контуров. электромагнитный момент и 
2N+4+2R вмк, т. е. переменные В1 • •.•• BN • Fz1 • ••• , FzN• Фа, 
Фt. Ра , Ft. iПl, •.•• iпR • Фщ •..•• ФоR. Число уравнений неявной внут­
ренней ММХ (3.22)-(3.27) равнС! .числу вмк. т. е. неявная ммх 
ПОЗволяет рассчитать вмк при любой задаваемой совокупности то­
ков электри~ских контуров обобщенной ясм в координатахd, q. 

Образовав векторы-столбцы 

фп = (Ф1d • Фtq ••••• Ф.tfd. фМq. ф2М+t • •• '. Ф2М+II. ФJ)*; 
iп = им, i1q • ••• • i Md• i Mf • i 2M +1 •••.• i2M+II" iJ ).; 

B~ = (B1• "', BN ).; Fz~ = (Fzl , "'. FzN).; 

ф= (Фа'ФJ)*; F = (Fa.Ff ). 

iпп = (Ёнlt •. '. iоя).; ФпП = (ФПI' •• " ФоЯ)*. 

(3.29) 

(3.30) 

представим неявную ММХ обобщенной ясм в координатах d, q 
системой векторных уравнений 

где 

IПl [iп • B~, Р. Fz~] = О; 

IП2 [Ф.В~,F] =0; 

F=F[Ф] ; 
F ZT = FZT [ВТ]; 

iоп = vпп. iп ; 

Фоп = Фпf] [iпп ]; 

фп ::-; ~п [iп • Ф. B~. ФпП]; 

М9 = Еп liп. фп]. 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

- матрица размерности R Х (2М +n+ 1) I ненулевый блок которой 
имеет вид 

(3.40) 

V(2M+l. я)/а2М+l ••• V(2M+n. я)/а2М+1I 

Подсистема (3.31) - (3.36), описывающая неявную внутреннюю 
ММХ. содержит два векторных уравнения (суммарной размер­
ностью N+2). не решенные относительно вмк. и четыре вектор­
ных уравнения (суммарной размерiюстью 2+N +2R). решенные 
относительно векторов Р. FZT. iпп , ФоП, т. е. она принадлежит к 
клас~у реку(>рентных. 

В" 

Явная внешняя ММХ обобщенной ЯСМ в координатах d, q 
описывается уравнениями 

фп = Фп [iп]; 

Мэ==Мэ [iп] , 

а явная внутренная ММХ - уравнением 

mп=mп[iп]. 

где вектор вмк имеет вид 

(3.41 ) 

(3.42) 

(3.43) 

mп = (Ф. B~. Р. FZT • iоп • Фоп).. (3.44) 

Явная ММХ нулевых контуров обобщенной ясм описывается 
совокупностью уравнений вида (3.18) либо одним векторным урав-
нением 

где 

'Фо=Lоiо• 

i e = (i\o • .. '. i MO)*; фо = (Ф10' .•. , ~MO)*; 
LOI1 ••• L01 M 

.' 

LoM1 •• .LoMM 

3.2.2. МАrНИТНО-МЕХАНИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ 
НАСЫЩЕННОМ 0606ЩЕННОМ ЯСМ 8 КООРДИНАТАХ d, q, О 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

В аргумент ММХ в координатах d, q входят только токи элект­
рических контур6в. поэтому внешние и внутренние ммп здесь оп­
ределяются как полные производные: 

р 11 dфп/diп 1'-1/ Lп \\. р/п = dmп = ел. (3.48) 
еП = dМ!t/diп ,- К*П ' diп 

Выведем формулы для вычисления матриц Lп, К*П. еп. 
ПродиффереНllировав неявную ММХ (3.31)-(3.38)' по векто­

ру iп. приходим К системе матричных уравнений: 

IШ + I~I ввп + Ihl 8Fп + I~~ 8zп = О; (3.49) 

I~z 8фп + I~; 8вп + Ih28FП = О; (3.50) 

8Fп=Rфефп; 

8 zl1 = pz~ ввп ; 

е/п = vоп*; 

еоп = Аоп 8ш ; 

L п = CP~ + ~~ 8фп + CP~T евп + <рФпп 80п; 

(3.51 ) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 
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(3.56) 

где 8фп , 8вп, 8J'П,8zп , 8tп , 8пп - блоки матрицы 8п внутрен­
них ММП 

dФп/diп ефп 

dВ./diп 8вп 

8 n=dmn = 
dF/diп 8рп 

dFzt/diп 
-

8zп • diп 
(3.57) 

diПil/di п ет 
dфпп/diп 8пп 

а матрицы 
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3w1 ~ 3w, r 3w м r 
- COS '''1 "11 - slп "1711' .• -- cos "м 711 
2а1 2а1 2ам 

3wl ' 3wt r 3WM 
-COS ~1 ТjN - sln "1 "IN· " -- COS ~M"'IN 
2а1 2а1 2ам 

W2M.:i' [711] ... W2~+nbJ W/ ·3WM . 
• -- S1П ,М Тjl 
• 2ам 

3WM 
--SiП~М1IN 
2ам 

а2М+1 а2М+n 

W2M+l [Т/N] ••• W2M+l [71N] 

1 дсрп d' (L L ). rp п = -.- = lag осП. .рП, 
П дlп 

W. ~ - COS 1 Т/l 
W t С - COS 1"'1н 

а1 а, 

W 1 С - sln 1111 
w 1 С - sln 1 ТjH 

а. а. 

ШМ 
- CosCM7I1 

WM 
-COS~M'Y)N 

В дЧ1П С 
ам ам 

СР ,=- =Ро ф WM WM 
П дВ. - sln ~M Тjl -- sln СМ ТjN 

ам ам 

W2M+ 1 ['111] W2M+1 ['1IN] 

а2М+1 а2М+l 

"2м'+I! [Тjl] W2M+ n ['YJN] 

а2М+n а2М+n 

О О 

дсрп 
mС>пП = __ = 2р 
Т п дфпп • 

(358) 

вычисляются как частные производные функций fш, срп, ~п по век­
торам iп, Вт;, фпп, 'Фп в соответствии с содержанием этих функций 
согласно (3.22), (3.28), (3.21) и содержанием векторов согласно 
(3.29), (3.30); 

I B• = д 1ш. fFZt = дfш . ~p = д',/ш. -fф = д/П2 . 
Пl дВ.' ш aFz•• п1 дР' JП2 дФ' 

IBt = д/П2 • fF = д/п2 . Ф = дсрп 
п2 дВ,' п2 дР' СРП дФ (3.59} 

- матрицы, вычисляемые аналогичным образом и совпадающие с 

приведенными в (2.110) матрицами I B" fFZt,ff,f:,fB., ff, срФ ,соот-
1] ~ 

ветственно; 

Rф , Рzт; - матрицы, определяемые по формулам (2.112). (2.113) 
соответственц.о ; 

пП =- -.- = lag -. - •...• -.- = lag п,.· • " nR) .60) А dфпп d' ( dФПI dфПR) d' (Л 'л (3 
dlпП dlП1 dlпR 

- матрица дифференциальных магнитных проводимостей путей по­
токов рассеяния по коронкам зубцов ротора. 

~атрицы постоянных индуктивностей рассеяния статора и ро­
тора имеют соответственно вид 

L.сп =о diag(L z1 , Lщ , "', LtM• LDM); 

I ~a2M+l,2M+l '" Lo2M +l.2M+n L.2M+l.1 I 

Lарп == I L' L а2М+n.2М+l а2М+n.2М+n 

I L o/. 2М + 1 ••• La/.2M+n о 

(3.61) 

Из уравнения (3.49) с учетом (2.114), (2.115) находим. что 

или 

8вп = л. (/:П + Л;1 Rфефп), (3.62) 

8вп = л, (jlп + J;пFl 8 рп). 
п1 

(3.63) 

Подставив это выражение в (3.50), приходим К уравнению 

А фП (9фп = - /~2 л, f~~, (3.64) 



'f де АфП - rп2 + (lh2 + Рп~ ).1: Irl1) Rф. (3.65) 

Из уравнения (3.65) имеем 

8фп = - А-l'/::В, л f:'п. 
ФП П2 ' п1 

(3.66) 

Таким образом, для вычисления Ммп обобщенной ясм в ко­
()рдинатах d, q необходимо найти матрицы (2.112). (2.113), (3.58)­

(3.60), после чеГ(t последовательно воспользоваться выражениями 
(3.65). (3.66), (3.62), (3.51) - (3.56) как рекуррентными Форму­
.лами. 

3.1.3. ~Р.8НЕНИI 3J1ЕКТРИЧЕСКQrо СОСТОIНИI 
НАСЫЩЕННОА О&О&щЕННОА IСМ 8 КООРдИНАТАХ d. q. О 

Электрическое сосtояние обобщенной ЯСМ при раздельном 
питании фаз обмоток статора описывается в фазных координатах 
8екторным ДУ 

,;оде 

dф + гi-u=О 
dt ' 

i = (iI A• i lB • i l c • ..• ,iMA • iMB. iMC. i 8+1 •.•• ,i8+1I• i/).; 

Ф = (фlА. фlВ' +IС • ••• , фМА. Ф МВ, ф .. с, фНl ••• " фНJI. Ф,).; 

(3.67) 

u . (иIА, "1В, "IС, •• " "МА. "МВ. "МС. О, •.• , О, "/). (3.68) 

- векторы-столбцы токов, потокосцеплений и напряжений физиче­
ских контуров; 

r = diag(r1, Г1 • '1' ..•• ГМ. ГМ. г М. Грот) (3.69) 

- матрица разМерности 3М+n+l активных сопротивленнй, в ко­
торой 'рот есть квадратная матрица активных сопротивлений «ои­
туров ротора (В общем случае -- нежиагональная) размерности 
n+l. 

Введем в рассмотрение квадратную невырожденную матрицу 
П размерности 3М+n+l обобщенного преобразования Парка: 

П=diаg(П1 •••• , Пм. 1 .... , 1), (3.70) . 

(3.71) 

Обратиая ей матрица имеет вид 

П- 1 =diаg(П1 1 •... ,Пм 1 • 1 ..... 1). (3.72) 
где 

cos (~т i - ~т> - sln (~m 1- ~m) 
П;;; t == СОЗ (Ст i -~III - х) - sln (~т i - ~т- х) 

соз (~т i -~III+X) - зlп (~т i - ~т+X) 

: !(n=l.M). (3.73) 
1 I 

Определим векторы-столбцы токов. потокосцеплений и напря­
)Кений преобразованных контуров 

i~ - (i I4• i tq• i10, •••• i.4f4. i Mq. iMO. i8+1 • •••• is+ tJ • i,).; 

ф~ = (ФI4' Фlq. Фl0" •.• ф М4. Ф Mq. Ф МО. ФS+l •.•• 'ф8Н. Ф/).: 

и~ ..... (1l1d. U1q• и,о • ..• ,1lМ4. U Mq. Ilмо. "8Н, •••• "ан •• и,). (3.74) 

В соответствии с выражениями 

i~ == Ш; ф~ = пф; и~= Пu. (3.75) 

Обратные соотношения имеют ВИд 

i ~ И-.1 i'· .1. - П-Jl.f,·' Il- и-- t и' . 
П' '1'- 'l'п' - П' (3.76) 

Умножив ДУ (3.67) слева иа матрицу П, имеем 

п dф +Пгi-Пu=О. 
dt 

(3.77) 

Но согласно (3.76), (3.72). (3.73), (2.34) 

dф ..... !! (п- t ф') = dП- 1 
d,. .f,' + п~1 dфп = w dП- 1 ф' +П- 1 dФП • 

dt tlt П dj dt "(п dt rPo dt л dt 
(3.78) 

с учетом (3.75), (3.78) уравнение (3.71) ПРИ80ДИТСЯ к виду 

dф~ + U)r Q' + '~ i~ - и~ - О. (3.79) 
dt I 

где г~=ПгП-l=г (3.80) 

- матрица активных сопротивлений обобщенной ясм в коорди-
натах d, q, О; • 

, d1J,'-1 • 
Q' - РоП-':"" == diag(~t' •... , ~;,.,O ••.. ,'f1) (3.81) 

~1 

- l(вадратная'выро~е{i1lая матрица размерности ЗМ+n+l l, 8 ко-
торой . 

g;. ~ p.jl ~ 1 ~ (т - 1. М) . (3.82) 
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в правильности выражений (3.80)-(3.82) легко убедиться ие­
посредственной подстановкой в них выражений (3.69)­
(3.73). 

Векторное ДУ (3.79) описывает электрическое состояние обоб­
щенной ЯСМ в координатах d, q. о. Ему соответствует система ска­
лярных ДУ 

dф",,,/dt - (J)r р, С'" ф",.+ Г'" i"'d - иm" = О] 
dФIII,,/dt + (J)r~,C1II. Фаd + Г lIIi",q - "'",q = О (т = 1. М); 
dф",о/dt + Г'" t",o - и",. - О 

dфз M+1/dt + ГЗМ+1. З"'+1 iЗМ+I + ... + ГЗМ+1. ЗМ+II iзм+n - UЗМ+1 = О; 

dФЗМ+II/dt +Гам+n. ЗМ+1 iЗ АН1+ •.• + ГаМ+II.sмн iЗМ+II- изм+n = О; 

(3.83) 

Необходимо отметить. что в процессе вывода ДУ (3.79) учи­
тывалось только одно ограничение. отрценное в (3.69) и состо­
ящее в том. что для каждой из трехфазных обмоток статора со­
противления всех ее фаз принимались одинаковыми. Следователь­
но, система (3.83) верна при любых маrцитных свяэях, в том числе 
при нелинейных, произвольных плотностях проводников электри­
tIеских контуров и даже с учетом зубчатого строения магнито­
провода. Однако из этого вовсе не следует, что эту систему целе­
сообразно применять во BC~x упомяцуты.х случаях. Покажем. что 
при исходных допущениях. изложенных' в разделе 2.3, и дополни-
тельных ограничениях, сформулированных в 3.1. описаtlие обобщен­
ной ЯСМ в координатах d, '(, О действительно является предItоч­
тительным по сравнению с ее описанием в фазных координа­
тах. 

Электромеханические проu.ессы обобщенной ЯСМ в координа­
тах d, q, О описываются САДУ. состоящей из уравнений электри­
ческого состояния (3.83), механического состояния (2.17), (2.18) и 
неявной ММХ (3.22) - (3.28). Из рассмотрения первых 3М уравне­
ний системы (3.83) видно, что уравнения электрического состояния 
основных контуров не содержат токов и потокосцеплений нулевых 
контуров. а уравнения Hy~eBЫX контуров не содержат токов и 

потокосцеплений основных контуров. Но из приведенного в разде­
ле 3.2.1 анализа следует, что потокосцепление основных контуров 
не зависит от токов нулевых контуров, а потокосцепления нулевых 

контуров не зависят от токов основных контуров. Следовательно, 
рассматриваемая САДУ распадается fI~ две JIезависимые системы: 
первая состоит из ДУ электриче~ого состояния основных конту­
ров, уравнений механического состояния и ММХ обобщенной ЯСМ 
в координатах d, q, а вторая -- из'уравнений нулевых контуров 

dФm. +. О L' ( 1 М) (38) dt г т 1,.0 - и.о = ; Ф",о = "'01"'0 т = • . 4 
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или в векторной записи 

T~e 

dфn . О - + r.lo-#o - ; 
dt 

ио = (ulo •...• им О). = «и1А + 1В + и1С)/3 • •• '. (иМА + 
+ имв + uмс}/3 •. 

fo=diag(rl, ... , ГМ). 

(3.85) 

(3.86) 
(3.87) 

\ IJeKTopHoe ДУ электрkчЕ!сКОГО состояння обобщенной ЯСМ в 
координатах d, q имеет вид 

dфп + Ш, Qфп + ГП iп - ип == О. (3.88) 
dt 

г .. diag(r1• Г11 ..•. r м. Гм. ГРОТ) (3.89) 

-- матрица активных сопроти"лений основных контуров; 

2==dIag(21 .... ,QM.0 •...• 0); Q",=poll~m ~~'" II<m-l.М). (3.90) 

uп=Пdq u=(u1d• U1q • ••.• ",Md. UMq. и2М+1 • •. •• U:ZAf+II, и/). (3.91) 

- вектор напряжений основных контуров; 

lldq -diаg(П,,qt [т] •.. . ,пdqм [,]. 1, "" 1); 

П ~ 11 cos (~'" T-~",) соз (С", T-~",-~) dq",= 
3 -sln (С", T-~III) -slп (Cm T-~", -х) 

COs(CmT-~",+Х) 11 (т = 1,М). 
-Slп(СmТ-~m+'Х)~ , 

(3.92) 

Формула (3.21) электромагнитного момента может быть пред­
ставлена в виде 

м == _~"'П 2in 
9 2 ,.. • (3.93) 

в чем легко убедиться. подставив в правую часть (3.93) выражения 
векторов 1J'n. in СQгласно (3.29) и матр'щы Q' согл~о (3.90). . 

3.2.4. МОде. НМ:WЩЕННОJil О&ОIЩIННОА .см 
• КООРАИНАТАХ d. q, о НА IА •• IИWX МЕТОAOl 

ЧИCJIIНноrо ИНТЕrPИPOВАНИ. 

Для расчетов переходиых электромеханических процессов обо6-
Ц1fННОЙ ЯСМ В координатах d, q, О с прнменением явного метода 
численного интегрирования необходнмо проинтегрировать этим ме-
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тодом две независимые друг от друга САДУ, упомянутые в конце 
предыдущего раздела. 

Первую из них представим в виде САДУ, состоящей из ДУ 

Lп din + шг !2фп + 'п in - ип = О; (3.94) 
dt 

dWr =J-I (М + м)· dlr = Ш' 
dt • в, dt г, 

dф Q diп: dBT в din 
~ = uфл - -с:::: 11П-

dt dt' dt dt 

(3.95) 

(3.96) 

и алrебраических уравнений (3.33)-(3.37). (3.91)-(3.93) при на­
чальных условиях 

(3.97} 

Алгоритм численного интегрирования этой САДУ аналогичен 
алгоритму, описанному в 2.3.4. Он предусматрива~т выполнение 
на шаге интегрирования следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляю11СЯ матрица Лt:lq по (3.92),. 
вектор Un по (3.91) и момеит мв; 

по известным из предыдущего шага интегрирования значениям 

переменных iJI, 'У, <Ог, ф, Вг, Е, Fz", iпп, фпп вычисляются в нуле­
вом узле шаблона матрицы Rф , pz", р", л-;; по формулам (2.112)­
(2.115), матрица Апп по формуле (3.60), после чего с учетом по-
стоянных матриц 1~7' 1~~, 1~~T, 1::;\. 1~2' 1~2' ч>/пП. Ф~" СР~IIЛ по­
следовательно по формулам (3.65), (3.66), (3.62). (3.54)-(3.56) 
вычисляются матрица Афп и ММП 8фп , 8вп, 8пп, Lп, Кп.; 

уравнение (3.94) решается численным способом относительно 
вектора din/dt; 

по формулам (3.95), (3.96) вычисляются производные d<Or/dt~ 
dYr/dt, dФ/dt, dB,,/dt; 

по формуле вида (1.69) вычисляются приращения А<ог. AYr~ 
ЛФ, ~B" на шаге h; 

по формулам вида (1.67) определяю11СЯ значения переменных 
(')г, 'Уг, Ф, В" при t=h; 

по формулам (3.33)-(3.37), (3.93) находят значения перемен~ 
ных Р, F t,t. iпп, ФпП, фп, М& при t = h. 

На первом шаге интегрирования второй этап изложенного выеe 
алгоритма выполняется с использованием заданных начальных ус­

ловий Если р~ссчитываемый процесс яВ'JtЯe'rся продолжением ие­
KOTOP~ГO преAfПеСТВУlOщеro ему рассчитанного на ЭВМ переходно­
го процесса, то начальиые значения ВМК известны из расчета по­
следнего. Если же заданными ЯВЛЯЮ11Ся только начальные усло­
вия (3 97) то соответствующие им значения остальных переменных 
следует в~ислить на основе неявной ММХ машины, пользуясь 
методом, изложенным в разделе 1.7. 

Будем рассматривать магнитное СОСТОянне обобщенной ЯСМ 
при начальных зilачениях (по, 'Уо как режим машины, который уста­
новился в результате постепенного увеличения токов контуров от 

нуля до значений, заданных вектором iпо , пропорционально пара­
метру 8, т. е. примем, что 

in = i no а. (3.98) 

При этом все переменные будут изменяться в соответствии с за ... 
висимостями 

Ф=Ф[е]; В,,=В,,[8]; (3.99) 
F = F [s];/",t=Fn (а); iпп .. ;оП [е); ФпП = фпп [е]; 

Фл = Фл lе1; М. = М. [е[, (3.100} 

удовлетворяющими следующим условиям: при 8=0 все зависнмые­
переменные равны нулю, а при 8-1 - искомым начальным зна­
чениям Фо, В"о, Ро , Fz"o, iппо, Фппо, "",по, Мэо соответственно. Про­
дифФеренцировав уравнения (3.98), (3.99) по 8, приходим К ДУ 

diп = inc; dф = 8фп diп ; dB~ = е.diп (3.101) 
de de de de de 

I 

Проинтегрируем нелинейную САДУ (3.101), (3.33)-(3.38) на ин­
тервале о::::;; е::::;; 1 при нулевых начальных условиях. При этом на. 
шаге интегрирования выполняются следующие операции: 

чо и~вестным из предыдущего шага интегрирования значениям 

ВМК (на первом шаге - по нулевым их значениям) вычисляются 
матрицы Rф, PZ't, р", A.t по формулам (2.112) - (2.115) и матрица 
Апп по формуле (3.60), после чего последовательно по формуле 
(3.65) вычисляется матрица Афп и по формулам (3.66), (3.62)-
внутренние ММП 8фп, 8вп; . 

по формулам (3.101) вычисляются производные diп/dе, dф/dе, 
dB,,/de; 

по формулам вида (1.69) определяются приращения Ми, ~Ф, 
АВ,; на шаге he; 

по формулам вида (1.67) вычисляются векторы i, Ф, В"' при зна­
чении пара метра, равном e+he: 

по формулам (3.33)-(3.38) определяются значения остальных 
зависимых переменных при значении параметра, равном e+he. 

для решения САДУ (3.85), описывающей процессы нулевых 
контуров, приведем ее к векторному ДУ 

dio L I( ') ..;. - == "о ио - Г. ео . 
dt 

(3.102) 

Численное интегрирование этого ДУ явным методом сводится к 
выполнению на шаге следующJiX операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляется вектор uo по (3.86); 
JIO известному из предыдущего шага интегрирования значению 

вектора io вычисляется вектор uo-r",io и по формуле (3.1 02) -
производная dio/dt; 
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110 формуле (1.69) определяются приращение dio на шаГEl h; 
по формуле (1.67) вычисляется значение вектора io при t==h; 
по формуле 1jJo=Loio вычисляется значение вектора "1/0 при t-h. 
При н,еобходимости после ка)f(ДОГО шага интегрирования может 

быть выполнен переход к векторам токов и потркосцеплений в. 
фазных координатах, дЛя чег.о цеобходимо при найденном значе­
нии угла V вычислить по формулам (3.72), (3.73) матрицу П-1 , по 
-векторам iп, io и "'П, 'i>()' tформировать соответственно векторы ln 
и 'Фп', после чего воспользоват~я формулами (3.76). 

Э.2.J. МОДEJlЬ нАсыщIноАA Оip&ЩЕННОА IСМ 

• КООРДИНАТАХ d. q, О НА &А3Е HEIIИWX МЕТОДО. 
ЧИСnЕнноrо ИНТЕrР"РО.АНИ. 

Исходиая САДУ, описьшающаn переходные процессы обобщен­
F-ОЙ ЯСМ в координатах d. q, состоит из ДУ 

dфп + Шr Qфп + гпiп-uп - О; (3.103) 
dt . 

(3.104) 

-алгебраических уравнений (3.3!) - (3.37), (3.93), отражающих не­
явную ММХ машины, и уравнений (3.91}, (3.92). Наv:альные усло­
-вия имеют вид (3.97). 

Замена в ДУ производных выражециями вида (1.73) приводит 
к алгебраическим уравнениям 

1 g Q rn . ип 
фп +-~ ЬJфПJ+Wг-Фп+ -lп- - =0; (3.105) 

ЬО 1-1 ЬО ЬО ЬО 

-J( bflwr + f bJO>tJ)+M. +М.=О; 
j-l 

g 

Wr - Ь.ТГ + ~ Ь/ Тг/· 
/-1 

(3.106) 

(3.107) 

Будем решать полученную нелинейную САУ нтерационным ме­
"'Годом Ньютона. При этом линейная САУ для вычисления попра­
вок 3:lВИСИМЫХ переменных на k-й итерации имеет вид 

А g 2 А + гп А'- .1ип Q (3 108) ~фп + .1Шr - фп + CIIг - фп - lп - - = щ; . 
Ьо Ь. Ьо Ьо 

-JЬоАCII~+ АМ. -QП2; (3.109) 

(3.110) 

(3.111) 

fJ.F = Rф АФ; AFz~ = Pz~ А8.; Ainrt == vпп• Аiп : АФdtJ'== Апп Аiпп . 

где 

А'fП = q>~П Аiп + ,~АФ+ f~' AВ~ + ,~ппАФDП; 
АМ. = ~~п Аiп + е~П'Афп; 

, . 
Аип = АПdq • и; 

. АПdq = ПJq Ат -= РО П~q А"'(г = - QПdq А"'(г. 

Пт = dПdq = (Пт Пт О О) • dq d dql' ••• , dqM' ,А', , , 
т " 

(З.112) 

(3.113) 

(3.114J 

(3.118' 

(3.116)' 

Пт' = _ ~ r 11 sIn (~т T-~m) sfn (Ст T-~т-X) sin ССт T-~.+X) ff 
".dqm з10", ",.. 

cos(CIIIT-~m) cos('mT-~m-х) СОS~lIIr-~III+х) . 

,-QтПdqт/Ро (m=l,М). (3.117) 

ИСКЛЮЧИВ в (3.1 09) поправку dФr в СQОТl3етствии с (Sj 1 0), 
имеем 

(3.118) 
,: /ч 

Уравнения (3.111) приводятся с учетом (3.112), (3.551 .. (3.62), 
(3.66) к виду 

- Л~ Ауг + 6М, = QП2-

,) 

АФ = 8фп Аiп + Qфп; АВ. == 6вп Aiп + Qвп. (3.119») 

где ( f 
• '\. t r" j J 

Qфп = Аф8 (QП4 + t~2 л. Qпз); QBn = Л~ (/{;I Rф Qфп -- Qз). Ч3.120)· 
, ... .f j 

Сопоставляя приведенные в (3.58) выражения ~Jiя матриц 6/ П f' 

" П 
~riп с (3.29)., (3.90), находим, что ~ 

~3.121) 
, I 

где фЦ, in * векторы,. изображаемые CТPQ~.MI,ti noлучаеМЫМIJ 
~ранспонированием столбцов (3.29). 

Уравнения (3.108), (3.11~) с учетщ« (3.112)-(3.116), (3.55). 
(3.56), (3.121) принимают вид : 

«Е + II)r QjЬо}Lп + rh/bo) щп + Q{фп + Пdl1 lt} Ауг == Q~I; 

.(3.122') -

1-3201 



:r.n.e Е - единичная иирив.а размерности 2М+n+l; 

Q~t .... Qm - (Е + Ulr Q/~) (~~ Qфп + ЧI~~ Qвп); 

Q~2 = QI12 - ~ iп. Q (~~ Qфп + «P~~ Qвп) . , 
- приведенные не8ЯЗКИ. 

(3.123) 

.о А,f1'ОРИТМ решени~ неJlиtiейной САУ (3.105)-(3.107), (3.31)­
(3.37), (3.91)-(3.93), (2.34) требует выполнения на k-M И1'ера­
чм,ном цикле следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляется момент МВ и вектор ./.'" ' ~/J 

по найденным на (k-l) -й итерации значениям зависимых пе­
ременных (при k= 1 - по результату выполнения предыдущего 
шага интегрирования) рассчитываются матрицы Rф , рх"" р"" л.r по 
формулам (2.1 f2) - (2.115), м:аtрjщ-а ЛПП - по формуле (3.60). 
матрицы ~'п, ет - по (3.121), после чего с учетом постоянных 

, п п \ I 

Матриц т/п 'mФп' фВ<, срФоп,f'п,fFz<,ff,I,f~2,!В<,f~2 последователь-' 1'" 'Т ~П, П П1 П1'" П2 

но по формулам (3.65), (3.66), (3.62), (3.54)-(3.56) вычисляются 
_Атрип.а Афп и ммп ефп, евп, 8пп, Lп , Кп.; матрица Пdq -

по фQрмулам (3.92); вектор uп - по формуле (3.91); невязки 
QП1, ... ,Qш - I\aK левые часtи уравнений (3.105), (3.106), (3.31) t 
(3.32); приведенные невязки Qфп, Qвп, Q~I' Q ~2 - по формулам 
(З.120у, (3.123) и фОРN1ИРУЮ'ГСЯ матричные коэффициенты системы 
урава~ниfI (3.J22); 

система (3.122) решается численным способом относительно 
поправок Ып, !J.Vr; 

по формулам (3.119) вычисляются поправки !J.Ф, !1В,,; . 
по формулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение перемен­

ных iп, ,\,r, Ф, В"; 
по формулам (3.33)-(3.37), (3.93), (3.107), (2.34) вычисляется 

k-e ПРhближение переменных Р, Рп, iпп, Фоп, 'Фп, Ма, (J)r, '\'. 
Если "СКOlft~й процесс является ПРОДО.l1жением не которого рас­

считанного на ЭВМ предшествующего ему переходного процесса. 
то на втором этапе изложенного ВЫInе алгоритма при выполнении 

первой итерации для первого llIага интегрирования следует при­
нять в качестве нулевого приближения всех зависимых перемен­

IiblX их значения. найденные для последней точки упомянутого пред­
шествующего процесса. Если же заданными являются только на-
.blЬН~Jусповия (3.97), то соответствующие им начальные значе­
ния остальных зависимых переменныx иеобходнмо ВЫЧИсnВtь п() 
нtЯВИОй ММХ, nольэУясъ методом, изложенным в 1.8. 

Вначале решим нелинейную САУ j - j 

. ' fП1liпоа1.В~,F.F.~] ==0; fП2l1'Ф.В~,F)-~ (3.124) 
F = F [Ф);Fz< =Fz < [B~]; iоп = vпп• iпо 21; ФОП = ФоЛ [iоп], (3.125) 

r.(J.e ~ 1 - З\iачение параметра е. достаточно малое для обес­
пе'lения сходимости итерационного метода Ньютона применитель-

~o к этоjj САУ. Этой нелинейноА CIfC1'eMe соответствует на каждоl 
итерации ~инейная сист~~а 

f.B~ АВ + -ЕР .. t: +f.? .. 4P _ Г1_. 
п1 1.& ~ J"1 ~. "1 Z~ "'tI1iJt 

f~2 4.Ф" + f~2 АВ" + f''l AF = Qп.; 
AF = Rф АФ; AFz~ = pz, АВ,; Моп = О, .:1 ФО 1 = Аоп .:1iоп . 
Ее решение с уче1QМ принятых в разделе 3.2.2 обозначений и 

формул имеет вид " 

АФ .... АфЬ (QП4 + f~2 A~ Qпз), AB~ = A~ (fh1 Rф.:1 Ф - Qпз). (3.126): 

Алгоритм решения САУ (3.124), (3.125) требует выполнения HaI 
k-M итерациоииом ци~ле следующих операций: 

по найденным на (k-l)-й итерац~и. значениям ВМК (на пер­
вой итерации - по их значениям, равным нулю) вычисляются мат­
рицы Rф , Рп, р"" Л-r по формулам (2.112) - (2.115); невязки QП<J,. 
Qш как левые части уравнений (3.124); матрица Афп - по фор­
муле (3.65) и поправки ~Ф, !J.B", по формулам (3.126); 

по формулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение векто­
ров Ф, В"'; 

по формулам (3.125), (3.37), (3.38) вычисляется k-e прибли­
жение остальных ВМК: и переменных 'Фп, Мз. 

Найденное решение принимается в качестве нулевого прибли­
жния дЛЯ САУ, получаемой в результате замены в (3.124), (3.125) 
значения е! значением е2>е1, и полученная САУ решается по из .. 
ложенному выше алгоритму. Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока параметр е не достигнет значения f= 1. 

для решения линейной САДУ, описывающей процессы в нуле~ 
вых контурах, составим в соответствии с (1.73) алгебраическое 
),равнение 

g 

Ьо Lo io + ~ ы�оJ+'о0 io -"о'" О. (3.127) 
1-1 

Вектор токов нулевых контуров в нулевом узле 'ша~лона здесь 
вычисляется по формуле 

io=(boLo+'o)-1 (ИО -± ЬjФ'/) (3.128) 
J -1 

ИЗ.l10женные в разд~~,3.2 .jiЛГОРИТМW MorYT быть непосредст-­
венно прнменены такж~ для 110делИРО13аНJtя, ненасыщенноЙ обоб­
щенноц ЯСМ. Однако при отсутствии насыщ~ния магнитопровода 



функции (3.33), (334), (3.36) ЯВЛЯlQТ,ся линейными, поэтому мат­
Рицы 9нуrреннИ'х ммп и' матрица Lп цостоянны, QTo позволяет 
создать более экономичные по затратам машинного времени алго­
ритмы в первую очередь вследствие от~утствия необходимости вы­
числения вмк. 

Явная ММХ неRасыщенноА обобщенной ЯСМ описывается урав­
нением 

фп = Lпiп• (3.129) 
1 1 
Отметим, что элементы матрицы Ln• отражаЮщие взаимоиидук" 
пию между парами контуров, для одного из которых ось геомет­

~ической симметри совпадает с прОдольной осью d геометриче­
ской симметрии индуктора, а для второго - с поперечной осыо 
q, равны нулю ' 

Поскольку 'Фц. = {L п i п ). = iп • L п •• то формула (3.93) электро­
магнитного момента принимает вид 

m ... -~iп*Lп Q$Llliп - ~iп 9Lпiп. 
2" 2 • 

(3.130) 

так как 0.,=-0. 
При использовании явного метода интегрирования целесообраз­

но представить уравнение (3.88) " виде 

diп =Li11(ип-гпiп-wгQфп). (3.131) 
dt 

Подлежащая совместному интегриров1}.НИЮ САДУ состоит из ДУ 
(3131). (3.95) и ашебраических уравнений (3.129), (3.130), (3.91), 
(3.9Z). (2.34) при начаJIЬНЫХ условиях (3.97). 

Алгоритм интегрирования этой САДУ предусматривает выпол-
нение на шаге ИН1егрирования следующих операций: . 

для нулевого узла шаблона вычисляются момент МВ и вектор и; 
по известным из предыдущего шага интегрирования значениям 

З'ависимых переменных (на первом шаге - по начальным усло­
виям (2.34» вычисляются в нулевом узле шаблона матрица Пdq 
ПО формулам (3.92) и вектор uп по формуле (3.91), ПQсле чего фор-
мируются правые части ДУ (1.131), (3.95). . 

по формулам вида (1.69) ВЫЧИСЛllЮТСЯ приращения Аiп, Аюг, 
!J.Yr на шаге h; 

по формулам вида (1.67) вычисляются значения iп, юГ, УГ при 
t=h; 

по формулам (3.129). (3.130). (2.34) вычеляютсяя значения 'Фп. 
Мэ, у при t=h. 

Здесь в ~тлкчие Фtr ~оо,.вет~'lвующerо а.аго,итма ДЦ, цаС$щен­
ной ясм ДУ пре.l,с~вJiены в нормальной фОRме Коши, что обес-

\ t ~ 
печивает дополнительно значителыtюю экономию машинного вре-

мени. 

Для нулевых контуров алгоритм решений явным методом ин­
~егрирования не отлцчается от lIзложенного в рааделе 3.2.4. 

~OO 

При использовании не.явlЮГО метода интегрирования подлежа­
щая совместному решению САДУ состоит из ДУ (388), (3 104) и 
алгебраических уравнений (2.34), (3.91). (3.92), (3.129), (3.130). 
Она нелинейна, поскольку нелинеАны уравнения (3.92), (3.130). 

Алгебраизовав ДУ с применением формул Вида (1.73). имеем 
g 

Ьо фп + ~ Ь; ФПJ + ЮГ Qфп + гп iп - ип = О; 
J-l 

(3 132) 

-J(Ьоюг + f bJWrJ) +М.+М.=О; Ь;,1г + f Ь;ТГJ=ЮГ ' 
} -1 }=1 

Решение неЛl!Нейной САУ (3.132). (2.34). (3.91), (3.129). (3.130\ 
итерационным методом Ньютона приводит I{ линейной САУ I 

ЬО Афп + Qфп Ают + ЮГ QАфп + гп Аiп - Аип = Qш; 

- Jbo АЮr + АМ. = Qп2t Awr = Ьо Аlг; , 

Аип == .dПdq·и; АПd • .= - &Шdq 4,,(г; (3.133} 

Афп;:::: LпАiп; 

АМ. =;: ~ (Аiп" QLп in + in .. fl.Lп.Щп};:::: ~iп.(QLп - LQ • Q) Аiп;)! 
. 2 

Исключив в первых двух уравнениях системы (3.133) поправки 
~<&r. А'Фп. Aun, ~8' .t\Пdq В соответстви}! с остальными ее уравне­
нцями. И)lееJ4 

«ЬО Е + Ф, Q) L п + гл) Аiп-+ Q (ЬО фп + Пdq и) Ат, = QП1; 

(3.134) 

Алгоритм решения упомянутой IJелинейной САУ требует выпол~ 
нен:ия на k-M итерационном цикле следующих операций: 

для ну.lевого ума шаблона вычисляется момен:т МВ и вектор и; 
по н~йденным на (k~l)-й итерации значениям зависимых пе· 

ременных (при k= 1 - по результату выполнения предыдущего 
шага интегрироваиия, а при к-l на первом шаге - по началь­
иым условиям (3.97» ВЫЧИСJlЯЮТСS. матричные кgeффициенты си­
стемы (3.134); 

система (3.134) решается чИoCJIeННым способом относительно 
поправок Аiп• Ауг; 

по формулам вида (1.11) вычисляется k-e приближение пере­
иеннЩt iп. Уг; 

по формулам (2.34). (3.92), (3.91) I (3.129), (3.130) вычисляется 
k-e прибllНжение переме"ных У. Пllq, Uп. 111п. Ма• J 

• Для нулевых контуров алгоритм решения неявным методом ин­
тегрирования совпадает с изложенным в разделе 3.2.5. 
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ЭА. МодenНРО8анне уста .. О8Н8ШНХC.tl реж~аа 
рабоТЫ SlCM" 

Рассмотрим кЛасс проц~сов' ЯСМ общепромышленноro назна­
flення, УДО~jIеТJiОРЯЮЩНЙ следующнм условиям: 

угловая частота вращеиия ш=рoroг ротора постоянна; 

, приложеНflЫЙ к валу момент МВ и напряжение питания ut об­
мотки возбуждения не зави-сят 01 времеии; 

напряжения питания обмотки статора образуют симметричную 
трехфазную систему, т. е. 

"А ... U соз (wt + "1/1); "В = U cus (ш' + 71/1 - х); 
ис = U cos(wt + 1)/1 + х), (3.135) 

tAe и - амплитуда фазного напряження; t)ц - начальная фаза 
напряжения в фазе А. 

Полагая в преобразованиях (3.92) y==O)t, находим, что соглас­
но (3.91) напряжения контуров, d, q соответственно 

Ud = и cos 71/1; " • = U s1n "1/1' (3.136) 
т. е-. ОfIИ не зависят от времени. 

Тогда САДУ, описывающая переходные процессы ЯСМ в коор­
динатах d, q, не содержит' функции 'времени, и поэтому ее реше­
ние (векторы потокосцеn.лениЙ, токов и ВМК) не зависят от вре­
мени. При этом производные tro времени СКОРОС'Fи вращения ро­
тора и вектора потокосцеплений равны нулю, и, следовательно, 
ДУ (~1 03) вырождается в щ~браиче.ск~ уравнение . 

. ' f.dr f;!фп + гп tn -'Uп ... О. , (3.137) 
Из скалярных уравнений электрического состояния К(')НТУРО8 демп­
фернрЙ. обмqтки. соот~е1'fТВУIOЩВХ ве.щорному У'Рцан~нию H~.137), 
вытекает, что токи этих контуров тождественно равны нулю. 

. Т~кие процеССbl ЯСМ БУД~J4 наЗliвать установившимнся режи­
мами работы ЯСМ. . 

В установи~ихся режимах уравнения электрического состоя-
ния контуров cTaropa нмеют:вид " 

- Ро"г ф~+'г~ i4 - "/4 ';'" и; Ро W~Фd + 't.i4 ...:.... Uq =0. (3.138) 

анеявная ММХ описывается уравltениями 
( f Н' 

Фd = Lr.t ld + Ро СФ :w ~ BJ ёoв~; , 
1 а' r-,. I 

фq-Lщlq +Po;wf Bj SJrt1)j; (3.139) 
) )-1 , 

(id cos 71. + i q sln "1)1)(3w/2a) + Wtiflaf - Ра - Ft -- Ра1 - ,Р31 81 = о; 
; r< (. е 
• I 1· r I 

(idcos 'Г", + i q sln 1/.\) (3 '1ilJ12a) + W,if/a, - F 4 -F,FzN-Р6N 8/11 = о; 
I (9.140) 

:O~ 

Фа-Сф(В1+"0 +8N)=O; Ф,'-Фа-Л"j(Wjij/а/-Ft) =0; 

Fz• = FZ1 [В.1; о о,; FzN = Ран [ВН ); 

M s\= ~Po (ф.iq - фqi.), 

(3.141) 
(3.142) 
(3.143) 

(3.144) 

rAe w. а - соответственно число последовательно соединенных вит­
ков и параллельных ветвей фазы. ) . 

в векторной эаПlIСИ система (3.138)-(3.143) принимает вид 

uу=О)гQу'Фу+Гуiу ; (3.145) 
) ~'Р'Cfу {ir, 8,,); (3.146) 

'У! fi.,1 В'" ,Р, P~\1 =0; (3.147) 
{У2 [Ф, B~, Р) =0; (3.148) 

F=F[Ф]; (3.149) 
Рп=Рп[8,,] , (3.150) 

ё1 0= (id• iq, it ).; фу = (o/d' фq)"'; "у - (ud, Uq)*; 

Гу = '} ~1 ~1 ~ 11; Qy = ~I~. ~ Ро /1· 

(3.151) 

(3.152) 

Система (3.138)-(3.144) ~остоит из 2N+9 уравнений и содер­
жит в качеt:тве неиэвеСТНblХ переll4енные 0)1', UIf, Uq, 'Фd, ~q, llf, iq~ 
i/. Р4• Fj, Фа. ,Фj, 81; • о. , 8f(, Fz~, , о о, F2N• Ма, общее ЧИСЛО! КОТо,· 
рых равно 2й' + 13, т. е. оно щ>евышает чи.сло уравнений на 4. Эти 
уравнения используются при p~e1teTaX любого ytтановнвшегося pe~ 
жима Я:СМ, поэтому мы будем' их называть базовыми. Для рас­
чета каждого конкретного реЖНМ~ необходимо сосi'авить, допол­
нительные ypaBH~HHlI,' выделяющие :п'01' p-еЖRМ' иэ множества воз­
можных режимов данной ЯСМ. Такие )'f)8внеliИя мы будем назы .. 
вать специфичес'КИМИ уравнениями SlGM длЯ' рассматриваемого 
режима, или специфическцми УРCfв~ни~",н. Специфические ypaB~e, 
ния могут содержать, кроме переменных, входящих в базовые 
уравнения, еще некоторое количество У дополнительных перемен­
ных YI, ... , УТО Оче\3идно, 1{ТО дл~ разрешимостu эа,.аачи расчета 
установившегоо.r,реЖlма необходимо, чтобы кi1личество специ­
фических ураВН$иА было равным 4+У. Представим снетему 4+У 
скалярных спеn.iфических уравнений ОДИИМ векторным уравне­
нием 

Х [iy , 'l'y, Иу, О)г, У) == о (3.153) 

и восцользуемся для решения неЛlfflейноА САУ (3'.153), (3.145)­
(3.150) итераЦИОНИJ)Af .. етодом Ньютона. При этом на k-й ите­
рации необходимо решить линейную САУ 
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где 

х'у Ai.; + "I:"У Аtjlу+ хllуАиу + Х8>г Ашг +хУ Ay=QYl; 
J1uy = 12у фу AWr + OIг 12у Афу + г у АЁу ; 

Афу == ер'уАёу + ерв .. АВ .. ; 
J У 

I'y. Му + IB, АВ, + lyFt АР + JI:z .. AFz'< = Qуз; 
у1 у1 уl 

1;2 АФ + /~'< АВ, + 1;2AF -= QY4; 

АР = Rф J1ф; AFz~ от= Pz't A8't. 

(3.154) 

(3.155) 

(3.156) 

(3.157) 

(3,158) 

у' - ах . ~Фу = б1 " -уltу = дх " у"'г = д1 " уУ = дх (3.159) 
,.. у - дёу 'л дфу л диу '" дШГ л ду 

- матрицы, размерности которЩс равны соответственно (У+4) Х 
Х3, (У+4) Х2, (У+4) Х 1, (У+4) хУ, вычисляемые согласно кон­
кретному содержанию спедифиче<;~их уравнений; 

ер'у ; д,~ = ItlJ:l О 011; 
у дёу 10 Lr.l О 

В .. д,у w I1 С05 '111 ••• СО5 т/N 11' ер -=Ро Сф- , 

у д8.. а ~In '111 ••• sln '1/N .' 
(3.160Y 

5111 "'11 

COS Т/Н 51n Т/N 

а матрицы /'!,'<~/~l' IF~'~Y2,/~~ /',1"2 сов~адают соответственно с 
, уl '" у1 3. 

матридаМIf/Вt,ff, Л~'<, /:, fE';f1 r;, приведенными в (2.110); RФ; 
1 2 j 

Р,,; - дизгональны;е матриды, в~числяемые по (2.112), (2.113); 
QY1' Q.,I1. QY' - невязкн, вычис:.цяеиые как левые чаети уравнениi 
(3.153), (3.147) i ,(3.148) соответственно. 

Ур~внения (3с.156), (3.15~) после несложных преобразованнй с 
учетом. (3.158) ПQНВОДЯТСЯ к виду 
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J1ф ас ~Фу Аёу + Qфу; .18 .. = 6 By Aiy + QSy; 
Афу-LyAiу+QIj)У, 

{ 1 
дФа 
jjid ) 8'ф ~ - А-l JS.'< k, l'у = 

у фу у2 11 дФI 

l' дld 
д81 

дФа ~Фа! 
diq 1 vi/ I 
дФI дф" 
дiq дJfl 

дВ! дВ! 

(3.161) 
(3.162) 

(3.163) 

Ly = ер'у + ерв .. вв, = ~ Ldd L
dq Ld/II 

У, у 11 Lqd Lqq Lql 
(3.164) 

- соответственно, внутреиние IS внеШние ММП машины в уста­
новившихся режимах работы; 

Qфу = А;;: (Qy, + /:; л, Qуз); QВy - л, (f~ Rф Qфу - Qуэ). 

Q<!Iy ==~ .. QBY· (3.165} 
у • 

- приведенные невязки; 

Афу = 1:2 + (~2 + /:2'< }.'t 1;') Rф (3.166) 

- квадратная матрнца размерности 2. , 
Уравнение (3.154) принимает с учетом (3.155), (3.156). (3.162) 
вид 

(3.167) 

где 

61! = х.'У + 1.+,/ Ly + 1.Il , (~r &>'y,L., + r 'У); 61 .. = 1"у 12у 'fy + 1"'Г; (3.168) 
Q~ == Qyt (10/У + 18 ywr 12у)Qфу. (3.169) 

Алгоритм решения нелинейноА САУ (3.153), (3.145)-(3.150) 
требует выполнения на k·JII итерационном цикле следующих опе-
раций: \. 

по найденным на (k-l)-A итерадии значениям зависимых пе­
ременных (при k= 1 - по задаваемому их нулевому приближе­
нию) вычисляются матрицы Rф, рж"" P't, Лl по формулам (2.112)­
(2.115); с учетом ПОСТОЯННI:lХ матрид q.ly, ерВ., /'у1 • /В1" /;1' /Fz1, ~ 

У У У У У 

fB't, I F
2 вычисляются матрида Афу и ммп ефу, еву, Ly - по фор-

у2 У 

мулам (3.166), (3.163), (3.164) ~ матриды Х'у, X<!ly, Х"у, Х"'г, '1.У -
по формулам (3.159); невязкн QY1' Qуз, QYi - как левые части 
уравнений (3.153) • (3.14 7). (3.148); приведенные невязки Qфу, 
QBy, Qlj)y, Qx' - по формулам (3.165), (3.169) и матриды БХI' Бхro -
ПО формул~м (3.168); 

уравнение (1.1()7) решается численным сПОсобом относительно 
поправок Ыу, L\юг, L\y;" ~ 

по формулам (3.161) вычисляются поправки &Ф, АВ",; 
по формулам вида "'.77) ВJ>lчисляется k-e приближение пере­

менных iy , ЮГ, У, Ф, В"'; 
по формулам ,(3.150). (3.149), (3.146), (3.145) вычисляется k-e 

приближение переменных p~, Р, 1j)y, и,. 
Как следует из вышеизложенного, особенности расчета конкрет­

ных установившихся режимо. SlСМ сводятся к составлению и об­
работке соотвеТСТВУЮЩIlХ этнм режамам специфических уравне­
ний. 



Отметим, что при составлении специфических уравнений нахо­
дят' применение соотношения 

ud=-Usin'6-; uq=-U cos'6-; 

и2 = и~ + ~~. i 2 ;;:; ~ + i;; 
Р = ~(Udid + uqiq); Q = ~(Uqid - udiq), 

2 2 

rде U - амплитуда напряжеНI{Я фазы; i - амплитуда тока фазы; 
-6=3n/2-ТJu - угол выбега ротора; Р, Q - соответственно ак­
'Тивная и реактивная мощности ЯСМ. 

Проиллюстрируем составление специфических частей алгорит­
мов расчета конкретных режимов на примерах. 

ПРI{мер 1. Установившийся режим задан значениями активного 
-сопротивления r е И индуктивнotти Le lIагруэки, скоростью вр-аще­
.ния Ф1'8 и TOI(OМ возбуждения {, •. 

Специфическими уравнениями здесь являются 

Ud + Ге id - Ро фг Le iq - О; Uq + re Ё" + Ро ООГ Le id = О; 
(J)г-(J)rз= О; if-if3 = О. 

в рассматриваемем примере У == 6, поэтому вектор. У отсутет· 
8уе1'. а матрицы (3.159) имеют вид 

-;-Ро UJr Le 

~~. 
1 О 

Г.., 1.",= О 1 
О О ' О О 

О I " О О 

- Pole'lq 

Ро L,id , 
):Фу=О. 

, 1 ):"'1'= 

О 

Пример 2. Режим задан значениями параl4етров Ге, L~ нагруз­
~и. иаfrpяж:ения из на нагрузке н зJ1eктромагНИтноrо момента Маз. 

СпеЦИфическими ура.внеНИ9{МП цe~ь являioтся 

ud+Геid-РоUJгlеiq=О; Uq +reiq+PO"rL,ld=U. 

• I 2 • • ~2· 
lttt + Uq - из = О; I\Jdlq -- I\Jq1d - -МIЗ = О. 

. ! (~P. (, 
В IЭТО1d примере вектор g также отсутС1!вует, а матрtщы (3.159) 
.имеют вид " 

" 

ЗОб 

1 О - PoL,iq 

хау=: О 1 
2Ud 2uq 

PoL,id ' 

О 
Х"'у-

О О О 

Пример 3. Режим задан значениями скорости 0>1'8, тока стато· 
ра iз и электромагнитного момента ММ при условии, что ток воз­
буждения регулируется в Функц:ии напряжения U и угла '6- выбега 
ротора по заданному закону if=if [и, '6-]. 

Специфические уравнения имеют вид 

Ud+U sin '6-=0; Uq+U cos '6-=0; 
i~ + i;'- i: = O~ ij - ij (и, &] == О; 

юГ - Югз 00: О; I\Jdiq-фqid- ~МIЗ= о. 
3Ро 

Здесь У= (и, '6-)., а матрицы (3.159) определяются выражениями 

~ ~ ~ ~ ~ I~ ~ 
2id 2iq О 

Х'у - О • О 1 

О О О' 

-фq Фd О 

):"'1:= 

хФу"';' 
О О О О 

О О 
):иу = 

О О 

О О 10 1) 
iq --14\ О"" 

sln & 

cos& 

О 

(ji,[u, &1IcJu 

О 

О 

ucos& 

- usln& 

О 

aij [и, &](д& 
О 

О 

I 
~ , 

'I~ 

Изложенная вЫше методика, очевидно, может быть применена 
также И ,i(ЛЯ расчета» установившихся режимов ЯСМ, содержащих 
на CTaтop~ Hectro'JIbKO симметричных обмоток различной полюс-
ноет". ,1 

, i 

'Э.s. Общие cМICТt18 nреобреS08ени. Перка 
" MOMn •• ' SlCМ • IIIOOpДJfH8ТeX d, q, О 

Применение преобразований Царка полезно не только с точки 
зрения УПрОLЦения алгоритмов расчета электромеханических про­

цессов и режимов ЯСМ в сокращеюtя за'fрат машинного времени, 
I 
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но и в теоретическом плане, так как эти преобразования преnтав­
ляют собой математический аппарат, способствующий более глу .. 
бокому пониманию физической сущности электромагнитных свя­
зей в машине. Ниже мы остановимся на общих свойствах преоб­
разования Парка и вытекающих из них следствиях, имеющих наи­
более существенное значение в указанном выше смысле. 

Вначале определим геометрическое содержание преобразований 
Парка на примере двухполюсной ЯСМ с одной трехфазной 06MOT~ 
кой на статоре. 

Рис. 3.1. Геометрическая интерпретация преобраэо· . 
ваниА Парка. 

Уеловимся под геометрической осью фазЬ( понимать направ­
ление в lIIJIОСКОСТИ поперечного сечения машииы, проведенное от 

оси вращения в точку расточки cTflTopa, в которой функция рас­
пределения проводников этой фазы достигает положительного мак. 
Симума. Для трехфазной двухполюсной ясм. взз"мное располо~ 
жение геометрических осей фаз А, '8, С показано на рис. 3.1 .. 

Зафиксируем на индукторе декартову прямоугольную систему 
КОQрдинат d, q таким образом, чтобы ось d была совмещена с 
геометрической осью полюса, для которого при по~ожнтельном 
токе и оБМQтке возбуж.s.ення магиитный Н6Т0К, создаваемый током 
возбуждения, . .иаправneн ot ПОlJJQса к яКОрю (рис. 3.1). 

Пусть токи фаз удовлетворяют условию 

(3.170) 

что C~OTBe!CTByeT отсутствию нулевого проводника при соедиие"! 
нии фаз в звезду. Из (3.170) с учетом (3.10) находим, что io=O. 
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. Введем понятие изображающего вектора тока CT~Topa как ~eK" 
тора i, проекции которого на оси фаз численно равны MГHoвeHHЫM~ 
значениям токов фаз, т. е. 

iA = i CQS (1; iB .. i cos «1, - ~); ic = i COS {(1, + -К)" (3.171) 

где Qi - угол lIаклона вектора i к оси фазы А,. 
, подставив выражения (3.171) в (3.1 О), с учетом очевидного 
на рис. 3.1 равенства 

(3.172) 

находим, что 

id=i cos 'Н; iq=i sin,." (3.173) 
т. е. токи продольного и поперечного контуров статора численно 

равны проекциям изображающего вектора тока статора на оси d 
и q соответственно. 

Таким образом, геометрическое содержание преобразований 
Ларка для токов обмотки якоря состоит в следующем: если рас­
сматривать токи фаз, удовлетворяющие условию (3.170), как про­
екции изображающего 8ектора i на неподвижные геометрические 
оси фаз, то токи продольного и поперечного контуров якоря сле­
дует рассматривать как проекции этого же вектора на вращаю-

щиеся вмеС1\е с ИНДУКТОl"ом геометрические оси d и q. . 
Если токи фаз не удовлетворяют условию (3.170), то следует 

ввести в рассмотрение токи 

iA'=iA-io; ib'=ib-io; ic'=ic-io, 

АЛЯ которых, как легко убедиться, может быть YCTaHOB~HO ук .. 
занное выше геометрическое содержание преобразований Пар ка. ~' 

Аналогичные результаты могут быть получены для потокосцей­
лен ий и напряжений обмотки якоря, для чего достаточно во всех 
приведенных выше рассуждениях заменить термин «ток» термином 

«потокосцепление» либо «напряжение» соответственно. Необходи­
мые для этого построения представлены на рис. 3.1. 

В разделе 3.2.1 токи id, iq условно были названы cooTBereTBeH­
но тОКом продольного контура якоря и током поперечного контура 

llкоря, и аналогиЧные термины были приняты для потокосцепле­
пий 'Фd, 'Фq 11: напряжений Ud, Uq • Выясним, В чем состоит услов­
ность этих терминов. 

С .этой I целью сопоставим ВЫрflжения рабочих потокосцепле­
иий фазы А (полагая для краткости ~=O) и продольного контура 
5J~OPjl. имеющие cootbet.c-rвенно вид , , 

. " _/2· "... 

фм = /10 Сф w r Bcos (71 + т) d7l; 
'а J , , (3.174) 

-"/2 
-/2 

\ n С 'w 5 ф&t =f':f) ф В cos 1/ d1/. 
а 

(3.175) , 

-,,}2 

lQg 



Выражeuие (3.174) получено на основе того, что фаза А пред­
ставляет собой физически существующий электриqескиЙ KOHTYP~ 
для которого функция распределения проводников относительно 
ItRОД8ИЖНОГО якоря имеет вид w cos a=w cos (,,+,,). Интерпрети­
руя в (3.175) произведение- w cos т) как функцию расцределения 
проводн~ов продольного контура якоря, можно было бы З8!<дioJ , Ф • ) 
чить, Что он изически осуществим как неподвижныи ОТНРСИТёЛЬНО 

индуктора электрический контур с гармоническим распределением 
проводников, для которого амплитуда функции распределения про-
водников равна w. I 

А теперь сопоставцм уравнения (3.4) и (3.15) (также полагая 
~=O). В (~4) из первого члена i,A(w/a)cos(,,+,,) вытекает, что 
маКСЮlащ.\lое значение полного тока, создаваемого фазой А и 
охватываемого контуром интегрирования ХХ', при ,,=0 р.авно 
iAw/a. В (3.l5) из члена id (3w/2a) cos " вытекает, что }баксималь­
ное значс'нне полиого тока, создаваемого продольным контуром 
якоря и 0хватываемого контуром интегрироваНl:lЯ ХХ', равно 
id, (3w/2a) , И, сл~довательно, амплитуда функции распреде.цения 
проводников продольного контура якоря должна быть равной 
3w/2ra, что противоречит результату, полученному выше на основе 
уравнения (3.175). Объяснение этого противоречия следует искать 
в безос~овательности попытки приписывать продольному контуру 
якоря физическое содержание. 

Таким образом, говорить о продольном и поперечном контурах 
якоря как о физически реализуемых электрических контурах, вра-

!
ющих~я вместе с индуктором и эквивалентирующих трехфаз­

н !о обмотку якоря, нельзя. Иными словами, преобразованию Пар­
к нельзя придать физическую интерпретаЦИlQ. 
)~)1зло:женные выше рассуждения объясняют условность понятий 

ПР9ДОЛЬНОГО и IIоперечного контуров якоря. 

Подученный результат важен не только в методологическом от­
ношении как конкретизирующий возможностн использования ОIIИ­
сания ЯСМ в координатах d, q для физического объяснения элект­
ромагнитных IIроцессов, но и в драктическом IIлане, поскольку он 

указывает иа невозможность создания физическо~ модели ЯСМ в 
системе координат, соответствующей IIреобразованиям Парка. 

Электрическая мощность трехфазной обмоткЦ якоря определя­
ется IIО формуле 

p-u,АiА+uвiв+uСiС. (3.176) 

Подставив в (3.176) вместо напряжений и токов фаз юt выражения 
чеf\ез преобразованные переменные, приходим к формуле 

3(' ') ') . р = - ud td + uq t q -"уио ео, 
2 

(3.177) 

которая по своей структуре отличается о," (3.176) наличием число­
вых коЗффициентов в произведениях напряжений и токов одно­
именных контуров. Таким образом, преобразование Парка не обес­
печивает инвариантности мощности. 
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Из маГПИТRO-nинейпоА теоРИи ,ЯСМ П:4treстно [9, 19, 109], чтО' 

Lj ,- ~L4'; L'tt щ::;;~Ll1J (j - 8 + 1,S + n, f) (3.178) 
2 1~' . " 

и, .следовательно, матрица Нltдуктивиостей в коордьнатьх d, lf 
несимметри~на. Соотнщuения (3.178) наблюдаются и для насы­
щенной ЯС·М. Чтобы убедиться в этом аналитическим путем, до­
статочно представить векторы iп, 'i' в виде 

iп = (iсrt;iрп).; I/Iп "'" (I/Iсп, I/Iрп)., (3.l79} 
где 

iсп ==(id,iq).; iрп = (is+1, '" ,is+n,il }.; 

I/Iсп = (~d' '!'q).; I/Iрп = (~st-t, •.. , I/Is+n. 1/1/).' (3.180) 

выПЬлнить соответствующее разделение иа блоки для матриц, ис­
пользуемых при вычислении ММП машины в координатах d, q, и. 
представить матрицу Lп в виде 

д~спlдiсп д~сп/дiрп 
L п = l 

dfрпfдiсп д~рпlдiрп 

I Lccn LсрП 

Lррп 

ILссп LсрП 
- 3 

:"i LсрП• LррП 

Перечисленные выше недостатки преобразования Парка -
физическая нереализуемость эквивалентирования трехфазной об­
мотки якоря системой взаимно перпендикулярных вращающихся 
вместе с индуктором электрических контуров, иеинвариантность 

мощностц и несимметрия матрицы Lп индуктивностей -- являются 
следствием того, что матрица Парка неортогональна (det Пт= 

=2/(313)+:1; П;;;I=#:Пт.). 
в заключение остановимся краТ1<О па математической трактов­

ке вопроса о' npaBOMephOCTK применения преобразований Парка 
дЛЯ ЯСМ с насыщающими.ся магнитопроводами и при переменной 
частоте вращения [109]. 

С формальной точки зрения преобразование Парка представ­
ляет собой бдин из видов замены переменных. Известно, что един­
ственное ycnoBtte, предъявляемое к замеНе исходной совокупности 
переменных новой их совокупностью, состОит в том, чтобы после­
решения задачи относительно новых переменных можно было пе­
рейти обратно к исходным переменпым (В противном случае при­
меняемое преобраэование не имело бы nрактнческоrо смысла). Это 
условие математически формулируется как требование, чтобы мат­
рица Якоби для применstемоtо преобраэовани~'6ыла нёвырожд~нной-
[37]. В данном случае матрица ЯI<ООI,f, как это видно из (3.75). 
совпадает с матрицей '11. Но последняя является невырождеННQЙ, 
ОЭ1'GМУ преобраЗ0ван~ Парка допуСТИМU J всеrда j (независнмо от 

харЗК'fера магнитных связей в машине, закона изменения частоты 
ее вращеJiИЯ и любых tiHblX фактрров) ц, ,еледователыю, вопрос о 
правомерцости преобраэоваиий Парка должен быть иЗЪят из рас­
смотрения. 
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3.6. Ортоrоиаnьное прео6раэование Париа 

Отмеченные в предыдущем подразделе педостатки описания 
обобщенной ЯСМ в координатах Парка устраняются, если в ка­
честве матрицы преобразования принять матрицу 

П .. = diаg(Пl_, .. . ,Пm .. , ... ,ПМ .. , 1, ... ,1), (3.81) 

где 

. (2 
Пm_ == J 3" 

cos (~m Т - ~m) 
- sln (:m т - ~m) 

1/V2 

cos (~mT - ~m - х) 
- sln (~m 1- ~m - х) 

1/V2 
cos (~m Т - ~m + х) 

- sln (~m i - ~m + х) 
1!V2 

Обратная ей матрица имеет вид 

(3.182) 

("2 cos (С m Т - ~m) 

П;~ = V 3" cos (Сm 1-~m-Y.) 
cos (~ml-~m+X) 

-sin (~m i - ~m) 1/V2 
- sin (~т 1- ~m+X) 1/V2 
--sin (~m T-~т+ х) 1;У2 

'Т. е. П;l=Пт_ *, и, следовательно, матрица Пт- ортогональна. 

Преобразование координат с помощью матрицы Пт- будем 
называть ортогональным преобразованием Пар ка, поскольку оно 
является обобщением ортогонального преобразования [109] на 
<случай ЯСМ с произвольным числом трехфазных обмоток, имею-
щих числа пар полюсов, отличные от числа пар полюсов индук­

тора. Переменные состояния, получаемые в результате ортогональ­
ного преобразования Парка, будем отмечать дополнительным ин­
дексом «,...", », а соответствующую математическую модель ЯСМ бу-
дем называть моделью в координатах d .. , q .. , О ... 

Модель обобщенной ЯСМ в координатах d_. q .. , О .. строится 
по аналогии с моделью в координатах d, q, О, поэтому мы не будем 
рассматривать ее детально, а лишь без доказательства приведем 
для нее ссновные соотношения, ограничиваясь машинной с одной 
трехфазной обмоткой на ,статоре, полагая ~= 1. Для такой машины 
контуры ротора нумеруются индексами 3, ... , 2+n, f. 

Неявная ММХ машины в координатах d_, q .. описывается си­
·стемоЙ скалярных уравнений 

(id .. COS 'l/J + iq_sin "fij) ~/3"!2wla + Wз ['l/jl i з!аз -t- '" -1-

+ W2+n [11j l Ё2+n/а2+11 + Wfif/af-Fa-Ff-Fzj- Р&] 8 ] = О (j = 1,N); 
. (3.183) 

Фа - Сф (81 + ... +8,..) = О; Ф/- Фа - Aaf(Wfif/af-Ff} = О; 
(3.184) 
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Fq = 'а [Фс.l; F, == Р, [Ф,l; 
FZ1 ... F'l [8.1; ••. ; FiN~ F~iIJNl; 
iП1 = Jt·S.l i,j.aa ,f- • •• + Ун., .lu.w/tIt+,,; 

фНrr = [""*1I. в i з + ... + Lo2+a. 2+11 12+11 + 

(3.185) 
(3.186) 

(3.187) 

(3.188) 

+ (V2+n.l ФПI + .,. + V2+.1I.~ФПR) 2p~ +Ро Сф i 81 "н" ["1/1; 
\ a~HII 42+11 J-l 

фf= Lаfзiз + ... + La/Hlli2+n+Ф,Р. W//a,; 
М" - Ро (Фd- iq_ -Ij!q .. ltt_), 

(3.189) 

(3.190) 

где L'1:1 - ицдук:гивн~ь рассеяния орыo:rки якоря ,8 ~оординатах 
d_, q_, опр.еделяемМI по .фОР'Ыуле (3.19). . '. 

Подсистемы (3.183)-(3.190) описыаюr~яя оСООтветствеино J3eK­
торными уравнения.Wf 

fm- {iл-,ВIt Р, .. Р} =0; (3.191) 

fпt ... 1Ф. &, Pl = Q; (3.192» 

.F.!'=Р(ФJ; .(3.193) 

F,.=F, .. IB .. }; ,(3.194) 

.iпп = Vоп.- iп .... ; (3.195) 

ФОП ;:;:: ФоП [4.I1,j; (3.196) 

IjIп- = 9n- [iл ..... Ф,8 ... Фоп]; ,(3.197) 

М. -Фп-.~ ... {3.198) 

где in ... :;;о;: ad-,:iQ-. ip ., .•. ~+,.. i,>.; 
1jIп ... - (~ ... IjIq-. t .. , .. , .• ~+a. ,,),; (3.199) 

8-З20~ , . l1ф ; ~ ~ 



I 
VЗ,I ••• V2+n, 1 

Vuл -. == : . 
Vзд •• ~ V2+II.R 

Я-иu внешняя ММХ отражает векторные функции 

фп- == фп- [iп -]; М, = М, [iп_], 

а явная внутренняя ММХ - векторную функцию 

тп = тп [iп-l 
rAe содержание вектора тп определя.ется по (З.44). 
ММП вычисляется ПО рекуррентным формулам 

где 
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о dф А-l fB 'fl . 'О'Фп- = --=- фп 'А, п, 
din_ - П2- ш-

dF 
еFП .... = -- == Rф 8фп_; 

diп_ 

евп - = ~B, = л, (jlП_ + /hl- Rф 8фп_); 
dlП/- ш-

а dFz, о 
uzп_ =~ = Рz,uвп_ 

п_ 

о diпп V 
'О'IП - = -- = пп-.; 

di п_ 

dфпп А о . 
8пп - = -- =- пп U Iп-, 

diп_ 

Jlп-= д/ПI- = 
Пl- дiп -

.. /З W V 2" а cos 711 

-- cos '1/N (З W 
2а 

W2+11 [711] 

W2+n [71N] W/ 
ан." а, 

(З.200) 

(З.201 ) 

(З.202) 

( 3Ф ' 13'Ш I 
2" а C~'1! .. : V 2a-SJП7lNI 

I 

VЗW 
"2 а sJп '1/1 VЗW 

--slп "IjN 
2а 

в д'l1- С W~ '''7,) W~ I'1lNJ (З.20З) ... = ---Ро ф 
п- дВ .. 

аз аз 

W2+n ['rJl] ~2+III'1/N] 
а2+11 а2+n 
О 11 О 

матрицы /~1-' /~~"-, /~1- '/~2-7 /~;_' I~. совпадают соответствен­
но с матрицами fВ.",/;z"./f,n,f~ .. ,f{, вычисляемыми по (2.110), 

а матрицы ~'п -, 'Фп • ~Фпп С06падаюr соответственно с М<iiтрица-
п- - п- I 

ми ~'п, ~Фп' ~Фпп, вычисляемыми по (З.58); 
п п 

(З.204} 

Здесь, в отличие от модели ЯСМ в координатах Парка, матри­
ца Lп_ симметрична. Чтобы убедиться в эtом аналктиче-ским пу­
тем, достаточно представить векторы iп-, 'Фп_ по аналогии С' 

(З 179), (З.180) и выполНить соотве'Fствующее разделение на блоки 
для матриц, используемых при вычислении ММП в координатах 
d_, q_. 

Электрическая мощность обмотки статора определяется в ко­
ординатах d_, q_. 0_ по формуле 

р - Ud_ id_ + Uq _ i q _ + ио- ёо_. (З.205} 

которая имеет идентичную структуру с формулой (З.176) дЛЯ мощ­
НОСТИ в фазных координатах и, следовательно, ортогональное пре­
образование Парка обеспечивает инвариантность мощности. 

Проведя анализ, аналогичный изложенному в разделе З.5, лег­
ко убедиться, что контуры якоря в координатах d_. q_ можно ин­
терпретировать как физически реализуемые вращающиеся вместе 
<. индуктором взаимно перпендикулярные контуры, амплитуды 

функций распределения проводников которых равны w-УЗ/2, так 
как здесь, в отличие от модели ЯСМ в координатах Парка, мно­
жители 13/2 входят как в выражения потокосцеплений контуров. 
якоря, так и в уравнение, составленное по закону полного тока для 

контура интегрирования ХХ'. Следовательно, отмеченная в разде­
ле 3.7 условность терминов «продольный контур якоря» И «попе­
речный контур якоря» здесь исчезает, и ортогональное преобразо-
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ванне Парка может быть принято в основу осуществления физи­
ческой модели. Я:СМ ~ взаимно RellDJ(.ВИЖНЫIIIИ контурами. 

Уравнение электричесК'Ого состояния ЯСМ в координатах d_. 
q_. 0_ имеет вид 

dФ'п- +n . О -- ""-Фп- + Гп- lп- - ип- - • 
dt 

(3.206) 

где 

Гп- = diag (г1 • Г1 , Грот); 

ип- = (ll4-. 14-. из •...• и2Н. ltf) = Пdq_ и; (3.207) 

(. /2j1 cos (T-~I) С05(Т - ~1 - х) 
Цtq- =diag \ V 3" -sin (т - ~1) -sin (т - ~1 - х) 

(:OS{T -- ~t + х) ~1 ' 'О, •.. ,о) . 
-'~1П{, -" + ") i 

УРЭDWеиие Э~1f'IеСКQrо СОС'Юя.ния нулевого контура ""меет 

вид 

L d~_. О 
0- -- + '1 10- - ио- = , 

. dt 
(3.208) 

где Lo_ = L~ +2L:t; ио- = (ил + ив + ис}/VЗ. 
СТРУХ1Ура аЛГОРИnWJJ рщ:че'l['& переходных электромеханиче­

скк,х ЩJоцессов ЯСМ в КООfjlДlШJiТах d_, q_. 0_ явным и неяв~WI 
методами чис.п:ениаго интerр-ированпя идентична изложенном в 

3.2.4, 3.2.5.. 

А. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

SlВНопоmoСНОА СИНХРОННОА МАШИНЫ 
Н. ОСНОВЕ ЭКВИВАnЕНТНОJil ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ЕЕ МАГНИТОПРОВОДА 

4.1. Постановка задач" и ПОНSlтие 
зквиваnеитио" характеристики 

маrиитоnpовода ЯСМ 

На начальных этапах проектирования электроэнергетиче~ких 
установок, содержащих ЯСМ, - при выборе схемных решений и 
сравнительной оценке их технико-экономической эффективности -
необходимо выполнение расчетов переходных процессов для ряда 
вариантов схем и множества совокупностей численных значений их 
параметров, причем требования к точности моделирования ЯСМ 
здесь, как правило, ниже требований на завершающих этапах про­
ектирования. Для этих целей предпочтительными оказываются мо­
дели, основанные на применении метода эквивалентной характери­
стики магнитопровода ЯСМ, поскольку они при незначительном 
снижении точности по сравнению с моделями насыщенной ЯСМ. 
изложенными в главах 2 и 3, требуют почти на порядок меньших 
затрат на вычисл~ние ММП машины. 

Рассмотрим CYIЦHOCTЬ понятия эквивалентной характеристики 
магнитопровода ЯСМ. 

Для моделирования ЯСМ в дополнение к ДОПУII1.ениям, сфор­
мулированным в разделах 2.3.1 и 3.1, принимается, что плотности 
проводников всех электрических контуров являются гармонически­

ми функциями угловой координаты, а поток рассеяния индуктора 
не влияет на падение магнитного напряжения в индукторе. Это 
позволяет свести количество независимых переменных, характе­

ризующих состояние магнитопровода ЯСМ, к двум - амплитудам 
Fd и Fq продольной и поперечной результирующих намагничиваю­
щих сил соответственно, определяемым через токи контуров и 

угол V поворота ротора по несложным формулам вида 

в ожидаемой области изменения абсолютных значений перемен­
ных Fd, Fq - на прямоугольнике O~IFdl:<::Fd тах, <r.::;;;;IFql ~Fq тах 
(например, при Fd max=4Fd lI1 Fq max=4Fqu, где FdFU Fqп - значения 
переменных F d, F q, в номинальном режиме работы машины) -
строится сетка с постоянными шагами hd, hq по осям I F d 1, I F q 1 
соответственно. в каждом узле этой сетки на основе модели, по-
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строенной аналогич8р' НЗJI07fеmюй в rлаве 3 и с учетом упомяну­
тых доцолнитеЛЬНbfХ допущений. рассчитывается распределение 
В=В [ТJ1 магкитноfr Иltдукции в зазоve вдоль полюсного деления, 
из HetO' в1iдеnя{()тся ~осицусная 11 синусрая СОставляющие оемов­
ной гармоники рабочего поля и выисляют-сяя продольный Фd+ и 
поперечный Фq+ рабочие потоки. Результатом этого расчета яв-
ляется СОВОКУПНОсТь скалярных функций -

Фd+-Фdt-I/Fd/,/Fq /]; Фq+=ФнI/Fd/,/Fq /], (4.2) 

представленных в табличном виде. 
Рабочие потоки, соотвеТСТ8ующие значениям намагничиваю­

щих сил FtL Fq , С учетом ах ,анаКО8 определяются до формулам 

Фd=Фd+5gnF4f; Фq=Фq+Sgn Fq• (4.3) 

Таблично заданные функции (4.2) совместно с зависимостями 
=(4.3), по определению, образуют эквивалентную характеристнку 
магнитопровода ЯСМ, пре.в.ставленную в табличном виде. 
- При расчетах электромеханических процессов в ЯСМ необхо­
димо располагать возможно~ью определения магнитного состоя­

аия в ММП машины при значениях намагничивающих сил FtL Fq, 

отличных от указанных в эквивалентной характери~тике магнито­
провода, представленной в табnичном виде. Для аналитического 
описания этоА характеристики используется двумерный сплайн 
класса СО, составляемый на основе математического аппарата ин­
вариантного приближения функций многочленами Тейлора [71, 
:]2, 83]. 

Потокосцепления контуров и электромагнитный момент опре­
деляются через токи контуров, угол поворота ротора и потоки Фd, 
Фq В соответствии с обмоточными данными контуров и с учетом 
ориентации их геометрическнх осей ПО,отношенню к продольной 
и поперечной осям индуктора по явным зависимостям 

8+а 

I/'j= L L.jkik + фаJ[Фd'ФIl,.1 U,k=l,s+n); 
1 .. 1 

(4.4) 

TaKI,fM обр.азом~ при СфОРМУJIироваННJ;>IХ выше дополнительных 
допущениях ммх обобше"ной Я:СМ предст~влена в явном виде 
как совокупность рекуррентных формул (4.1)-(4.4). На основе 
~ToA ммх 'П с использоВt8и~ем изложенцorо в разделе 1,6 общего 
метода нетрудно получйть рекуррентные выражения для вычисле­

ния ММП. В остальном структуры алгоритмов расчета процессов 
"1стаютсц аJI8..логичныftfи ИЗ./10жеJI~ЫМ в главах 2 и 3. 

(, . , 
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4.1. Расчет JКВИ.,П~",ИОI1 характеристики 
маrнитопровода. npeAcTaвnetlliol1 в таС5nично.м виде 

Чтобы не усложнить изложення второстепенными с точки зре-
1iия сущцости метода деталями, рассмотрим в качестве объекта 
исследования ЯСМ, имеющую на статоре s электрических конту: 
ров основной полюсностн, на роторе - продольный н поперечныи 
демпферные контуры И обмотку возбуждения. 

Для расчета эквивалентной характернстики магнитовровоД~ 
ЯСМ, представленной в табличном виде, воспользуемся системо" 
уравнений, отражающей неявную внутреннюю магнитную харак­
теристику машины, сформулированную в соответствии с допуще­
ниями, указанными в 2.3.1 и 4.1. Составим эти уравнения. 

Уравнение (2.52), составленное по закону полного тока для 
контура интегрирования ХХ', дЛЯ рассматриваемой ЯСМ имеет 
вид 

~ W" Q) • WD +. wQ i + ~ i" - СОЗ (11 + • - 1''' + ID - соз 11 IQ - З n 11 
11-1 ak aD aQ 

+ i, Wf cos 11 - Р .. - FzТJ -р& [11] В = О, (4.5) 
й, 

где индексы D, Q обозначают принадлежность к продольному и 
поперечному демпферным контурам соответственно; Р,. - падение 
магнитного напряжения в ярме статора, ярме ротора и полюсаХ. 

После простейших преОбразований из (4.5) имеем 
F d соз 71 + FIl sln ТJ - РЫ ~ FZТJ - ра [711 в = О, (4.6) 

где ~ W" (Q ) • WD + . W/ Fd = ~ ik-cos 1',,-'( +lD- t,-; 
,,=1 a ll йо й, 

S W WQ 
Fq = ~ i"......!s1П\~,,--I)+iQ-

"-1 а" aQ 

(4.7) 

_ амплитуды продольной и поперечной составляющих результи­
рующей намагничивающей силы ЯСМ. 

Применив уравнения вида (4.6) поочередно к каждому из N 
радиальных сечений аКТИВНОЙ зоны, приходим к системе N урав-
Рf>НИЙ '] • 

Fd СОЗ1lj + Fqsln "/jJ - F,.-FzJ - pajBj'LO. (4.8) 

где содержание символов Fz]. P6j, Bj совпадает с приведенными в 
разделах 2.3.2 и 3.2.1. 

Уравнениям (3.23) здесь соответствует одно уравнение 

Ф,.==Сф (В1+ ... +ВН) , (4.9) 

где Фи - магнитныii поток в ярме статора и в индукторе, а урав­
нениям (3.24) - одно уравнение 
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',,-'.FФ.J,. (4.10) 

011>a~' ~~1НУIO :J[a-р~J(~1J'С1'Щ IfЗмагYlй1JИgаFiИЯ ярма 
tтaтop:a .~a. 
Л~ ха~аJ(reРПС"mtи наМ31"liИЧ'й'БаН:ИЯ зубцовой зоны ста-

1I0РЗ' в' ее е~чеn:иях радиаm,ными ПJЮCкос'Гямн, как и в ММХ, рас­
~мотреИН()Й в гла.ве 3, представляют собой зависимости 

Fz1 =Fz1 [В1 ]; ... ; FzN=FzN [BNJ. (4.11) 

Потоки Фcr И Фq опредеJtЯ:ЮТСЯ соответственно через косинус­
кую Ви: и еинуеную 818 амплитуды первой гармоники магнитной 
индукции в активной зоне по формулам 

2 2 
фd=-IQ'tВIC ; Фq =-IQ't8Is• (4.12) 

1t 11: 

Но 

Н, следовательно, 

N 

Фd = С'" ~ В) COS ти; 
j-1 

11 

ФQ = Ср. ~ В} sin '11}, 
;-1 

(4.13) 

где CJ.t=4l(Jr/(nN). 
Система (4.8)-(4.11), (4.13) состоит из 2N+4 скалярных урав­

нений и при задаваемых значениях Fd, Fq содержит столько же 
скалярных неизвестных - Fz1 , ••• , FzN , В1 • ••• , BN , F .. , Фм, Фd, 
Фq . Образовав векторы-столбцы 

ФЭ = (Фd' Фq)*; Fэ = (Fd, рч)*' (4.14) 

представим эту систему с учетом обозначений (2.87) в виде 

fэ [Fэ , рм, F .z~, B~ 1 = О; (4.15) 

Фм=Ф .. (В,); рм=р .. IФ .. ); F zt = Fzt [В,); (4.16) 

Фэ=Фэ[В,]. (4.17) 

Для решения этой системы воспользуемся итерационным мето­
дом Ньютона. При этом линейная система алгебраических урав­
нений, необходимая для вычисления поправок зависимых перемен­
ных F .. , Ф'II, Fz-r;, В1: на k-й итерации, имеет вид 

f F .. I:1F +fFZ'I:1F +!Б<t::.В =Qэ' (4.18) 
э .. э z' э' • 
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fFz~ = Qfg. fB~ = iJfэ 
э iJFZT' Э 3Вт 

- матрицы, совпадающие соответственно с матрицами fFz" ,В, И 
1 1 

вычисляемые по формулам (2.11 О) ~ 

RII.= dF .. =R .. [Ф .. ) (4.19) 
dФ .. 

- дифференциальное магнитное сопротивление индуктора и ярма 
статора; Рх,; - диагональная матрица, вычисляемая по (2.113); 

-1 
ф8, :ос dФ .. - 'IC с 11' -- - I ф, ••• , ф , 

.. d8, 
(4.20) 

-1 
Qэ - невязка. 

Из (4.18) находим, что 

1:18, = (jF .. R .. фВ, - pz, - ро,)-1 Qэ. 
Э .. 

(4.21} 

Для расчета зависимостей (4.2) в табличном виде следует для 
каждого узла сетки в плоскости независимых переменных I F d 1,. 
IFgl решить систему (4.15), (4.16) и ВЫЧИCJiWГЬ потоки Ф4+=Фd; 
Фq+=Фq по формулам (4.13). При этом на К-М ИТej)"ацнониом ЦИК­
ле решения этой системы выполняются следующие операции: 

по найденным на (k-l)-й итерации значенияМ рм, ФМI Рх,;, 8,; 
(на первой итерации - по их значениям, полуqенным для бли­
жайшей соседней точки сетки) вычисляются матрица РХ1: по форму­
ле (2.113) иневязка Qэ как левая часть уравнения (4.15); . 

по формуле (4.21) вычисляется поправка ~Bт:; 
пО формуле вида (1.77) вычисляется k-e приближение вектора 

вт; 
ПО формулам (4.16), (4.17) вычисляется k-e приближение пе­

ременных Фм, Рм , РХ1:> Фэ. 

4.3. Рекуррентная эквиваnентная характеристика 
и эквиваnентные параметры маrнитопровода 

Введем для описания экиивалентной характеристики магнито­
провода нормированные независимые переменные 

_ FdsgnFd <FdsgnFd>. _ FqsgnFq <FqsgnFQ> 
х- ---- ,у- -----

3hd 3/1d 3h q 3h q 

( 4.22) 

где символ <а> обозначает целую часть числа а. 
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Разделим область о:::;;;;; I F d I ~p d тах, о.:::: I F q I ~p q n'lax на тре­
угольники, как показано на рис. 4.1, и занумеруем их тройными 
номерами, в которых первая и вторая части равны соответствен­

но <FdsgпFd/(3hd) >+1 и <Fq sgnFql(3h.J»+I, а третья рав­
на 1, если x+y~ 1, и 2, если х+у>'l. Внутри каждого треуголь-

"f 
F;ma х ~ '" '" '" '" '" '" '" ""'- f'.... ~ ""-· 1/ · · !О ~ 2 f 

~ '" с iб'-.. р 5J)J г'--.. 

1'" "" J ~8 б ~ 
""'- ['....1 2 ~ 7 х f'.... 

lЛg ~ '" А'" Д ~ 

" '" '" ... "'" '" ['.... " "'" () ~ Га. тах 

Рис. 4.1. Триаигуляция области задания аргумента эквивалентной 
характеристики магнитопровода. 

fIИI{З представим зависимости (4.2) в виде двумерных многочле-
110& Тейлора третьей степени 

Фd+ = Cdl + Cd2 Х + Са У + Cd4 х2/21 + Cd5 ху + Cd6 у2/21 + Cd7 хЗ/3! + 
+ Cd8 х2 у/2! +Cd9 ху2/2! + CdlO уЗ/3\ = Т [х, У} Cd; 

Фq+ = cq1 + cq2 Х + Сqз У + cq' xt /21 + cq5 ху + cq6 у2/2! + Cq1 х3/31 + 
+ cq8 х2 n/21 + cq9 xy2j21 + Cq10 y3t3! = Т[х, у} Cq • (4.23) 

тде 

т [х, у] = (1, х, у, x 2 j2!, ху. y2j2!, х3/31. х2у /2!. xy2j2!, уЗj3!) (4.24) 

-- вектор Тейлора третьей степени с двумя независимыми пере-
менными; 

Cd = (Cdl' ... , CdIO).; cq = (Cq1 , .•• , ь q10)* (4.25) 

-- векторы производных. 

НаНЕ:'Сем на каждый из треугольников 1 О узлов, как показано 
на рис. 4.1, и определим коэффициенты интерполянт (4.23) для 
lШЖДОГО из треугольников по узловым значениям потоков Фd+, 
'Фq+. Так, применив первое из выражений системы (4.23) пооче­
редно к каждому из узлов треугольника вида АВС (рис. 4.1) t 
щ~иходим К векторному уравнению 

т ШСd = Фd+m, (4.26) 
:где 

(4.27) 
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-- узловой вектор потоков Фd+ для шаблона, соответствующего 
треугольнику АВС; 

1 
1 hd ha/2 
1 hq 

1 2hd 2hJ 

Тш= 
11 hd hq hJJ/2 
1 2hq 

1 3hd 9hJJ/2 
1 2hd hq 2Ьа 

1 hd 2hq ЬМ2 

11 3hq 

h71 /6 

h~/2 h~j6 

4hJ/3 
hdhq h;/2 ha/6 hJJ hq /2 hd h;/2 п;/6 

2h; 
9hM2 

2hdhq h~/2 4Ьа/3 2h~hq hd п; 
2hll hq 2Ь; h~/6 Ьа hq 2hd п; 

9h~/2 

4hZ/3 

h~j6 

4Ь;/3 

9h~/2 

(4.28) 

- матриц~ Тейлора для этого же шаблона, т. е. матрица, j-я стро­
ка которои равна значению вектора Тейлора в j-M узле. 

Аналитическое решение уравнения (4.26) имеет вид 

(4.29) 
где 

Т;,/ = Ьш Вш• (4.30) 
причем 

Ьш = dlag (1. h4 • hq, ьа. hdhq. hq, b~, hahq, Ь4 4;, п;); 
Вш = 

1 
-11/6 3 -3/2 1/3 
-11/6 3 -3/2 1/3 

2 -5 4 -1 
- 2 -5/2 -5/2 1/2 3 1/2 -1/2 -1/2 

2 -5 4 -1 
) 

-1 3 -3 1 ~ 

-1 2 1 -1 -2 1 
-1. 1 2 -2 -1 1 
-1 3 -3 1. 

1 

Для треугольника вида всп имеем 

('l'~)-1 = Ьш B~. 
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rде 

B~= 
1 

11/6 -3 3/2 -1/3 
11/6 -3 3/2 -1/3 

2 --':5 4 -1 

- 2 -5/2 -5/2 1/2 3 1 /2 -1/2 -1/2 
2 -5 -1 

-1 (4.31 ) 

1 -3 3 

1 -2 -1 1 2 -1 
1 ·-1 -2 2 -1 

1 -3 3 -1 

Вектор Cq для рассматриваемого треугольника вычисляется по 
формуле вида 

(4.32) 

где 

(4.33) 

узловой вектор потоков Фq+ для шаблона, соответствующего 
этому треУГО.1ЬНИКУ. 

Векторы вида (4.25) вычисляются для каждого из треугольни­
ков области O~ I F d I ~F d тах; 0:0:::: I F q I ~F q тах на основе эквива­
лентной характеристики магнитопровода, представленной в таблич­
ном виде. 

На линиях стыков соседних треугольников, являющихся ка­
тетами, двумерные многочлены вида (4.23) вырождаются в од­
номерные, а на линиях стыков, являющихся гипотенузами, они 

сводятся к одномерным путем соответствующего преобразования 
координат. Но на каждой линии стыка интерполянта задана таб­
личными значениями функции в четырех узлах, поэтому эти одно­
мерные многочлены, рассчитываемые для соседних треугольников, 

совпадают. Следовательно, рассмотренный способ интерполяции 
зависимостей (4.2) обеспечивает их непрерывность во всей об­
ласти изменения аргумента эквивалентной характеристики маг­
нитопровода, т. е. интерполянты зависимостей (4.2) являются 
сплайнами класса СО. 

Образуя векторы-столбцы внутренних эквивалентных магнит­
ных координат 

(4.34) 

1~4 

и учитывая обозначения (4.14). пре..п.сrаВQ <:ОВ<ЖУl1Вости скаляр-. 
ных функций (4.22), (4.23), (4.З)ооотве'I'CТDенно векторными функ­
циями 

Х=Х(Fэ); 

ф:н =Ф:нIХ); 

фэ = ФЭ tФЭ+J· 

(4.35) 
(4.36) 
(4.37) 

Система скалирв:ых фунlЩ.И.Й (4.22). (4.23). (4_3~ или равно­
ценная ей система векторных функций ,(4.35)-(4.37) отражает 
неявную рекуррентную эквивалентную характеристику магнито­

провода ЯСМ. 
Явная эквивалентная характеристика магнитопровода представ-

ляет собой совокушюсть скалярных зависимостей 

ИЛ'И I'звноuены:ую -ей веКТОрElУЮ зависимость 

фэ = ФЭ [Fэ]. 

(4.38) 

(4.39) 

Назовем внешними эквивалентными параметрами магнитOO'IРО­
вода ЯСМ производную векторной функции (4.39), а внутренни­
ми - производные функций (4.35)-(4.37) по вектору Fэ. 

Внешние эквивалентные параметры маГНИТОПРОВQда изобра­
жаются матрицей его эквивалентных дифференциальных магнит­
ных проводимостей 

дФd дФd 

dфэ aFd aFq 
= IIAdd A

dq 
\\ •. (4.40) Аэ=-=' 

дFэ дФq дФq A qd A qq 

дРд дFq 

Внутренние эквивалентные параметры магнитопровода изобража­
ют.ся матрицами 

dX 
УХ =-= 

dFэ 

дФd+ дфd+j 
У _ dфЭ+ _ aFd aFq . (441) 
фэ.---- . . 

dFэОФq+ jФg+ 

I дFd aFq aFd aFq 

Выведем фориflIы для ооредe.nеиия ''fIIX параметров. 

П родифференц,иРQВав (4.36). (4.37) по B~TOPY Р •• имеем 
уфэ-г=ф~+ УХ; (4.42) 

(4.43') 
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где СОГJIltсцо (~.З4), (4.23), H.r4), (4.3) 

I 
дТ[х. У] Cd 

Ф: = dфэ+ = -.: O~--
+ dX дТ [ ... ,Уl С, 

jx 

оТ [х. у] Cd 

ду 

дТ [х. y]cq 

ду 

, фФзЗ+ - ~ ==dfeg(t.sg'fI Р.,:' 1·sgn Р,}. 
<&1»э+ ' 

С учетом (4.24) находнм, что 

aT(.1tyJ '( .11 уа) 
h = ?,1,о,.1'У'О'21'ХУ'2!'О ; 

оТ (х, у} ( ." уl) О :::::;: o.O.1.0 • .E.y,O'-,%,У.- • 
У 2 I 21 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что имеются соот­
IIОWЩIИя 

.8t (. "1].6 LT(x,y] ::::Т(Х y]D . • ==Т(. y]D' (4.47) iJ '.ж' ду • у' Ji ~ 

rде 

010 010 
010 010 

010 010 

Dx - 010 ; D,- 010 (4.48) 
010 010 

, 

010 О 1 

О О 

-..:. матрицы ,ltlfфференциров8'НИЯ BtKTopa Тейлора по перем~нныltl 
х н у соответственно. Следовательно. матрица Ф~+ ПРlIнимает вид 

(4.49) 

, , 
С~уче:гом (4.22) для матрнцы Ух имеем 

\ . . 
(4.50) 
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I Из (4.43), (4.42) с уче'rOМ (4.45~; (4.50) паходшг.'ЧТQt 

Аз - Ф;Э+ Ф~+ ух-

= IIT [х, у) DХСd/(Зhd) Tlx.y) Dy Cd·sgn Fd sgn Fq/(Зhq)l'f_ 
т [%,у] D;cq sgn Fq sgn Fd!(3hd ) Т [х,у] Dy Сq/(Зhq) 

(4.51) 

Таким образом, для вычислення потоков Фcl. Фq Н матрицы Лf) 
внеШних параме1'Роа магннтопровода при заданных значеииях на­
магничивающнх снл F /1. F q необходнмо: 

по формулам (4.22) рассчнтать значення нормированных неза­
висимых переменных х, у; 

в соответствии с числами, равными целым частям этих пере­

менных, и значением суммы х+у идеJlТИфНЦИРОВа.ть треугольннк,. 
внутри которого находится ТQчка с координатами F 11, F 11' И BbltIh­
сать для него векторы CII, Cq ; 

воспользоваться по~ледоваТeJIЬНО формуламн (4.24). (4.23) .. 
(4.3), (4.51). 

4.4. Sl8нa. .квивiUlен' .... 
маrнмтно-механическа. характеристика 

и маrиитно-механические napaMeTpw SlСМ 
в фаэнwх координатах 

Под ЯВНОЙ эквивалентной ММХ ЯСМ в фазных коордннатах 
будем поннмать совокупность реккурентных ФОРМУ"h позводяющих 
при заданных токах электрических контуров и угле поворота ро­

тора ра.ссчитать эквивалентные ВМК Fd. Fq• х, у, Фd+. Фq+. ФcJ,. 
Фq, ПО1'ОКоt'Цеплеиия KOIfTypoB н электромагинтный момент. 

Рабочне потокосцепления контуров статора и ротора опреде­
ляются соответственно по формулам 

,,2 

фаll =РОСФWk S В cos ("IJ + т - ~.) dТj (k = 1,8); 
а. 

-,,/2 

"/2 

фаD = Р(>-сф Фf) S iJ cos 1/ dТj; 
ао 

-"/2 

,,/2 

фаQ =-РО Сф WQ ) В sin тj dТj; 
aQ ""i 

-,,/2 
'''12 I 1, 

фlJ ""'"' '! fj I:;061ldТj. 
• \ \ РО Сф'W'/РS ' . а, 

-"12 

Представнв в (4.52) зависимость В=В [ТJ} в Вlfде' 1'ригоно'Меtрk­
Ч'еtкоrо ряда 
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8\~h ... * Вt,1>Ш '1j +.в.еСOfэ~+вз".Ш'зТj + ... l •. 53) 

й выпOJJJC'" ИНтerpироа111 ~ е )"\le:rOM (4.12) к выраже-
1НИJЩ 

фа. =СФi (ФJt~OS (~-1) + Ф~sta.(@.:- т» (k = Ci); 
Ij!r.D=СФDФd; 1j!6q+СфQ Фq; Ij!Ц-СФjФd' (4.54) 

.-де CttJ-~'fPJll4fZ~); (j - ~, s,. D .. Q, /) . 
·С rtеJiЩf (4.i1j ,.~f)оаеR.вe.шцI ~~ecжu .~HTYJI>WiI ЯCbJ 

()пределяются выражениями 

1'1-=LoI1 ' 1 +~ .. + Lоl,f,,+Сф1 (.4<OS{'1 -7~ +Фf&ill'(~l- т)); . 
t 

',,""'" Los1li1 +- --+lassi. + tфs'(Ф" см (,,, -,.) +- ФIl~ill {~s~ ,.,,~ 
фо = L aoo io + L oo! i/ + Сtб Ф~; .t4.~) 

~=L~i~+~Фр; 

Ф,= Lojoio + L.I! ё/ + СфjФd' 
:где Lajk (j, k= 1, s) - постоянньre индуктивности рассеяния кон­
туров статора; LaJk ~ -.-1) .. f~ ..... ~Qt:I!~flt .ндуктивности рас­
сеяния Пр~QJ)Q ~ера.шо Щ1iР.а .и ~iI'.к;u l'озбужде­
ния; LaQll - П6стоя.нtJая ;ин.дУКТЩWD~ТЬ 'расс~WlЯ почречного 
демпферного КОН1:'Ура. 

Из (2.45) следует, ''fТ0 

tJ 4(" 
da. J Y."Ja) d~ = V,.I!J + 1t] - V .. I~J=·- 2V ... [~1· 

• 
Но для р'аоом~aeot~й МФЯМ1I я:см V*&ad -_ ~Q&{.-.&~ .. п~~ 
TQJdY 

V" {0;1 = ~W" sln (о; - ~,,) =~ 'lRJ" sln ('7j - (~" -1». (4.56) 

'Формула (2.78) электром'Згнитноro момента прu.водится с учетом 
(4.56), (4.13) к виду 

s • 

M& ... pj-
4
'1t ~ ~:(.iIf.Jl11.(~. -:r) - Фq ooS(';j--t».. {1.57) 

"_1 а .... ' 
Явная эквивалентная ММХ .в фазных координатах состоит из 

'peKYj?peHTHblx <скалярных соотиоще,нu.й ,(ojI..7) , (4.22), (4.23), (4.3), 
(4.6ft). (4.57) или раmю~еиных им 1Ieктop1lЫX рекуррентных COOT~ 
.ношениЙ 

.F_ =;;F~H~t;rJ; Х === Х,[FвJ.; ФЭi- == Ф.э....JХ]; ~э = Ф.а [Ф~J; 
cjIэ=срэ[iЭ,1,ФЭ]; Мэ=~э[iЭ'ТtФЭ]' ~Щ 
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где iэ == (ё" .. '. i". i o• iQ'li/).; ф~ = (Фt.· . " ф.,_ фо. фQ. <1',) •. 
Вектор эквивалентных ВМК имеет вид 

mЭIiC:(fэ,Х.Фэ+,Фэ).. \! 

Определим ММЦ ЯСМ. соответствующие ммх (4.58). 
Внешние ММП образуют матрицу 

д<l'э дфэ 

. Рэ, == дiэ ?ТТ ==~ Lэ кэ It . 
дМэ дМэ 1/ кэ Оэ 
дiэ Ojr 

а внутренние - матрицу 

р ..... = '1 дт.э дmэ 11 
"1 ,l дlз дт, == ll8э , ,Гэ [~. 

где 
I , 

lдFэ/дiэ 

Вэ = дmэ = дХ/дiэ :;::: 
дiэ дФэ+/дiэ 

ilфэ/дiэ 

(4.59) 

(4.61) 

(4.62) 

Продифференцировав ММХ (4.58) по вектору токов, приходи м 
с учетом (4.41)-(4.43), (4.61). (4.63) к системе матр'ИЧНЩ урав-
нений J' , 

< 

8r8=F~э; 8х =Ух8,.э; 8Фэ+=Ф:+8~; 8фэ ==ф:э+8фэ+; 
,., (4.64) 

Lэ == ср'Э + срФэ 8.э; Кэ' = ~'э + tФэ 8е (4.65\.\ 
э Э Э э' , 

где 

(4.66)t 

- постоянная. lIаТР*U~~УК1ИDНОc'rеЯ ра~с~яния; 

dF !!cos(~~LT)"· ~coa(',-T) ~ ,О 
F'э _ --! = а! а" Й1) 
э ai • 
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I (~llal) COS (~1 -1) (w1/a 1) sin (~1 -1) 

Icp~_ !J~ = 'ltpo (wsias) cos (~a- ,) (ws/as) sin (~a -1) 
э дФЭ • 4 wD/aD О 

О wQ!aQ 
wj/aj О 

(4.67) 

е,э=деЭ=РА~lf wt (ФdsiП(~1-1)-ФqСОS(~1-1», '" 
э дiэ 4 а. 

"', ~a (Фd sin (~a - "() - Фq соэ (~. -1),0, о, 0\\; 

еФэ' д~э = P6~ 1\ t. i" W/r sfn ~~. - т),- ± i" W/r cos (~. - T)II. 
э дФэ 4::1 а.. 11-1 а. 

ИЗ (4.64) с учетом (4.51) имеем 

8фз = ФФэ+ ФЭХ+ УХ F'э = Аа Р'а. 
з э э 

(4.68) 
I 

Продифференцировав ММХ (4.58) по углу "Г, приходим С уче-
1О-м. (4.41)-(4.43), (4.61), (4.63), (2.34) к системе матричных урав­
нений 

те 

(' t 
;:-ю 

дFэ F'rr==-=po 
э д1г 

s . 
~ lkWIl sln (~II-T) 
11-1 а" 

s • 
,., lk W k (1:1 ) -, -- соэ ",,-у 
;:. а. 

Фtf sln (~. -1) -. Фlt СО8 (~I - ,) 

о 

о 

, 
(4.70) 

(4.71) 

Из (4.69) с учетом (4.51) имеем 

ГФЭ = ФФЭ+Ф.+УХГFэ=АэГFЭ• 
Э 

4.5. Модеnи ЯСМ в фазных коордИliатu, 
основанные на ИСnОnЬ308аНни .к.и •• ~~ноА 

характеристики маrнитоnровода 

(4.72) 

Для расчетов переходных электромеханических процессов ЯСМ 
в фазных координатах с применением явных методов численного 
интегрирования представим подлежащую С08местному решению 

САДУ состоящей из ДУ 

L diэ К +. о э - + э ш, 'э lэ - uз = ; 
dt 

dWГ=J-I(Мэ+М): dlr=_ 
dt в dt r 

(4.73) 

(4.74~ 

и формул (4.58). Здесь вектор питающих напряжений и матрица 
активных сопротивлений имеют соответственно вид 

uэ = (и!, •. " U S ' О. о, и,); гэ = diag (г1 ,·· '. '., 'D, 'Q, г,). 

Алгоритм численного решения этой САДУ предусматривает 
выполнение на шаге ннтегрирования следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляются вектор питающих на­
пряжений иэ н приложенный к валу момент мв; 

по известным из предыдущего шага иwегрироваиия значения .. 
переменных i~~ "r, Fэ. Х, ФЭ+. фэ по фОРJolулам (4.67), (4.71) по-
лучают матрицыF'э. тФЭ., ер'г, ртг • по формуле (4.51) - мат .. 

э тэ Э Э 

рицу Аэ эквивалентных параметров магнитопровода, по формулам 

(4.68), (4.72) - внутреnние ммп 8фэ, ГФЭ н по формулам 
(4.65), (4.70) - матрицы l.э} Ка внещннх ММП; . 

уравнение (4.73) решается численным способо.' относитеJlЬНО 
вектора diэ /dt; , 

по формулам (4.14) Jit.ычисляются ПРОИЗ80диые d(j)r/dt, dyr/dt; 
по фОРМУJlам вида (1.69) определяются приращения Aror , A"r 

на шаге h; 
по формулам вида (1.61) выttИСJlИЮТСst значения переменнык. 

ia, ror, ,,; ПРI:I t=h; 
по формулам (4.58) рассчитываются а.начения пере~еНIlЫХ Fэ, 

Х, Фэ+. Фа. 'Фэ. Мэ пр-и t='h.' . 
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Для расчетов процессов с применением неявных методов чис­
ленного интегрирования предстаВИ14 подлежащую решению САДУ, 
состоящей из ДУ 

dфэ+ '., О - гэlэ-uэ = . 
4' ' 

(4.75) 
, ' 

(4.76) 

и форму JJ (4.58). , 
Ал~браизоq6lJ3с (4.75), (4.76) ~ соответствии с (1.73), имеем 

~ • \ 1~', ГЭ с ' UЗ 
фэ + -ь . k.J Ь}Фэ} + -ь iэ - - = О; (4.77) 

., . 9 }-I О Ьо 

!'! • (\ 8 ) -1 QQwr+EbJwr} +,Мэ+Мв=О; (4.78) 
j-\ 

g 

ШГ = ЬоТг + ~ Ь} Trj. (4.79) 
j-\ 

для решения нелинейкой САУ (4.77)-(4.79) .. (4.58) итерационным 
методом Ньютона составим линейную САУ , 

Афэ + (Гэ/Ьо) I),iэ = Qэ\; 
-..Jbo 6.шг + АМэ = QЭ2: Ашг = ЬО Air: 

АFэ=FiЭAiэ+FТг6.iг; АХ= УхАFэ; 
э э 

АФэ+ == Ф§+ 6.Х: 6.Фэ = ф;э+ Афэ+; 

А~э - ,'э Aiэ + !рТг Air +срФэ ~фэ: 
э э э 

АМэ = еtэ Ai~ + ~Tг 6.ТгЭ + еФэ 6.Фэ, " э, з э· 

tде Qэ 1', QЭ2 l ..1..) неВЯЗi(И уравнений (4.77); (4.78) соответственно. 
После HeCJIOXJHbIX превбразованиЙ' эта' САУ приводится к снстеме 
~BYX BeKтopH~ уравнений: 

(Lз + rэ/Ьо) ~iэ + КЭ АТг = Qэt; 

. ,;JK; Аtз "t' (аз - Jb6) Атг - QЭ2. (4.80) 
, (, , , 

При ~ешении нелинейной САУ (4.77)-(4.79). (:i.58) 8ЬШOJlна­
Ю~', аа каЖдом.' М'ераI.UЮИНОИ U,IIкле CJlед.ующие операции: 
.' по ваАд.енным! JU. (k..,...l) .. Й итерацв. значениями переJ4енных 
lэ. '\Т. Fэ. Х, Ф3+. фэ (при k=1 - по результату ВЫПQJJненвя 
п,редыдщerоo шага интегрирования) ВЫЧИсляются по формулам 
(4.67), (4.71) матрицы !рФЭ, Ftэ, е'э. еФэ, mTr рт.,. eTr по фор-

э э э э Тз' э' э' 

муле (4.51) - матрица Аэ. по формулам (4.68). (4.72) - внутрен-
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ние ММП ~Фэ. ГФЭ и по формулам (4.65). (4.70) - внешние. 
ммп Lэ, Кэ, КЭ. Gэ ; 
вычисляются невязки QЭI. QЭ2 как левые части уравнений (4.77). 

(4.78) соответственно; 
система (4.80) решается численно относительно поправок дiэ, 

дуг; 
по ф~рмулам вида (1.77) вычисляется k-e приближение пере-

менных Lэ, '\'г; , 
по (4.79). (4.58) рассчитывается k-e приближение переменных 

юг. Fэ, Х, фэ+. Фэ, Фэ, Мэ. 

4.6. Явная зквиваnентн" 
маrнитно-механическая характеристика 

и маrнитно-механическне параметры ЯСМ 
в координатах d, q 

Объектом исследования является ясм, имеющая иа статоре 
одну симметричную трехфазную обмотку и на роторе - продоль­
ный и поперечный демпферные контуры и обмотку возбуждения. 
Распределения проводников по угловой координате принимаются 
для всех ~.леКТРИЧе(:КИХ KQHTYPOB гар.моничесКИМИ1 а магнитные 

проводимо~ти . по путяМ пqrоков рассеяния пол,агаются постоян­
ными. 

Под явной эквивалентной ММХ такой ЯСМ в координат~х d, 
q будем понимать .совокупность рекуррентных формул, позволяю­
щих при зад.анных токах ее контуров в коорд.ина'ООх d, q рассчи­
тать эквивалентные вмк. Fd. Fq• Х. у, ФcI+. Фq+. Фd. Фlp потоко­
сцепления контуров в координатах d, q и электромагни'l'НЫЙ 140" 
мент. . • 

Уравнение (4.5) в рассматриваемом случае принимает вид 

(w/a) (iA COS (lI+t-~)+iв cos (1j+T-~-1t)+iс со! (11+1- ~ + х») + 
+ «wD/aD)id + (w//a/) i/) cos 11 + (wQ/aQ) iQsin 11 - Р,,­

FzTj-рз (11] В -= О, 
где w, а, р - постояниые, характеризующие обмотку статора . 

В результате замены токов фаз то*ами id, lq, 10 в сoorветствии 
С (3.1 1) это уравнение приводи'l'CJl К виду (4.6). r~ 

F d = id Зw/(2а) + iD 'lIJD/aD + i/w/!a/; 

,Ё<tt=04q 3'fIJ1(2a)+ iQ'WQ/aQ. (4.81) 

Потокосцеплени~трических контуров ЯС~ в координатах 
d, q определяются ениями 

td о::::: Lr. id + 1tfO W Фd: 1'q = Lи iQ + 1tPO w Фq; 
4а 4а 
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.1.' L . + L . + 1tpo WD Ф 'f'D = aDD t.D aD/'/ ' d; 
4aD 

.1. L . + L . + 1tPoU'f Ф "1'/ = a/D lD а/! '! d' 
411! 

[Де L~ - индуктивность рассеяния обмотки статора в координа­
тах d, q. 

Электром~гнитный момент вычисляется по формуле 

Мэ = ~ ро (~d iq - ~q id)· (4.83) 

Нетрудно убедиться непосредственной проверкой, что формула 
(4.83) приводится к виду , , 

М.= - % ~эп. Qэ iэп = % iэп. Qэ фэп, (4.84) 

где 

iэп = (id, iq , iD, iQ, i/)*. ~эп =(~d' ~q, IjJD, IjJQ, IjJj)*; 

Qэ=diаg(/I;о -;0 11' 0,0,0). 

Явная эквивалентная ММХ ЯСМ в координатах d, q состоит 
из рекуррентных формул (4.81), (4.22), (4.23), (4.3), (4.82), (4.83) 
или равноценных им векторных выражений 

Fэ=Fэ[iэп ); Х=Х[Fэ); Фэ+=Фэ+[Х); Фэ=Фэ[Фэ+]; 

~эп = ерэ [iэп , Фэ]; Мэ ~ еэп [iэп, ~эп ]. (4.85) 

Вектор эквив'алентных' вмк: здесь coВnaдa,eT с ~eKTopOM тэ, (4.60). 
Определим экв'ивалентные ММП, соответствующие ММХ (4.85). 
Внешнщ~ ММП образуют матрицу 

Рэпе = 11 dljJэп /d.iэп 11 = /jL, ~пll ' (4.86)' 
dМэ/dlЭп Кэп 

а внутренние - матрицу 

dFэ/diэп 6rЭr:I 

Р ,dmэ dХjdiэп ~,8~~ 
Эпl = -- == Ф = 8эп · (4.87) 

diэп d э+/diэп t1ФЭ+П 
dФэ/diэп 8фэп 

Продифференцировав ММХ (4.85) rЮвектору i эп, приходим 
К системе матричных уравнений 

врэп -=F'.fп, 8хп = ухеFэп;';~~~+~:=Ф~+ехп; 
(4.88) 
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Lэп = ср1эп + срФэ 6фэп; К~п -= ~эjЭп + ~эфэп Lэп ; 
эп Эп ' . п п 

где 

ер/эп = дерэ п = diag Lr. О о LaQQ О = Lаэп , 
( 

LaDD О LaD/) 

эп дiэп О Lr. L La/D О af/ 

F/ЭП = dFэ = I/ З W/(2а) О WD/aD О W/ola/II; 
Э diэ п О 3w/(2a) О wQ/aQ 

О 

о w/a I 
w/a 

ерФэ .=. дерэп = 1tpO WD/aD О 
эп дФэ 4 

О wQ/aQ 

w//af О 
, деэп 3 деэп 3. с'\ 

~/эп = -.- = - - ~эп. Qэ; Е<I'эп = -- = -lэп. ""Э· 
. эп д,эп 2 'эп д~эп 2 

Из (4.88), (4.89) с учетом (4.51) следует, что 
8фэп = ФФЭ+ фэх УХ flэп = АЭ Рэп; 

э + э э 

Lэп = Lаэп + ep:~ вфЭП; К~п = % (-~эп. Qэ + iэп. Qэ Lэп)· 

4.7. Модепи ЯСМ в ~оординатах d, q, 
основанные на ИСПОПЬЗ0вании 3KBHBaneHTHo~ 

характеристики маrнитопровода 

(4.89) 

(4.90) 

(4.91) 

дJIЯ моделировюНш электромеханических процессов 5IСМ в 
координатах d, q с применением явных методов численного интег­
рирования представимуравнение электрического состояния ЯСМ 
в виде 

diэп . О 
Lэп -- + юг Qэ Фэп + Гэп lэп - Uэп = , 
dt' . 

где 

гэп = diag (г, г, rD, rQ, rf) 

- матрица активных сопротивлений; 

Uэп = пdqэ Uэ = (Ud, U q, О, о, и/)*; 

. (2\\ COS(I-~) Cos(I-~-x) COS(I-~+x)11 
п = d18g - , 
dqЭ 3 -sln (1-:-~ )-sin (1-~-x)-:-sin (1- ~+x) 

(4.92) 

1,1,1 ) 

(4.93) 
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- соответственно вектор преобразованных напряжений и матри­
ца преобразования. 

Тогда подлежащая совместному решению САДУ состоит из ДУ 
(4.92), (4.74) и формул (4.85), (4.93). 

Алгоритм численного решения этой САДУ предусматривает 
выполнение на шаге интегрирования следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляются момент МВ и вектор 
иэ. 

по известlfЬ1м из предыдущего шага интегрирования значениям 

переменных Уг, Fэ, Х по формулам (4.93) вычисляются матрица 
ПdqЭ и вектор иэп, по формуле (4.51) - матрица эквивалентных 
параметров магнитопровода, по формуле (4.90) - внутренние 
ММП ефэп и по (4.91) - матрица Lэп внешних ММП; 

уравнение (4.92) решается численным способом относительно 
вектора diэп/dt; 

по формулам (4.74) вычисляются производные dюг/dt, dYr/dt; 
по формулам вида (1.69) рассчитываются приращения !J.i эп 

!J.Юг, !J.Yr на шаге h; 
по формулам вида (1.67) вычисляются значения переменных 

iэп, Юг, Уг при t=h; 
по формулам (4.85) определяю1'СЯ значения переменных Fэ , Х, 

фэ+, Фэ, 'Фэп, МЭ при t=h. 
для расчетов процессов с применением неявных методов чис­

ленного интегрирования представим подлежащую решению САДУ 
состоящей из ДУ электрического состояния в виде 

dфэп . 
-- + wг2э Фэп + гэп tэп - иэп = О, (4.94) 

dt 

ДУ (4.76) и фЬрмул (4.85), (4.93). 
Алгебраизовав ДУ (4.94) согласно (1.73), имеем 

Фэп+ь1 (f ЬiФЭПJ+w,2эфэп+гэпiзп-иэп)=0. (4.95) 
о }-1 

Алгебраизовав ДУ (4.76), приходим к уравнениям (4.78), (4.79). 
Для решения нелинейной САУ (4.95), (4.78), (4.79), (4.85). 

(4.93) итерационным методом Ньютона составим линейную САУ 

Афэп + (~Ш, 2э фэп + ш, 2э ~фэп + гэп .1iэп - ~Uэп)/Ьо = QэПl; 
J ЬО ~Ш, + .1Мэ = QЭ2; .1ш, = Ьо ~Tг; 

.1Fэ = F~пЫэп;-.~Х=УхАFэ;:~Фэ+==Ф~+·г~Х; .1ФЭ=Ф~э+ ~ФЭ+~ 
~Фэп == ср/эп ыэп + срФэ ~фэ; АМэ = Е/эп Ыэп+~ФЭпМэп' 

Э эп эп ЭП I , 

~иэ п = ~ПdqЭ иэ; АПdqэ = - 2э ПdqЭ ~T Г' 

После несложных преобразований она приводит,ся к виду 

(Е+ш, Qэ/Ьо) L эп + гэп/Ьо) .1iэп +2э(фэп - пdqэ иэ) ~Tг =Qфш; 
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(4.96) ~iэп. (Qэ Lэп - Lэп• 2э) .1iэп - Jbb .1Тг = QЭП2 

где Е - единичная матрица размерности 5. 
Алгоритм решения нелинейной САУ (4.95), (4.78), (4.79),. 

(4.85), (4.93) требует выполнения на k-M итерационном цикле 
следующих операций: 

для нулевого узла шаблона вычисляются момент МВ и вектор 
иэ . 

'по найденным на (k-l)-й итерации значениям зависимых пе-
ременных (при k= 1 - по результату выполнения предыдущего 
шага интегрирования) определяются матричные коэффициенты си-
стемы (4.96); 

система (4.96) решается численным способом относительно по-
правок дiэп, !J.Yr; 

по формулам вида (1.77) вычисляе1'СЯ k-e приближение пере-
менных iэп, Уг; 

по формулам (4.79), (4.85), (4.93) вычисляется k-e прибли-
жение переменных юг, Fэ, Х, Фэ+, Фэ, 'Фэп ,Мэ, ПdqЭ, иЭ· 



5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЫ А ТОВ 
МА ТЕМА ТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

И ЭКСПЕРИМЕНТ АЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ 

Я8НОПОЛЮСНЫХ СИНХРОННЫХ МАШИН 

5.t. Постановка воnpоса 

Изложенные в главах 2 и 3 математические модели ЯСМ, в 
отличие от известных в литературе, рассматривающих насыщение 
магнитопровода как интегральный фактор, позволяют изучать вли­
яние насыщения на параметры, характеристики и процессы маШИн 

значитеЛblЮ более детализированио. Анализ показал, что насы­
щение активной зоны, представляющей собой распределенное вдоль 
расточки статора нелинейное магнитное сопротивление, и полю­
сов, ярма ротора и ярма статора, рассматриваемых как сосредо­

точенные нелинейные магнитные сопротивления, оказывают раз­
личное (часто - противоположное) влияние на параметры маши­
ны и, следовательно, на ее поведение в установившихся режимах 

и переходных процессах. Кроме того, неравномерное насыщение 
в активной зоне обусловливает качественно новые эффекты, ко­
торые с помощью известных в литературе моделей принципиаль­
но не могут быть обнаружены, а именно, взаимоиндукцию между 
В~R.имно ортогональными контурами и между обмотками различ­
ной полюсности. В этой главе основное внимание будет уделено 
рассмотрению наиболее важных для теории ЯСМ и практических 
ее приложений общих закономерностей, для выявления и изучения 
которых существенно необходима степень детализации магнито­
провода, принятая в основу построения предложенных моделей. 

5.1. Вян.нне насыщенн. зяемеитов 
маrинтопровода ЯСМ 

на ее marHNtho-мехаНNческне параметры 

Матрица ММП иасыщенной ЯСМ в фазных координатах со­
-стоит из (s+n+2) 2 элементов, каждый из которых зависит в об­
щем случае от каждого из s+n+ 1 токов контуров и угла поворо­
та ротора. Очевидно, что полный анализ столь большого числа 
многомерных зависимостей практически неосуществим, и вопрос 
может практически ставиться о количественном изучении и физи-
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ческом осмыслении только применительно к наиболее общим осо­
бенностям, характеризующим влияние насыщения на параметры 
машин. С методологической точки зрения здесь, как и в теории 
ненасыщенной ЯСМ, оказывается целесообразныtd сосредоточить 
главное внимание на изучении свойств параметров в координатах 
d, q, О, что обусловлено геометрической (а В случае применения 
ортогональных преобразований Пар ка - и физической) нагляд­
ностью магнитных связей в этих координатах. 

для качественного анализ; влияния насыщения активной зоны 
на параметры ЯСМ целесообразно решать вначале упрощенную 
задачу, отличающуюся от рассмотренной в главах 2 и 3 дополни­
тельными допущениями, состоящими в следующем: длина воздуш­

ного зазора одинакова на протяжении всей полюсиой дуги, рабочее 
поле вне полюсной дуги отсутствует и магнитная проницаемость 
ярма статора, ярма ротора и полюсов бесконечно велика. 

При этих допущениях падение магнитного напряжения в ярме 
статора и в индукторе отсутствует, а локальные характеристики 

намагничивания активной зоны во всех точках расточки статора 
определяются одной и той же зависимостью 

В=В[Р6х], (5.1) 

где Р6Х - падение магнитного напряжения в точке Х активной 
зоны; В - магнитная индукция в этой точке (рис. 2.1). Поэтому 
уравнение (3.15) здесь принимает вид 

. p~ [1}) = F 6z [1}] , (5.2) 

!'де p~ [rJ] - намагничивающая сила, охватываемая контуром ин­
тегрирования ХХ' (см. разделы 2.3.2 и 3.2), определяемая по фор­
муле 

(5.3) 

IJ которой w, а - постоянные трехфазной обмотки статора; Рр [rJ] -
суммарная намаrничивающая сила контуров pOToR8 как задан­

ная функция К<>iOрдинаты '1"\. Лок:альные дифференци~льные харак­
теристики намаГJlНЧИвания активной зоны при принятых допу­
щениях также определяются во всех точках расточки статора од­

ной и той же зависимостью 

(5-.4) 

" ... 
Уравнения (5.1)-{5.4) позволяют при ~aдaHHЫX токах конту­

ров определять кривую В=В ['1"\] распределения индукции в ак­
тивнОй зоне вдоль расточки статора и кривую 1<.-л. [Т)] распреде­
ления дифференциальной локальной удельной магнитной прово­
димости графическим способом, как показано на рис. 5.1. На этом 
рисунке кривые 1 и 2 отражают соответствefl'НО зависимости (5.1) 
и (5.4), кривые 3-6 - распределения вдоль расточк:и C1'aтGpa на-
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кагничивающих сил соответственно продольной реакции якоря, 
поперечной реакции якоря, контуров ротора (Pp[~]) и результи­
рующей (Р1: (ТJ]); а кривые 7 и 8 - искомые распределения В = 
=В [~] и л=л [ТJ]. Последовательность построения ОАцОЙ точки 
каждой из кривых 7 и б показана на рис. 5.1. штриховЫми ли­
ниями и стрелками. 

В ненасыщенной машине ввиду пропорциональности между ин­
'!!укцяей В и создающей рабочее \Iоле намагничивающей силой 
Fr. [ТJ] зависимости В=В [ТJ] и Fr.=Fr.[ТJ] подобны, а зависимость 

Рис. 5.1. Построение зависимостей 8=8 [11] и 
л-л [ТJ] (кривые 7, 8) по задаиным зависимо­
стям F6z==F6z ['1]. 8==8 [F6z ] , л=л[F6z) (кри­
вые 6, 1, 2). Кривые 3, 4, 5 изображают р.аспре­
Аеление намагничивающих сил COOTBeтcТJteнHO 

"родольного контура статора, поперечного хон­
typa статора и контуров ротора; КРИВ8Й 9 -
распределение ПР080./tимости л в ненаСlllЩеииой 

машиие. 

л=л [~] изображается отрезком горизонтальной прямой (прямая 
9 нв рис. 5.1). При иасыщении активной зоны зависимости В= 
=В [~] (кривая 7) и Рж==Рж r~] (кривая 6) по форме существен­
но отличаются (кривая В=В [~) при больших индукциях имеет 
уплощеннцй вид). ~ависимость л=л ['I~ в насыщенной машине 
имеет весьма сложную фор;му и, как аидно из рис. 5.1, в общем 
случае характеризуется существенной несвмметрией по отношению 
к оси полюса. 

Дадим току продольного контура статора Ma./Joe приращен~ 
IJ..id, сохранЩI токи остальных контуров~еизменньщи. Пусть ем.у 
COOTBeT~TByeT приращение результирующе"й намагничивающей силы 
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AFr.[~] =AFd[~] = Aid3w/(2a) ,coS1), изображенное на рис. 5.2 кри­
вой 2. (Для наглядности приращение Mr. [~] принято на рис. 5.2 
достаточно большим). Обусловленное им приращение индукции в 
активной зоне определяется по формуле АВ[~)==AFd[~]·Ц~). 
Оно изображеlIО на рис. 5.2 кривой 3. 

Косинусная и синусная составляющие основной гаРМОНИКR 
L\B1ccos ~, АВ18 sin ~ кривой 3 изображеиы на рис. 5.2 соответст­
венно кривыми 4 и 5. 

Рис. 5.2. Построение ПРИР8ЩеИИII 
поля в активной зоие, соответст­
вующее приращенню тоха про­

дольного контура статора. Крн­
вые 1-5 соответствуют величи­
иам M11J, АР. sin 11. 68 ["r, 

l1/J Iс соа 11. М а. sin 11. 

Рис. 5.3. Построение првращеИИJl 
поля в активной зоне, СС)ОТаетст-
8ующее приращеиllЮ ~xa попе­
речного контура статора. Кривые 
1-5 соответствуют величииам 
Ч'lJ. M'l 'sin ТJ. &в [11), MleCOS 11. 

М!. sin 11. 

Приращени~) ,рабочего потокосцеп.цения продо.льнorо и попе­
речного KOHTYpQJJ статора опреJ1.еляются COOТBeТC'tlleHHo по фор .. 
мулам 

rде 

6ФJ:СС: 6B1c 21-c/tt; 6Фq"'" f1В1 /ll't/тr. 
- приращеиия продOJJ.Ьн~1'О' и noпереЧJlОГО ПОТОКО8. . .РСRовноА rap­
.fdОЩlки р~бочего поля, , 

Собственная диффеРЕЩциальнця рабочаи ин.цукт~вность про­
дольноrо K~Typa статора и взаимная д~фферендиаДЬRая индук­
тивность щшеречного IЩнтура статора ~ ПРОДО~ЬRЫМ контуром 
COOTBeTCT~HO 

L&d4 = дфu :::::: ~фu ;, 
aid Aid 
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АЮ~ЛОГJlЧНЫ~ рассуждения могут быть выполнены и для слу­
~aeB, когда малоr.(У йзмеЩ~flИЮ подвергается ток поперечного кон­

тура CTaTOpft (-см. рис. 5.3) либо ток любого из контуров индук­
тора. При этом отличия от рассмотренного выше случая будут 
состоять ЛИШЬ в форме кривой распределения намагнич~вающей 
силы, соответствующей Д~HHOMY контуру. 

Изложенные построения и формулы наглядно подтвержда,ют 
.существование индуктивной связи между взаимно ортогональны­
ми контурами в ЯСМ с насыщенной активной зоной. Физическое 
объяснение этой индуктивной связи (:остоит В следующем: при 
воздействии результирующей намагничивающей силы, распреде­
ление которой вдоль расточки статора несимметрично относитель­
но оси d (либо оси q), рабочее поле в активной зоне также ока­
зывается несимметричным; соответственно несимметричноА явля­
ется и кривая л.==л.[1')} распределения локальной дифферецциаль­
ной удельной магнитной проводимости активной зоны, поэтому 
любое малое приращение намагничивающей силы продольного (по­
перечного) контура статора вызывает приращение магнитного по­
ля в активной зоне, которое также несимметрично и, следователь­
но, его основная гармоника содержит одновременно обе (продоль­
ную и поперечную) составляющие. 

Отметим, что если выполнить ненасыщенную ЯСМ с перемен­
ным вдоль расточки статора воздушным зазором, исходя из усло­

вия, что его магнитная проводимость соответствует полученной на 
рис. 5.1 кривой л.=Л [1')], то в такой машине также будет наблю­
даться взаимоиндукция между взаимно ортогональными конту­

рами, осли ось первого из них совмещена с осью тела полюса, а 

ось второго проходит посредине между полюсными наконечниками. 

и эта взаимоиндукция будет обусловлена несимметрией кривой 
л=лt1')] . 

ПрослеJUfМ характер изменения рабочих индуктивностей L6dd. 
L6qq, L6qd, полагая, что в машине действуют только намагничи­
вающие силы продольной и поперечной реакции якоря, пользуясь 
построениями, аналогичными выполненным на РИ~. 5.1 и 5.2. С 
целью уменьшения размеров рисунков все кривые будем совмещать 
в одном квадранте. 

На рис. 5.4 изображены кривые Л=л.[1')], построеНl:iые в соот­
ветствии с дифференциальной характеристикой намагничивания 
Л=л.[F6z] (кривая 1), показаниой на рис. 5.1, для случая, когда 
на активную зону действуют только продольная намагничивающая 
сила реакции якор" различной величины. На рис. 5.4 видно, что 
при иебольшой намагиичивающей силе (кривая 2) активная зона 
насыщена только на малом ее участке в окрестности оси полюса 

(КРНlt!я 5); при увеличении намагничявающей силы вдвое (кривая 
8) активная зона оказывается насыщенной на значительно боль­
шем участке пОлюсной дуги (кривая б), а при неКQТОРОЙ доста­
точно большой намагничивающей силе (крнвая 4) активная зона 
насыщена по всей полюсной дуге (кривая 7). При состоянии актив­
ной зоны, соответствующем кривым 4, 7, проводимость Л [1')] мень-

{4~ 

ше ее ненасыщенного значения в несколько раз (в окрестности 
оси d - почти на порядок). Очевидно, что если выполнить нена­
сыщенную ЯСМ с переменным по длцне расточки статора воздуш­
ным зазором, исходя из условия, что зависимость м:аГН!lТНОЙ про­
водимости загора от координаты 1') совпадает с кривои 7, ТО нн­
дуктивность продольной реакции якоря такой ~ашины ( в приня­
тых нами обозначениях - это индуктивность LtнI.d) будет в нес­
колько раз меньше по сравне/iИЮ с ее значением для ненасыщен­
ной машины с постоянным по длине расточки минимальным: 

Рис. 5.4 ЗависимОсТи 1==1.. 1'1] 
(кривые 5. 6. 7), l1O\JТроениые по 
намагничивающим cuaM, F,I'11-
=Р" sш t} (кривые 2. В, 4} со­
гласно зависнмостн 1=A(F6z] 

(кривая 1). 

Рис. 55 Зависимости 1=11'11 
(кривые 5, 6, 7), построенные по 
JfaJ(аГ~JI'lивающим СllJlам F,{ttl = 
=Р" SIП '1 (I(ривые Z,.З. 4) соглас­
во зависимости 1..=1.. (Р6%1 (кри-

вая 1). 

зазором, соответствуюl1UfИ максимальному значенщо ПРОВОднмости: 
Л на кривОй 7. К, этому же резудьтату мы придем, выполнив по­
строения, ана'nОГIfЧIЦ>lе ttоказанlJ,blМ на рис. 5.3. доочередно при­
менительно к магнитным состоянням актирной зоны, СОО'tветствую­
ЩИМ кривым 5, 6, 7 из рис. 5.4. 
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Аналогичные соотношения получаются и для случаев, когда 

аа активную зону действует только поперечная намагничиваю­
щая сМла (рис. 5.5). 

При одновременном продольно-поперечном намагничивании ак­
'ТИБНОЙ зоны картина значительно сложнее. Ее удобно изучать, ме­
няя одну составляющую намагниЧИвающей силы при фИКСИРОQаи-
.ных значеНIfЯХ второй составляющей. . 

Пусть на активную зону действует намагничиваюЩАЯ сила 
Fz=FdCOS1)+Fqsin'l. Рассмотрим качественно деформирование 
Iфивыx В=В (1)) и ?.==А.(1)] при Fd=const, Fq=var, полагая, ЧТО 
при заданном значении Fd и Fq=O активная зона достаточио силь­
но насыена •. Поперечная намагничивающая сила при ~1)~п/2 
подмагничивает активную зону, а при -п/2~1)~О размагничива­
ет ее, поэтому по мере увели"ения F q активная зона при 1) > О все 
оболее си.iI~о насы,щается и проводимость Л уменьшается, тогда 
как при 1)'<0 инДукция уменьшается и проводимость Л растет 
(если ot(a еще не .l(остигла ненасыщенного значения). Для любых 
двух точеJC полюсной дуги, расположенных симметрично относи­
'Тельно ооН ;d, в соответствии с характером зависимости л= л [F 6z] 
увеличение ПРОВОДймости л при 1»0 превыает ее уменьшени~ 
при 1)<0. Таким образом, по мере увеличения намагничивающеи 
<Силы F q, наряду с возникновением и усугублением нессимметрии 
кривой л=л [1)] относительно продольной оси, среднее значение 
проводимости л увеличивается. Это. естественио, приводит соот­
ветственно к появлению и возрастанию взаимоиндукции между 

взаимно ортогональными контурами и увеличению индуктивно­

стей L6dd, L.qq• При достаточно больших значениях F q индукция 
lЮД размагничиваемым краем полюсной дуги становится отрица-
тельной n ..при дальнейшем увеличении F q активная зона здесь 
начинает насыщаться полем обратного направления (начиная от 
'Точки активной зоны, соответствующей краю подюсного наконеч­
ника, постепенно в направлении оси d), что приводит К уменьше­
нию проводимости Л на этом участке. Таким образом, в этом диа­
пэ~оне изменения Fq индуктивности LMd, L6qq уменьшаются. Если 
наМ::tгничивающая сила Fd настолько мала, что при Fq=O актив­
пая зона остается ненасыщенной, то при Fq=O индуктивности 
L6dd, L6qq максимальны и равны их ненасыщенным значениям, 
1IОЭТОМУ здесь при увеличении F q возможно только их снижение. 

Дflалогичная качественная картина набдюдается и в случае, 
Kor1lf'l намагничивающая сила FE изменяете" за 'счет ее продольрой 
-соr'l':-вляющей при неизменной поперечноА' составляющей. т. е. 
1IрИ Fq=const, Fd=var" хотя в количес1;венном отношении Р'на, 
очевидно, нескодько отличается. 

ИЗ теории обмоток машин переменноro Тока известно, чтО 
кривые распределения вдоль расточки с;;татора иамагничивающих 

.сил отдельных электрических контуров 1f8.CTO содержат очень силь­
но 'выражениыe пространствеиныe гаРМОJlИКИ. Так, для коитура 
демпферной обмотки, образованного соседними ее сteржнями, при 
<большом числе стержней на полlOC (и, следовате.uьно, при малом 
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шаге демпферной обмотки) кривая распределения намаГН8чиваюw 
щей силы близка к б-функции, приближение которой тригономе1'­
рнческим рядом содержит гармоийки с одииаковыми амплитудами. 

Однако практически 110 всех режимах и процессах ненасыенноАA 
ЯСМ содерж~ние высших гармоиик в результирующей намагни­
чивающей силе незначите.льно. В иасыще"ной машине ОТRоситель" 
ные значения амплитуд высших гармоник результирующей иамаг­

ничивающей силы часто больше, чем при отсутствии насыщения 
{например, в режимах динамического торможения ЯI!IНОПОЛЮСНОro 
синхронного генератора, при резком форсировании тока возбуж­
дения и малых частотах вращения), но это отличие, как правило, 
не превышает двукратпого. Это позволяет утверждать, что сфор­
МУ.'IИрованные выеe закономерности, характеризуЮщие влияние 

насыщения актИВ80Й ЗО6Ы ЯСМ на ее индуктивности L"M, L6Qq, 

1'6qd, остаются качественно справедливыми и при учете высших 
гармоник результирующей намагничивающей СИЛЫ. 

Для ПО.1учения наFЛЯДНОЙ картииы, иллюстрирующей' сущность 
собственных и взаимных индуктивностей двух электрических кон­
туров, функции распределения проводников которых определяются 
<:ooTBeTCTQeHHO как W, ['11] и Wk ['11], следует выполиить построеRИЯ, 
аналогичные представленным на рис. 5.1, 5.2, т. е. построения, 
которые применительно к рассматриваемой задаче сводятся к сле­
дующему: , ! 

- для rtринятой кривой FE =F1:, [тr} распределения реЗУЛf/ТИРУI(1") 
щей намаГНИЧИ'Вающей силы вдоль расточки статора в соот~е.тстви~ 
с кривой л= л. [F 6Z] необходимо построить зависцмость л.=л.[п];) 

дать току j-ro контура приращение L1ij и построить COOТBeTCT~ 
вующую ему кривую приращения намагничивающей силы L1ij W, [Тl]; 

рассчитать и построить кривую приращения иидукции в актив­

ной зоне по формуле L1B ['11] =л. ['f\I·~ij W:l,[1)1 ; 
в соответствии с функциями Wj [1)1, Wk [1)1 рассчитать прнра­

щения ра60ЧИХ потокосцеплеииА j-ro и k-ro коиtуров по форму­
лам 

"/2 "/2 

Аl/lц=РОСФ 5 WiiТj)·~B ['r/)d71: 
а} 

Al/lart = РО сер r W.IТjJ АВ [1J] d"tJ .. 
а" J 

-,,/2 -112 , 

заменив в иих интегрз.Jl\lJl конечныыи суммами; 

вычислить рабоqие индуктивиости ~1, L{Jj/t. по формулам 

~.!...; АФц al/l~~ Al/la. ,:,,, 
Lз/}tI=~~-'-; i31tJ=-~~' aij АЁ} дЁ} АЁ, 

Перейдем к выясие~йtp влияния на ИЦ.!,(уктивностн ясм. насы­
щеиия полюсов, ярма cTa1dpa и ярма РО1'ОР'а. 

В моделях, рассмотреиных в главах 2 и 3 (рис. 2.1), эти эле­
менты магиитопровода представлены сосредоточеиными иелиией­
иыми магиитными сопротивлениями, и, следовательно, здесь ана­

лиз значительно проще по сравиению с приведенным выше ана-
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.;о.иэом для активной зоны. ДеЙствителыlO. насыщение пОлюсов и 
ирм приводит К стабилизации магнитцого потока машины по про· 
jtОЛЬНОЙ оси, т. е. в Я:СМ с на<::t:iщеНQЫМИ ПОJl~МИ и ярмами при· 
ращенне ПОСТОЯНцОЙ составляющей кривой F'1:=F-z, (ТJ] приводит к 
менЬЩеf,iУ nрираwеtulю продольного магнитного потока. чем в ма· 

Ц1иие, в хоторой эти эле.иецты маrнитопровода ценасыщены. Поэ­
тому в ЯСМ с насыщенныии ПOJIlOCами и ярмами ицдуктиаиости 
L6dd, L64t• L6ff меньше, 1{ э'Ют эффект тем снльцее, чем 6о.льше 
.ч.иффереццнальнwе магнитные сопротивлецив R.f и Ra.. Насыще-

",.".,4 

(~ 
tfJI1 

4" 
11 IJQ 

~ .. 

..... "1 ""....., • .r .. ".~~ 
~" / f 

-
~ к r<! 
К ~ ..... ~ 
./ ...... 

(о DJ ~ ,1, -4 

• SlI 

.,. ":J_ ......... 
~ ~ :::::... 
~ 

" А7 /J 2f) 2S ~/.A " SII ., t# I(J(J N6 "." 

PJC. 5.6. Рас.чtтJl~е 34~ИI;IIUОСТИ .. ./{"rr Рис. 5.7. Расчетные зав.нсиuости .аиф· 
(кривая 1) и дифференциаJlЬНЫJr, индyl(- ференциlIЛЬНЫ]( индуктивнЬRt co~po-
"nI'IIЩ СОПРОТИВ,1Iеиi§k Zбd4, z{JQq, z()tlt 'tRtI.ленвй Zбd4, X"4I9' Xaq, Х ~I' Х q! от 
(криаые 2, а. 4) от 1'()ха возбуж",ениsr ТOJ(a iq при i .. = 10 А (кривые 1-5) 
»я M.qмiol ДГС·9ol4 в реЖIlМ. хо- • ври '1-20 А (крмвые 6-10) ДЛS 

oIOCIfC)ГQ ~дa. маШИ1lЫ дrС.914. 
j I 

ние полюсов и ярм оБУСJJОВJIиаает 'fltКЖе HeK()TOPQ~ (ио выражец· 
ире а Jlецьшей степени) )I';еныuение абсолlPТЦОГО значения индук­
ТlJВцQCТИ Цq. что нenQсредс~е,fШQ следует из рис. 5.2. Действи­
телыю, в машине с ненасыщенньtми полюсами и ярма ми прираще­

ние ~iq тока поперечного контура статора вызывает в активной 
зоне приращение ИНДУКЩIИ, причем косинусная н синусная состав­

JlSJюще осиoвtiоА гармоники этого приращения IfЗфбражаются соот­
ветственно кривыми 4 н 5, которым соответствуют некоторые при­
ращения потоков по продольной и поперечной осям. Продольный 
поток проходит по потаеаи и sp.иу, и в _шине; в которой ЭТИ~ 
участки маrиll~РО80да \Н;ЮЫ~ltьr, он будer 'вoerда мевьше, поэ­
тому и приращение, ~Фd, обусловленное заl.t.~ным малым прира­
щением Aiq , зд~Сь будет также меньше, .eit в машине с ненасы­
щенными полюсами и ярма ми. 

,ИЭЛ~J.Jные выше црtllQ~еЩfЯ ИЛЛJPqрfSРУЮТ лок~~аlШые на 
рЙс. ~.t\ 1'1 5.1 кРивые завk'С"WОС~~Й дифф~ре\fttJfальных иnдукtивных. 
солротивлеЦIfIi 

• 'JC1irId=w<" Lw; X~q= (он L&qqj X dq = 111." La4f' ' 
r , 1 '., 55) Ха/ . . k~H Ldl; Xq/ =~фн L"I' ( . 

liб 

от токов if и iq , рассчитанцые с помощью описанной в главе 3 
модели прн:менительно к :машине ДГС-914 (номинальные величины: 
:мощность - 30 кВт, линейное напряжение обмотки статора __ 
230 В, ток обмотки статора - 94А, ток возбуждеkИЯ - 20А, 2ро== 
=4, соедине~ие обмотки статора - звезда), где (Он=2п·50 paдjc­
номицальная круговая частота; k - коэффициент приведения об­
мотки возбуждения к обмотке статора. 

В машице ДГС-914 воздушный зазор увеличивается ПО мере 
удалец ия от оси полюса. Зависимости В=В [Т}); Л:о=Л [1\], СОот-

4 7it • ~ 

.l.1VItA 

~9 

o,g 

Рис. 58 Расчетные зависимости 
8=8('1], ~-~('1] для машины 
ДГС·914 в режиме ХОЛостого хо­
АlIIlIРИ l/_I()A (IЦUIBIfe 1. 2), it­
==20 А (кривые 3, 4), it-ЗО А 

(кривые 5. 61,' • 

В, ТА 

.A.JJt/IГA 

4''' 
0,2 

Рис. 5.9. Расчетные зависиuости 
8-8/11J, " .... "1'1] для машины 
ДГС ~E" в ytТ&lЮвившихся ре­
жимах Dttи 1,-10 А. /,--100 А 
(к,pн~e 1. 2) • j,-IOA, i.-

= -300 А (крtИlе 3. 4). 
I ( I 

веТnВУlOщие некоторыМ! режимам и$l РИс. 5.6 11 5.7, ПОК8заны на 
рис. 5;8 и 5.9. I 

Как ВJJДн() из рис. 5.6, при XOJlOCTOw 1IOде неравенство Xlldd> 
>X()qq наблюдается TO./Jbf<O при if<8A~1 а при токе возбуждения, 
р-авном номинальному, параметр XMd в три раза меньше паоаметра 
~. 1, 



: Согласно рис. 5.7, IJНДУКТИ8ная связь между продольным и по., 
перечным контурами обмотКIt статора ОТНЮД9 не я~яется сла­
бой, как это часто полагают. Так, при магнитном состо,Янии, оп­
ределяемом токами it= 10A; i,q=-250A, имеем XMd=0,64 ОМ, TOГ~ 
да как xdq=0,37 Ом. т. е. от~iиение Xdq/X6dd. .составляет 0.58. 

Приведенные примеры фJlЗILЧеского объЯ'Снения сущности Maг~ 
нитных связей в насыщенной ЯСМ с использованием дифферен~ 
циальных параметроа элементов магнитопровода - проаОДИ140СТИ 

л Ka~ функции координаты т} и сопротивлений Rf и Ro - доста· 
точно полно иллюсtрируют эвристические возможности такого под­

лода. Отметнм, что его применение оказывается эффективным и 
при физическом объяснении электромагнитных процеосов ЭМП 
других типов. 

Дополнительные ~ве.цения О влиянии нас~щения элементов маг­
нитодровода ЯСМ на ее параметры приводятся в последующих 
разделах, поскольку это необходимо для уяснения особенностей 
переходных процессов и етатических характеристик в машинах с 

насыщающимся магнитопроводом. 

5.3. ВnНJIние насыщен..,. аnемеНТО8 
маrнитопровода, ЯСМ 

на ее переходные процесс .. 

Обычно для оценки влияния степени насыщения магнитопро· 
вода ЯСМ на переходные процессы пользуютс}{ характеристикой 
холостого хода, полагая, что она с достаточной полнотой отражает 
магнитное состояние машины не только при холостом ходе, но и 

наличии токов в обмотке якоря и в демпферной обмотке. Это рав­
носильно предположению, что в ЯСМ. как и в машинах неявно­
полюсного типа, учет насыщения может быть выполнен на осно­
ве одного «интегрального» показателя, которым является поло· 

жение «рабочей точки» на характеристике холостого хода, т. е., 
что различие уровней насыщения отделыIхx уча~тков магнитопро­
вода (зубцовой зоны, полю<:о~ И ярм статора и ротора) не явля­
ется СУщественным. С целью проверки право~ерности такой пред­
посылки и количественной о~енки вЛияния насыщения элементов 
магнmопровода на переходные процеосы ЯОМ были рассмотрены 
четыре варианта магнитопровода, отличающиepl друг от Jtpyra 
только характернетиками намагничивания сталей, из которых вы­
полнены зу6цовая зона, полюса и ярма статора и ротора: 

первЬ(й -- с характерИС't'цами J{амагнкчизания сталей. совпа­
дающими с начальными прямолинейными участками характеристик 
цамагничивания д4Я ст~лt*, прииеняем~ в реальной машине; 

втОРОй --. СQOтвеТСТJJУЮЩнй реальной машине; 
, третий - с насы;щающейся только актИI~НОЙ зоной, Т. е. с не­
насыщенными полюсами и ярмами и так подобранной характеристн-
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кой намагничивания зубцовой зоны, чтобы характеристlt:ка холо­
стого хода совпадала е таковой для реальной машины; 

четвертый - с иасыщающимися только полюсами и ярмами, 
т. е. сненасыщенной зубцовой зоной и так подобранными харак­
теристикамИ' намагничивания полюсов и яр м, чтобы характеристи­
ка холостого хода совпадала с таковой реальной машины; этот 
вариант соответствует машине с магнитной цепью, насыщающейся 
только по продольной оси. 

Для упомянутых вариантов 
магнитопровода изучались с 

помощью математического эк­

сперимента различные пере­

ходные процессы ряда ЯСМ 
с номинальными мощностями 

От единиц киловатт до сотен 

мегаватт в широких пределах 

изменения их токов, напряже­

ний моментов на валу, частот 
вращения, значений и степени 
несимметрии нагрузочных соп­

ротивлений и других перемеи­
ных. Результаты этого экспе­

Ео,4 а 

10 

Рис. 5.10. Харахтеристики холостого хо­
да (кривая 1) и короткого замыкания 
(кривая 2) геJlератора РОМ 16Т/230. 

римента рассмотрены на трех примерах; соответствующих иссле­

дованию на модели в фазных координатах процессов синхронного 
генератора. работающего на аКТИВ1iО-ННДУК1IЩJИУЮ lfагрузку через 
выпрямитель, и на модеЛIf в коордийатах d, q~ О - процессов син­
хронного telIepaTOpa, включаемого tJ:a симмеТРИЧlIУЮ активно-ин­
дуктивную нагрузку, и СИНХРQННОГО дв}{гатеJlЯ, внезацно цагружа-

емого постоянным моментом на валу, ' , 
в первом при мере рассмотрам генератор ГОМ 16Т/230 (номи­

нальные величины: мощность - 16 кВт; линейное напряжение 
обмотки статора - 230 В; ток оБМОТКIt: статора -50,2А; коэффи­
циент мощности - 0,8; ток возбуждения ....... 10,2А; частота 50 Гц; 
Zpo=2 соединение обмотки статора - звезда). Характеристика 

холостого хода ЕО ={i)н'Фм/У2=Ео [ц] и характе'ристика короткого 
замыкания Iи=i/1'2=Iк [if] представлены на рис. 5.10. Переход­
НЫЙ процесс при включении этого генератора через тиристорцый 
мостовой выпрямитель на послеДО8ательцо соединенные активное 
сопротивление '4 Ом и. индуктивцость 0,0064 ГЦ при угле зажига­
ния uэ = О описыва~о, кр}{выми. показациыми И8t'1IИС. 5.11-5.14. 
Начальными условвями' для этого продесса являют.ся: угол пово­
рота ротора v(o)=-tt/2; ток возбуждеиая ДJIЯ машии при BTOPOM~ 
третьем и четвертом iариантах магиитопровода 11(0)= 10,2А, а для 
машины с ненасыщ~,н.ным магиитопроводом ij(0)=2,5A (при этом 
СQrла~но рис. 5.10 э. д. с., найденная по характеристике холостого 
хода Rенасыщенной машины, изображаемой прямой Оа, равна 
э. д. с. по кривой 1 для тока if(O) = 10,2A. 

Из рис. 5.11 видно, что для магнитопровода, насыщающегося 
только по продольной оси, амплитуды токов фаз почти на 40% 
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()ольше, чем в ненасыщенной машине. С увеличеиием сопротивле­
ния нагрузки это расхождение. как показ.ал расчет, монотонно 

;'Юзрастает. Для U)иt>4л, т. е. для квазистационарного процесса 
это физически оБЪflсняется явлением, названным в (105] Эффек: 
том поперечного самокомпаундирования, который состоит в сле­
дующем. При включении синхроиного генератора на симметричную 
трехфазную активную нагрузку в установившемся режнме дейст­
вуют нензменнЫе во времени продольная размагничнвающая и 

поперечная реакции якоря. Представим рабочий поток Фа как гео-

Рис. 5.11. РаtчeтRые ocnIfJlJlorp ..... токов iA , lв, ic (КjJйвые 
1, 2. 8) 1'efIepaтopa гам 16Т/2ЗО. вxnючаемоro на активно­
ИlfДуКТИВКУIO .IГРУЦУ чере3 мостовой тиристорный ВЫПРЯМИ-, 

тenь .АЛИ четырех вариантов магиитопровода: 

- - _. 8е8аеыщq80rо;-- - ремьиoro; - - - - - е иаеыщающейс" 
ТWlЫ(O ауClЦ080Й аовоЙ. -. - - с 8асwщаlOЩВЦС8 тoJIы:o ПМlOCам. н 

jlpllIЦ. 

метричеСf{УЮ .сумму продольной Фаd и поперечной Ф.,q его состав­

..'Iяющих. Тогда Фо=l'Фltt +фlq. В ненасыщенной машине при 
,xdd>Xqq сооtн~шеЩlе между отрицательным приращением состав­
,,1яющей Фи (за счет продольного размагничивания) и положи­
тельным приращением составляющей Фаq (за счет поперечного 
намаrнnчивания) всегда таково, что рабочий поток с увеличением 
тока, нагрузки уменьшается [9, 11, 27). В маШине же с насыщен­
ными полюсами и ~р~ами ПРО.lфльная состаВляющая рабочего по­
~OKa ~цло чувсТ8ительна к измененИЯМ продольной реакции яко­
ря, т. е. потою Фи с увеличением тока нагрузки почти не умень­
шается, tогда как поток Ф.,q растет пропорционально току lq (по­
скольку зубцова~ зона неkасыщеkа). I10ЭТО~У рабочий поток Фа. 
а вместе с !JИМ напряжение и ток обмотки статора оказываются в 
такой машине большими, чем в ненасыщенноЙ. Эти рассуждения 
применимbt и для рассматриваемого переходного процесса, пос­
ъ.ольку здесь, как видно из рис. 5.14, годограф вектора i TOf{a ста­
тора, построенный в неподвижной системе координат, мало отли­
чается or круговоф. 

I 

Joo 

Как видно из рис. 5.11, 5.12, в машине с насыщающейся только 
зубцовой зоной амплитуды токов ~з и пульсации тока возбужде­
ния увеличиваются, а углы ко.,ыутации и пульсации тока нагруз­
ки уменьшаются по сравнению с ненасыщенной машиной, тогда 
haK в ыашине с насыщающиыися только полюсами и ярмаМfI 
аМIh1IИТУДЫ токов фаз и пульсации тока нагрузкии увеличивают.сst, 
а углы коммутации и пульсации тока возбужденя остаются почти 
неизменными. Расчеты процессов для углов зажигания аз~О по-

sг---~r-~----+---~--~----+---~ 

Sог-~~~~r----+----+----+----+---~ 

О 261J . _IJ ,J.r/J pifi' 

Рис. 5.12. Расчетиые осциnnограммы тока возбуждении (кри­
вые 2), соответствующие процессу, изображенному на рис. 5.11 

казали, что с увелнчение. а, разница в относительных пульса­
циях выпрямленного тока для третьего и четвертого вариантов 
магнитопровод,а снижается, а отношение уrлов коммутации воз­

растает. 
ИЗ рис. 5.1.2 следует, что при всех трех вариадтах насыщаю-

щегося магнитопровода ток возбуждения как в переходном про­
нессе, так и в уста~овившемся режиме значительно (в несколько 
раз) больше, чем в маши:не сненасыщенным магнитопроводом. 

Отличия перехq.АflЩ процессов длЯ рассмотренных четырех аа­
рЩ1Нтов ~агни'fОПР~Р основаны на раЗЛQЧИЯХ П8р~етров. Оста­
НЩJИМСR кратко на ~раВIfeНИИ зависимостей параметров от време­
ни на примере двух oap~MeTpOB - ХАА И ХАВ (рис. 5.13). 

ДЩI ~енаСЫIlЩlНQ~j,lttaШИНЫ, как известно [8, 19], xAA=al+ 
-t-a2 сos 2V, где .aI, f.l2 ...... положительные постоянные. Параметр ХАА· 
достигает максимума при у=О и минимума при у=п/2. Физически 
эго объясняется тем, Что при у=О осевая линия намагничиваю­
щей сцлы фазы А совпадает с осью d "fI тогда же магнитная про­
ВОДИ~9СТЬ на пути потока, создаваемог~ фазой А, максимальна, а 
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при -у=n/2 осевая линия намагничивающей силы фазы А совпадает 
с осью q, и тогда проводимость по пути этого потока минимальна. 
На рис. 5.13 видно, что для четвертого варианта магнитопровода 
:характер зависимости ХАА =ХАА [V] противоположен. Физическое 
объяснение следует искать в соотношениях соответствующих диф­
ференциальных магнитных проводимостеЙ. При у=пJ2 (рис. 5.15,6) 
А-lагнитная проводимостъ на пути потока, создаваемого фазой А, 

О;; f 
2 

4 

Z I 

tJ 

.р 

-t 

-1 

Рис. 5.13. Расчетные зависимости ХАА=ХАА [v] (кривые 1) и ХАВ= 
=ХАВ {v] (кривые 2), соответствующие процессу, изображенному 

на рис. 5.11. 

для четвертого и первого вари'антов опреде.ilяется зазором в пре­
делах полюсной дуги (так как зубцовые зоны в обоих вариантах 

А ненасыщены) И, следовательно, 

Рис. 5.14. Годограф вектора i, постро­
енный по данным рис. 5.11. 
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здесь сопротивления ХАА поч­

ти одинаковы (XAA~3,7 Ом). 
Но при l' = О (рис. 5.15 а) диф­
ференциальная магнитная про­
водимость для четвертого ва­

рианта магнитопровода ввиду 

насыщения по продольной оси 
почти на порядок меньше, чем 

в ненасыщенной машине (на 
рис, 5.15, а это отражено от­
сутствием тела полюса) и здесь 
сопротивление ХАА равно со­

ответ,ственно 0,94 Ом и 6,5 
Ом. 

Аналогично объясняется и 
противоположный характер 

зависимости ХАВ=ХАВ [у]. 

Интересным является тот факт, что в машине, насыщающейся 
только по продольной оси, сопротивление ХАВ может принимать 
положительные значения, хотя оси фаз А и В сдвинуты на угол 
2:t/3. Объяснение следует из рис. 5.15, в, построенного для у=-'Лj6. 
при котором, как видно из рис. 5.13, параметр ХАВ достигает по­
.'10жительного максимума. 

Для анализа зависимостей параметров от угла у для варианта 
с насыщающейся только зубцовой зоной обратимся к рассмотре­
нию кривых л=л [1')], представленных на рис. 5.16. Как уже от-

" r 

(J 
, 
6 

Рис. 5.15. Схемы. иллюстрирующие магнитные св""и 
насыщенной ЯСМ в фазных координатах. 

мечалось, реакция якоря в квазистационарном процессе мало от­

личается от круговой, поэтому КРИiВая В=В [ТJ] и соответственно 
кривая л=л [1')} деформируется на протяжении периода незначи­
тельно. Для объяснения характера зависимости ХАА =ХАА lУ} за­
меним реа.1ЬНУЮ зависимость л=л [ТJ] идеализированной, показан­
ной на рис. 5.16 крестиками. Физически такая идеализация равно­
значна значительному (бесконечному) увеличению зазора под пра; 
вои половиной полюсной дуги и замене неравномерно насыщенНОИ 
зубцовой зоны под левой половиной полюсной дуги равномер­
но насыщенной зубцовой зоной. При этом для у= О воспользуемся .. 



рисунком 5.15, г, на котором указанная идеализация отражена 
вырезом в полюсе. Очевидно, что при вращении ротора максимум 
проводимости на пути ПОТQк:а, создаваемого приращением: тока в 

фазе А, а следовательно, и максимум параметра ХАА будет наб­
.людаться не прн '\'m=О, а при 'Ут<О (на рис. 5.13 '\'m=-n/6). Это 
объясняет сдвиг маКiсимума кривой ХАА=ХАА [у] для .машины с 
насы:щающейся только зубцовой зоной В сторону отрицательных 
:, r лов по сравнению с ненасыщенной машиной. Если бы криваи 
.л=л. [1)] оставалась во времени неизменной, то зависимость ХА.А =: 

=ХАА[У] Оi1исывалась бы выражением XAA=at'-а2'соs2(V-Vm). 

'\ 
t r 

,1 

J q Т/КА AZ 

0.8 
d 

-7I/2 о 

~ 

2 ~ i\ , i \ I 
I i \ 
1"~! '_~I 

1 r--' ' , / 
-1l/2 ',.=, . .t л!2 

, 
,,1 , -

I 

а 

._., 
i 
\ 
\. 

о Л/2 

Л/2 

Рис. 5.16. Расчетные зависимости ~~~('Il (сле· 
ва) и л.==ч'l] (справа) ДЛJl момеиов времеlflt, 
соотвеtemующп orмечеиныlII' на \hIc. 5.11 1'0'1. 
каllИ а, б, в ЩI~ Трех ",риан1'U M8fproвpOBOдa: 

-- - ~IШ\I: - - - - ,- 1: "С~1W\IO~etcя, \ l' 
тоаько sубцtllюl 301\01; -. - - \1 .аС~.IO~.JlИСJII 

, 'IOПo1ЦI n~юсаllИ и JIP!II8* ' , , 

()днако в деЙствител.ности реакцви якоря не явnяетси круговой, 
что прнВ()днт К деформированию криаоА л.-А(ч) (РИС1\5.16) и, ~ 
..10вательно, к УС.'IOжненню вида завв<СимGCТИ X'J.liA -ХА .... fvJ (рвс. 
5.13) . 
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в резJlЬИОЙ машине на зависимости параметров от угла V влия­
,-ет насыщение всех элементов м:аl'нитопровода, и этн завнсимости 

в той: или иной степени обладают свойствами, характерными для 
третьего и четвертого вариантов м:агнитопровода . 
• Общей ОСQбенностью для зависимостей всех пара метров для 
второго, третьего и четвертого вариантов магнитопровода по срав­

ненl:ПO с ненасыщеии~fd является уменьшение их максимальных 
значениЙ. Так, из кривых рис. 5.13 видно, что сопротивление ХА" 
длfl ненасыщенной машины изменяется в пределах 3,7 ... 6,5 Ом, 
ТОГАа как для. трех последних вариантов этн пределы соответствен­
.но равны 0,7 ... 1,44, 0,38 ... 
0,8 и 0,94 .•. 3 Ом. 

Результаты математическо­
со моделирования в координа­

тах d, q применительно к авто­
номной работе синхронного ге­
нератора рассмотрнм: на IJРИ­

.мере машины СГД-2-17-Зб-I6 13 
(номинальные величины: мощ­
ность - 630 кВт; линейное 30 
напряжение обмотки статора-

Q SO lIfI() IIIJ JI(J() 1tЮ 7'.А 

6,3 кВ; ток обмотки статора -
72,5 А; коэффициент мощно­
сти -0,8; ток возбуждения -
225 А; частота - 50 гц; 2ро= 
= 16; соединение обмотки ста­
'ТОра - звезда). Характеристи­
ки холостого хода и короткого 

.замыкания этой машииы пред­
ставлены на рис. 5.17. 

Чf~ 
Рис. 5.17. ХарактеpllC'tИXи x~ro хо­
да (КIЩ\IU J) JI KOPOТKQri1' ЗfМыкания 
(кривая 1) генератора сtД-'2r11·З6·16 . 

Расчетиые кривые, описываЦ)щие переходный процесс этого 
генератора при включении на последовательно соединенные актив­

ное СОПРОТНВJrение 4 Ом и JlНДУКТНВnОСТЬ 0,095 Гн при начальном 
значении тока вОзбуждения if(0)==225 А и постоянной Ч8стоrе вра­
щения, для интервала времени 0~(r)иtE;;;21t показаны на рис. 5.18-
5.20. Здесь, в отличие от предыдущего примера, ток возбуждения 
.для варианта машины сненасыщенным магнитопроводом принят 

таким же, как R для остальных вариаlf1'ОВ магнитопровода, поэ­
тому начальное зн&t,МНIИе напряжения обмотки CJ'aTopa 8 CQ().1f­
в~вии С прямолRНeЙRОЙ характеристикой ХOnОСТОГ9 хода (np~. 
-мая Оа tra РИе'. 5.11') ~с!тавляет 12' t8, т. е. оно B'~ раэа BЪiI1fe 
номинального. . , 

CpaBHeHfle переходных процессов, рассчнтанных для варианта 
магнитопровода с насыщающимися ТОЛЬJ[Q полюсами и яр~ами и 

для варианта с насыщающейся только зубцовой зоной, поквзывв­
-ет, что в данной задаче перераспредмение насыщения Мe,ЖJ1у ЭТJ(­
ми элеt.fflfi1'8МИ ма~нитопровода оказывает на процессы в reнepa­
'ТОр меньшее В.1Jи~нне, чем rJJ предыдущей задаче. !Это объясняетс. 
-относительио меньшим начальным ТОJЮм J50збуждения (ДЛЯ про .. 
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цессов на рис. 5.11 отношение if(o>!ijO согласно рис. 5.10 составляет 
10,2/2,4=4,25, а для процесса на рис. 5.18 согласно рис. 5.17 оно 
равно 230/75=3,3), а также тем обстоятельством, что в машине 
ГОМ 16Tj230 воздушный зазор постоянен по длине полюсной ду­
ги, тогда как в машине СГД-2-17-36-16 он расширяется по мере 
удаления от оси полюса. 

. Сопоставление представленных на рис. 5.18-5.21 процессов для 
реальной машины и машины с насыщающимися только полюсами 
и ярмами показывает, что расчет с учетом насыщения только по 

продольной оси дает удовлетворительные результаты. Однако было 

i.f,A 
t 

JIJIJ 

1/1IJ 

IJ (,)t 
.t: 2.t: .!.Е 

Рис. 5.18. Расчетные осциллограммы то­
ка возбуждения (кривые 1), тока id 
(кривые 2) и тока iq (кривые 3) гене­
ратора СГД-2-17-36-16 при включении 
на активную нагрузку для четырех ва-

риантов магнитопровода: 

- - - - ненасыщенного; -- - реаль­
ного; - - - - - - с насыщающейся TOJIЬKO зуб­
довой зоной; -. - - с насыщающнмися 

только полюсамн н ярмамн. 

-1 

-2 

-.1 

-~ 

IJ 
2,х .1.1< 

Рис. 5.19. Расчетные осциллограммы 
токов в I-M, .. , 5-м стержнях демп­
ферной обмотки (кривые 1, "', 5). 
соответствующие процессу, изобра-

женному на рис. 5.18. 

бы ошибочным распространять этот вывод на любые переходные 
процессы синхронного генератора при его автономной работе на 

симметричную линейную нагрузку. Математический эксперимент 
свидетельствует, что при включении генератора на активную и 
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тем более на активно-емкостную нагрузку потеря точности из-за 

неучета переменнога по длине полюсной дуги насыщения зуб~ 
вой зоны может достигать десятков процентов. 

Остановимся на обсуждении вопроса о допустимости примене­
ния для расчета в координатах d. q. О переходцых процессов aBTO~ 
НОМНО работающего генератора методов, учитывающих насыщение 
магнитопровода с помощью статических индуктивностей. 

Для этой цели воспользуемся результатами расчета переход~ 
ного процесса генератора СГД-2-17-36-16 при рассмотренных выше 
пара метрах нагрузки и начальных условиях на интервале медлен~ 

ных изменений токов, который определим условно как интервал 

~ 
Xa",Xf~' Он 
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!-:..._- ----

L __ 
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Рис. 5.20. Расчетные зависимости параметрав 
Xdd (кривые 1), Xqq (кривые 2) и Xdq (кри­
вые 3) от времени, соответствующие процес-

су, изображенному на рис. 5.18. 

4n~ffiBt~too, где loo - практическ~я длительность процесса, оп­
ределяемая как время, ,по истечении которого кажда~ из перемен­

ных отличается от установившегося значения не более, чем на 
1 %. Сравним три метода расчета, основанные соответственно на 
применении модели, описанной в главе 3, учете насыщения по про­
дольной оси с помощью постоянных статических индуктивностей и 
У,чете насыщения по продольной оси с помощью переменных стати­
Gтических индуктивностей. В основу второго ИЗ упомянутых ме­
тодов чри~ем уравнения Парка ненасыщенной ЯСМ, причем ин-

151 



дуктивности, относящиеся к поперечным контурам, примем рав­

ными их ненасыщенным значениям, а индуктивности, относящие.ся 
к продольным контурам, вычислим как частные от деления их 
ненасыщенных значений на постоянный коэффициент насыщения 
по продольной оси, определяемый общепринятым способом, т. е. 
как отношение э. д. с. Ео', найденной по прямой Оа (рис. 5.17) 
для тока возбуждения if=ij(O), к э. д. с. Ео, найденной по кри­
вой 1 (рис. 5.17), для этого же тока возбуждения. В основу тре­
тьего метода примем также уравнения Парка, но будем вычис­
лять индуктивности, относящиеся к продольным контурам, как 
частные от деления их ненасыщенных значений на переменный: 
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Рис. 5.21. Годографы вектора i, пост­
роенного по данным рис. 5.18. 

коэффициент насыщения, опреде­
ляемый тем же способом в соот­
ветствии с текущим (переменным) 

значением э. д. с. ЕО=UJПф6dIУ<J. 
по реальной характеристике хо­
лостого хода. 

~ ,~ 
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" 
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Рис. 5.22. Расчетные ОСЦИЛJIограммы 
токов if (кривые 1) и i (кривые 2) 
генератора СГД-2-17-36-16 при вклю­
чении на активно-индуктивную наг­

рузку, соответствующие интервалу 

медленных изменений токов и рас-
считанные различными способами: 

- - - - без учета насыщения;--­
ПО lIодели. описанной в разделе 3; 
- .. - -по постоянным статическим ин­
АУКТИВНОСТЯМ; • - - •• - по переменныи 

статнческим иидуктнвностям. 

Расчетные осциллограммы тока возбуждения и тока i= 
=-Yid+i3, полученные перечисленными методами, показаны на 
рис. 5.22. Сопоставляя их, видим, что длительность переходног() 
процесса, рассчитанного по первому, второму и третьему мето­

дам, равна соответственно 0,52, 1,1 и 1,65 с, т. е. с этой точки зре­
ния расчет как по постоянным, так и по пере:менным насыщенным 
значениям статических индуктИвностей приводит к неудовлетво­
рительным результатам. Кроме того, расчет по ПОстОяным насы­
щенным значениям статических индуктивностей (который, в сущ­
ности, cooTBeTcrByeT расчету для ненасыщеной машины, характе­
ристика холостого хода которой определяется прямой Оа на 
рис. 5.17) приводит к неправильному значению установившегося 
тока статора ( согласно рис. 5.22 - заниженному на 30%). 

Полученные результаты являются весьма общими и имеют фи­
зическое обоснование, состоящее в следующем. На интервале мед­
ленных изменений токов демпферная обмотка практически не при­
нимает участия в электромагнитном процессе (из рис. 5.19 видно. 
что уже при UJпt>4п ее токи составляют менее 20% от их макси­
мальных зна~ениЙ). Цепь статора из-за активного сопротивления 
нагрузки обладает большим затуханием, тогда как затухание цепи 
возбуждения, несмотря на насыщение, снижающее индуктивность 
обмотки возбуждения, остается весьма малым. Следовате.'lЬНО, & 

первом приближении (недопустимо грубом для инженерных рас­
чето!!, но полезном для уяснения физической сущности процесса) 
кашТшу можно рассматри­
вать как систему из двух 

контуров (обмотки возбуж­
дения и обмотки статора) с 
практически односторонней 
связью между ними, состоя­

щей в том, что процесс в 
обмотке возбуждения про­
Текает независимо, а процесс 

в обмотке статора опреде­
ляется рабочим потоком, оп­
ределяемым действием об­
мo'l'ки возбуждения, но он 
не оказывает обратного дей­

Рис 5.23. Характеристики холостого хода 
(кривая 1) и короткого замыкания (кри­

вая 2) двигатеJ\Я СДСЗ-17-41-16. 

ствия на последнюю. Таким образом, процесс в об?-fотке возбуж­
дения описывается только одним уравнением 

dфf + . L '!!J + . 
и/ = dt- Г! lf = // dt 'f"j (5.6) 

при /НАчальном условии ij=ij тах, где ij тах - ток возбуждения & 

момент <йпt=4п. В уравнении (5.6) параметр Lff - это дифферен­
циальная индуктивность обмотки возбуждения, которая на насы­
щенном участке характеристики холостого хода всегда меньше 

(при больших насыщениях - на порядок и более) по сравнению 
со статической индуктивностью. Очевидно, что подстановка в урав­
нение (5.6) вместо дифференциальной индуктивности обмотки 
возбуждения ее статической индуктивности, соответствующей точ­
ке с кривой 1 на рис. 5.17, приводит к недопустимому искажению 
процесса, в частности, по скорости его затухания. Применение же 
в третьем из рассмотренных методов переменной статической ин­
дуктивности дополнительно усугубляет это искаже1Пiе, поскольку 
по мере перемещения вдоль кривой 1 от точки с влево (соответст­
вующего постепенному затуханию тока возбуждения до Щ/гj) ста­
тическая индуктивность растет по сравнению с ее значением в 

точке с). 
Остановимся кратко на результатах математического модели­

рования ЯСМ при включении ее обмотки статора на сеть беско­
нечной мощности на примере двигателя СДСЗ-17-41-16 (номиналь-
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Рис. 5 24. Расчетные осциллограммы то­
ка возбуждения (кривые 1), тока td (кри­
вые 2) и тока iq (кривые 3) двигателя 
<СДС3-17-41-16 при внезапном нагруже­
нии моментом Мв=3Мн для четырех 

вариантов магнитопровода: 
- - - - ненасыщенного, - реаJlЬ­

,"ого. - - - - - с насыщающейся ТОJlЬКО 
.зубцовоЙ зоной; -. - . - - насыщающимися 

ТQJlЬКО ПQJIюсами и ярмами. 

f{)S J{)J"i' 

-It{) t--\'Ir-t---:-t--=-t----I 

Рис. 5.25. Расчетиые осциллограммы 
электромагиитного момеита (кривые 
1), и угла выбега (кривые 2), соот­
ветствующие процессу, изображен-

ному на рис. 5.24. 
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Рис. 526. Расчетные динамические угловые ха­
рактеристики двигателя СДС3-17-41-16, построен­

ные по данным рис. 5.25. 

ные величины: мощность - 1600 кВт; линейное напряжение об­
мотки статора - 6 кВ; ток обмотки статора - 181А; коэффици­
ент мощности - 0,9; ток возбуждения - 290А; 2ро= 16; соединение 
обмотки статора - звезда). Характеристики холостого хода и ко­
роткого замыкания двигателя приведены на рис. 5.23. 

ПереХОДНNЙ процесс, соответствующий внезапному нагруже­
нию этого двигателя моментом на валу Мв=3Мв при номинальных 
напряжениях питания обмоток статора и возбуждения, ИЛЛIOe1РИ­
руеroя кривыми, показанными на рис. 5.24~5.27. Как видно из 
рис. 5.23, этот двигатель имеет относительно большой воздушный 
зазор (ijо/ijП= 117/155= 1,14) и его насыщение по продольной оси 
при номинальном напря,Же­

иии на обмотке статора не­
знач:ительир. Тем ие меи~е 
осциллограммы токов id, i q , 

i j , электромагнитного мо­
мента и угла выбега ротора 
заметн~ отличаются от рас­
считанных при отсутствии 
насыщения. Из сопоставле­
ния осциллограмм, соответ­

ствующих различным вари­

антам ~агнитопровода, сле­
дует, что отлиЧия обуслов­
лены в первую очередь на­

сыщением зубцовой зоны. 
Из сра~нения динамических 
угловых характеристик (рис. 
5.26) видно, что насыщение 
зубцовой зоны полюсов вме­
сте с ярмами оказывает на 

эти характеристики проти­

воположное действие. 
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Рис 527 Расчетиые зависимости парамет­
ров Xd,d (кривые 1), Xqq ~кривы~ 2) и Xd, 
(кривые "3) от времени, сс)о,..е.tcтвующие 
процессу. ИЭОбрзжеииому иа рис. 524. 

5.4. InИАние насыщени. зnемеНТО8 
маrНИТОПРО8Ода SlСМ 

... ее СТ8ТИll8CКNe характерИСТНICН 

ПРОИЛJlюстрируе.t.f' uниние насыщения маГНИТQlф'овода ЯСМ 1( 

ОТДМЪНЫХ ero .t .. еыеитов на статаеские характеристики на приме­
раж. которые предетаВJUIIОТ интерес АЛя практики. ОДН81СО не ОТ­

ражены в литературе. 

Прн работе HeHaCblIU.eIfHoro еиНХРОИ80ГО reHepaтopa на ем· 
костuую нагрузку наприжеине на его обмотке ста-roра, как извест­
но, в определенном диапазоне сопротимений нагрузки выше на­
прижения: .при холостом ходе, что объясняется намагничиваIQЩИ.М 
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действием ПРОДОЛЬНОЙ реакции якоря. Внешние характеристики 
ненасыщенного генератора изображаются эллипсами, главные оси 
которых пропорциональны току возбуждения.- Насыщение магнито­
провода, как это видно из РНС. 5.28, приводит к деформированию 
этих характеристик. Кроме того, оно вносит глубокие качествен­
ные изменения в ра:боту генератора, существенно влия" на его 
устойчивость. Проследим это на примере внешней характеристики, 
соответствующей току i,=5A. На рис. 5.28 эта характеристика 
разделена точками В R С на три участка: АВ, ВС и CD. При ее 
экспериментальном опредмении оказалось, ЧТО режимов, сООТ .. 
ветствующих участку ВС, установить не удается. Так, при посте. 
пенном уменьшении сопротивления нагрузки, соответсtвующем пе~ 

ремещению по внешней характеристике от точки А в направленни 
к точке В. в окрестности точки В спонтанно возникает переХОДllыi 

"·lx~,4 с ;r " "'\ 
JI)() 

JI)() +IJO 4()(} i,A 

l'iIC. '28,. Рicчeraые ·.aeJlUUte характерwt'З'икн reиеР,атора 
ДГС-914, ~аботаlOЩer.o через постоянное активиое соJ.!tlОТИВ­
ление 0,3 Ом на емкостиую нагрузку. Кривые 1, 2. 8 соот-

ветствуют токам возБУЖАеиии il==5, 10.20А. 
•• - 8JlCпер.МеВТ .... аые точки. 

лроцесс, закаН'{цвающцЙся. устаНОВИ8ШИЪfСЯ- rpe~MQM. изображае­
мым на внешней характеристике точкой, при~адлежащей участку 
CD, а при постепенном увеличении сопротивления нагрузки, соот­
ветствующем переиtlЦe8RЮ по ~иеwНА Х8р8ктернt'i'ике от точки 
D в направлении к точке С, в окрестности точки С спонтанно 
ВОЗRикает переХ0ДИЫЙ процесс, заканчиВ8ЮЩИЙСИ у'СТановившиi4ся 
режимом. изображаемым на внешней характеристике точкой.' при .. · 
надле:жа~й участку АВ. Подробиое. исследование этого феноме­
на с позиций теории статической устойчивости показало (24, ,1(5). 
что ОП"объясияетсЯl реактивно-синхронным самовозбуждением. Та­
кии образом, при pa~oтe теиератора ДГС-914 с током возбужде­
ния 5А на -емкостную нагрузку, вольт-амперная хара~ристика 
КОТОРОЙ' изображается прямой 'Ok., существуют три расчетН1iiХ уста. 

162' 

НОВИВllIИХСЯ режима, у которых два (принадлежащие соответствен': 
но участкам АВ и CD внешней кtaрактеристики) усtoйчивы, а 
один (принадлежащий участку ВС) --= НеустоЙчИв. Диапазон со­
противлений нагрузки, в котором возМожны три установившиес1t 
режима, завцсит от тока возбуджеН1!Я. При отсУтс'Гвии же н'асы.; 
щения любому сопротивлению нагрузки' соответствует единствен­
ный установившиiiся режим, устоiitfивость' которого не зависит от 
тока возбуждения. 

ИЗ рис. 5.29 видно, что для этого же генератора, работающего 
параллельно с мощной сетью, насыщение оказывает, хотя и мень­
шее, но все же заметное влияние. Так, в номинальном режиме ра­
боты углы выбега, рассчитанные без учета насыщения, для маг­
нитопровода с насыщающейся только зубцовой зоной И для маг­
нитопровода с насыщающимися только полюсами и ярмами, равны 

р,ф 

6IJ 

.т 

~ 

JO 

20 

Рис. 5.29. Расчетные угловые харак­
теристики активной мощностн гене­
ратора ДГС·914, работающего на 
сеть с напряжением и = 240 В прн 
токах возБУЖАении il= 10 А (кривые 
1) н i,=20 А (кривые 2), для че-
тырех вариантов магиитопровода: 

- - - - веи.сыщеввorо; -- -
реаАНОГО; - - - - - с ..а.пцаJOщеАси 
_ко sубцовоА SOIIО.~ - _ - • - - с на­
СЫЩ.JOщнмиси ТOIIЫCO ПOlllOсамв в ирма-

•• ; •• - зКспериМеит ....... е точки. 

Рис. 5.30. Зависимости параметроа 
%dd (кривые 1), %9., (кривые 2), 
%d'l (кривые 3) от УГJlа выбега, 
соответствующие угловым харак­

теристикам, изображеиным на 
рис. 5.29 дли il = 20 А. 

соответственно 20, 11 и 250, тогда как действительный угол выбе. 
га равен 17,50, т. е. погрешности равны соответственно 14, -37 ·Н 
+37%. Заслуживает внимания тот факт, что угловая характери­
стика, рассчитанная с учетом насыщения по продольной оси 
(wтрихпунктирная линия на рис. 5.29), отличается от действн-
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тельной (сплошная ЛИНflЯ) больше, чем рассчитанная без учета 
насыщения (штриховая линия). 
. Из сопоставлення кривых рис. 5.29 видно, что известное в 
практике п~вышеЮlе цачальноА же,СТКОСТИ угловой характеристики 
насыщен~ои ЯСМ по сравнению- с угловой црактеристикой HeHa~ 
сыщеннои; машины обусловлено насыщением зу6цовой зоны И 
объясняется уменьщением ИНДУКТИJ3,ного сопротивления Xqq (рис. 
5.30). ' , 
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